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VOKWORT. 


Hiermit  übergebe  ich  den  dritten  und  letzten  Band  der  mathematischen 
Werke  meines  Vaters,  T-.  Fuchs,  der  Öffentlichkeit.  Er  enthält  die  letzten 
zweiundzwanzig  Arbeiten,  die  der  Verewigte  vom  Jahre  IS 88  an  bis  zu  seinem 
Tode  veröffentlicht  hat,  die  drei  gedruckten  Akademischen  Reden  aus  den 
Jahren  1873,  1899,  1900  und  diejenigen  Nachrufe,  die  er  in  seiner  Eigenschaft 
als  Redakteur  des  Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  ver- 
fasst  hat.  Die  redaktionelle  Arbeit  dieses  Bandes  wurde  in  derselben  Weise 
wie  die  der  beiden  ersten  Bände  durchgeführt.  Auch  hier  sind  die  Abhand- 
lungen im  Wesentlichen  unverändert  wiedergegeben  worden.  Alle  bemerkens- 
werthen  Abänderungen  und  alle  sonst  nothwendigen  Angaben  findet  man  in 
den  Anmerkungen,  die  den  einzelnen  Arbeiten  folgen. 

Es  ist  mir  ein  Bedürfnis,  an  dieser  Stelle  allen  denen,  die  mir  bei  der 
Drucklegung  ihre  Hilfe  haben  zu  Theil  werden  lassen,  meinen  herzlichsten 
Dank  zu  sagen.  Bei  der  Revision  der  Abhandlungen  hat  mich  der  andere 
Herausgeber,  Herr  L.  Schlesinger,  durch  seine  werth vollen  Rathschläge  unter- 
stützt. Herr  H.  Vogt  hat  wiederum  die  in  französischer  Sprache  verfassten 
Noten  (LXIH,  IvXVI)  in  sprachlicher  Hinsicht  revidirt  imd  mein  Freund 
H.  Lemke  hat  eine  Correctur  der  Druckbogen  gelesen.  Vor  allem  aber  richtet 
sich  mein  Dank  an  Herrn  L.  Heffter  für  die  treue  Sorgfalt,  mit  der  er  mir 
bei  der  Durchsicht  und  der  Correctur  aller  Arbeiten  in  so  wirkungsvoller 
Weise  seine  Hilfe  hat  zu  Theil  werden  lassen. 

Es  war  ursprünglich  geplant,  dass  den  Abschluss  dieses  dritten  Bandes 
etwaige   nachgelassene   Arbeiten   meines  Vaters  bilden   sollten.     Eine   genaue 


VI  VORWORT. 

Durchsicht  des  handschriftlichen  Nachlasses  hat  mir  aber  gezeigt,  dass  zur 
Zeit  druckfertiges  oder  leicht  druckfertig  zu  machendes  Material  nicht  vor- 
handen ist.  Da  es  aber  gewiss  nicht  im  Sinne  des  Entschlafenen  wäre, 
Unfertiges  der  Öfföntlichkeit  zu  übergeben,  so  musste  zunächst  von  einer 
solchen  Veröffentlichung  Abstand  genommen  werden,  wenn  die  Herausgabe 
dieses  Bandes  nicht  auf  unbestimmte  Zeit  verschoben  werden  sollte. 

Die  am  Schlüsse  dieses  Bandes  befindlichen  von  Herrn  ScHLEsrxGER  ange- 
fertigten Register  des  ganzen  "^^'erkes  sollen  seine  Benutzung  erleichtern. 

Schliesslich  sei  auch  an  dieser  Stelle  der  Verlagsbuchhandlung  für  ihr 
freundliches  Entgegenkommen  und  für  die  vornehme  Ausstattung  der  Bände, 
durch  die  sie  dem  Verewigten  ein  auch  äusserlich  schönes  Denkmal  gesetzt 
hat,  der  Dank  der  Herausgeber  ausgesprochen. 

Haiensee  bei  Berlin,  im  October  190S. 

Richard  Fuchs. 
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S.     U,  Zeile    6  v.  o.  Correlat  statt  Correllat. 
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LIV. 


ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

(Sitzungsberichte  der  Königl.  preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin; 
Einleitung  und  No.  1 — 7,  1888,  XLII,  S.  1115 — 1126,  vorgelegt  am  1.  November,  ausge- 
geben am  8.  November  1888;  No.  8— 15,  1888,  L,  S.  1273—1290,  vorgelegt  am  13.  De- 
cember,  ausgegeben  am  20.  December  1888;  No.  16— 21,  1889,  XXXVI,  S.  713— 726, 
vorgelegt  am  18.  Juli,  ausgegeben  am  25.  JuH  1889;  No.  22—31,  1890,  II,  S.  21—38, 
vorgelegt  am  9.  Januar,  ausgegeben  am  16.  Januar  1890). 


Die  folgenden  Entwickelungen  bilden  einen  Theil  von  Untersuchungen ,  [ms 
welche  ich  über  lineare  Differentialgleichungen  angestellt  habe,  und  welche 
ihren  Ausgangspunkt  von  den  folgenden  Erwägungen  genommen  haben.  Es 
sei  «/, ,  «/j ,  ■■■■,})  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  einer  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung  ja'"  Ordnung,  deren  Coefficienten  rationale  Func- 
tionen der  unabhängigen  Variablen  x  sind.  Es  seien  y^i  y^i  ■■■■,  Vx  ^  willkür- 
liche Elemente  aus  der  Reihe  y^,  y^,  ■■■,  i/  ,  und  es  werde  eine  Determinante 
von  A'  Elementen  gebildet,  deren  Horizontalreihen  aus  den  Ableitungen  gleicher 
Ordnung  von  y^,y^,---,y  bestehen.  Die  Ordnung  dieser  Ableitungen  sei 
durch  eine  der  Zahlen  0 ,  1 ,  2 ,  ...,  p  —  l  bestimmt  und  sei  für  die  verschiedenen 
Horizontalreihen  verschieden.     Solcher  Determinanten  können  wir 

^  1.2... A 

bilden.  Bezeichnen  wir  dieselben  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  w^,,  «,,  m^,  . . .,  m,_,, 

Fuchs,  inuthem.  Werke,    in.  1 


2  ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

SO    ergiebt   sich   für   diese  Functionen    das  System   von  Differentialgleichungen 


dx 


=     ^toM„+^*,",  +   ---   +   A  ?-."?-!' 


WO  A   ,  A A^       rationale  Functionen  von  x  bedeuten.     Aus   diesem  Sv- 

steme  können  wir  demnach  für  jede  der  Functionen  u^  eine  lineare  homogene 
Differentialgleichung  q*'"  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  herleiten. 

Das  Folgende  beschäftigt  sich  mit  der  Untersuchung  dieser  Differential- 
gleichungen, unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Ordnung  p  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  eine  gerade  Zahl  2n  ist,  und  sie  bezieht  sich  auf  den 
Fall,  dass  l  =  n  gewählt  wird. 

In  einer  folgenden  Mittheilung  beabsichtige  ich  eine  Fortsetzung  der 
gegenwärtigen  Untersuchung  und  eine  Anwendung  zu  veröffentlichen,  welche 
ich  von  derselben  gemacht  habe,  und  die  Ziele  darzulegen,  welche  ich  dabei 
im  Auge  gehabt. 

1. 
iii6]  Es  seien  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung 

(A.)  l^  +  ^^'^^^  +  -  +  ^'-2/  =  0 

rationale  Functionen  von  x. 

Sind  y  1  y^i  ■■■1  iJn  n  von  einander  linear  unabhängige  Integrale  der  Glei- 
chung (A.),  so  wollen  wir  eine  Determinante  mit  w'  Elementen  bilden,  deren 
Horizontalreihen  aus  den  Ableitungen  gleicher  Ordnung  von  y^,  y,,  ■■■■,  >/„ 
bestehen.  Die  Ordnung  dieser  Ableitungen  sei  durch  eine  der  Zahlen 
0 ,  1 ,  2 ,  . . . ,  2  w  —  1  bestimmt  und  sei  für  die  verschiedenen  Horizontalreihen 
verschieden.     Solcher  Determinanten  können  wir 

_    2w(2».-l)  ...(n  +  l) 
'^  ~  1.2...» 

bilden.  Bezeichnen  wir  dieselben  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  v^,  j/^,  u^,  ...,u^_^ 
und  setzen  nur  fest,  dass  u^  diejenige  unter  diesen  Determinanten  sei,  in 
welcher  die  Ordnungen  der  Ableitungen  in  den  verschiedenen  Horizontabreihcn 
der  Reihe  nach  0,1,2,...,«  —  !  sind,  und  welche  wir  die  Hauptdeter- 
minante von  2/,,  y,,  •••,y,  nennen  wollen. 


ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.  3 

Bedeutet  z^,  ^^j  ...,  ^^  ein  anderes  System  von  n  linear  unabhängigen  Inte- 
gralen der  Gleichung  (A.),  so  mögen  diejenigen  Determinanten,  welche  aus 
«o>  w,i  ••■)  «._,  hervorgehen,  wenn  an  Stelle  von  tj,,  y,,  ...,  i/„  bez.  z^,2^,...,z^ 
gesetzt  werden,  bez.  mit  v^,  v^,  ...■,v^_^  bezeichnet  werden. 

Bezeichnen  wir  femer  die  Hauptdeterminante  der  2 n  Integrale  y  ■,  y  ■,■■■■,  y  \ 

(B.)  A  =  Ce--^P^^, 

wo  C  eine  Constante  bezeichnet,  welche  von  Null  verschieden  ist,  wenn 
2/,)  Vii  •■•'  y„;  •^,1  •^,1  ■■•1  ^„  ßiii  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung 
(A.)  ausmachen,  dagegen  den  Werth  Null  annimmt,  wenn  dieses  nicht  der 
FaU  ist. 

Zerlegen  wir  A  in  eine  Summe  von  Producten  aus  Partialdeterminanten 
n*"  Ordnung,  so  erhalten  wir  unter  Berücksichtigung  von  (B.)  zwischen 
«„,«.»•••)  «<v-,;  ^0'  ^'  •••»  Vi  die  Relation 

(C.)  A  =  %±u,v,_,_,  =  Ce-^P^^, 

0 

wo  die  Vorzeichen  nach  bekannter  Regel  zu  bestimmen  sind,  und  wo  C  den 
oben  bezeichneten  constanten  Werth  hat. 


Ist  t/^,  ?/j,  ...,  ?/,„  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung  [1117 
(A.),  bilden  wir  die  v  Combinationen  derselben  zu  je  n  und  setzen  in  m^ 
(No.  1)  an  Stelle  von  y^i  y^i  ■•■■,  y„  je  eine  solche  Combination,  so  erhalten 
wir  V  verschiedene  Grössen  m^,  welche  wir  mit  «^„a' ^'a'  •••»  ^'v-i  ;i  bezeichnen 
wollen,  indem  wir  festsetzen,  dass  m^_,_^^  aus  denjenigen  Functionen  y^  ge- 
bildet werde,  welche  vom  Systeme  y^,  y^,  ■••'2/2„  übrig  bleiben,  nachdem  hier- 
von die  zur  Bildung  von  u  _,  zu  verwendende  Combination  weggenommen 
worden. 

Wir  bilden  die  Determinante 

(■■)  ''  =  i«mi-  (s:=:;1:::;;::;) 

*)  Siehe  meine  Arbeit  in  Borchardts  Journal,  Bd.  66,  S.  126—130'). 

.1)  Abh.  VI,  8.  164—168,  Band  1  diosor  Ausgabe.    B.  F. 


4  ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

Da 

so  ergiebt  sich 

(2.)  P*  -   l«„;.|l  ".._,-„,  v-.-J. 

Vollführen  wir  die  Multiplication  der  beiden  Determinanten  rechterhand,  so 
erhalten  wir  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (C.)  eine  Determinante 
mit    v'    Elementen,    deren    Diagonalglieder,    abgesehen    von    einem    constanten 

Factor,  den  Werth  e  '  annehmen,  während  die  übrigen  verschwinden. 
Demnach  ergiebt  sich 

(D.)  p  =  Ce     ^ 

wo  C  eine  von  Null  verschiedene  Constante  bedeutet. 
Aus  Gleichung  (D.)  folgt 

I.  Die  Determinante  P  ist  nicht  identisch  Xull. 
Sei 

(3-)  ?o«o +?."■  + ■••  +  ?.-,«.-,  =  0 

eine  Gleichung,  welche  für  jede  beliebige  Combination  y,,  «/,,...,  j/„  bestehe, 
so  ist  demgemäss  auch 

(*•)  ?0  «/0+'-?.«il+---  +  ?v-,  "/,,-,     =     0-  (l  =  0,l,...,V-l) 

Da  aber  die  Determinante  P  dieser  Gleichungen  mit  den  Unbekannten 
cp^,  'fj,  ...,  cp^j  nach  Satz  I.  von  Xull  verschieden  ist,  so  muss 

?o  =  ?i  =  •••  =  ?,-i  =  0 
sein,  d.  h. 

II.  Zwischen  u^,  u^,  ...,  u_^  kann  nicht  eine  für  jede  Combination 
y^  Vt^  ■■■■>  y„  gültige  lineare  homogene  Relation  bestehen. 

DifFerentiiren  wir  u^  und  ersetzen  die  Ableitungen  von  j/^,  «z^,  ...,  y^,  deren 
Ordnung  2«  oder  gi-össer  als  2«,  durch  ihre  aus  der  Gleichung  (A.)  sich  er- 
gebenden Ausdiücke  in  den  Ableitungen  niedrigerer  Ordnung,  so  erhalten  wir 

'"8]  (E-)  -^   =  ?io"o  +  »i,«.  + •••  +  ?*,.-.«»-.,     (1  =  0,1,2, ...,v-\) 

worin  cp^  rationale  Functionen  von  .r  bedeuten. 
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Aus  diesem  Systeme  von  Gleichungen  ergiebt  sich,  dass  auch  die  höheren 
Ableitungen  von  ?<^  lineare  homogene  Functionen  von  «„,«,,-••,  ^v-i  sind.  Es 
sei  insbesondere 

(F.)  -^  =  «j-jo  «0  +  l'*,  «1  +  •••  +  <}'*.  v-,  «,-, , 

wo  <]>y  rationale  Functionen  von  x  sind,  so  bleiben  diese  Gleichungen  be- 
stehen, wenn  wir  in  denselben  u^  durch  u^^  und  u^  dm-ch  u^^  ersetzen.  Be- 
zeichnen wir  die  Hauptdeterminante  der  Functionen  *<oo' ^'lo' ^'20' •••' ^v-i  o  ^^ 
ö,  so  ist  nach  den  Gleichungen  (1.)  und  (F.) 

iß)  \)  ^  QF, 

wenn  wir  die  Determinante 

setzen.     Aus  Gleichung  (D.)  folgt  daher: 

III.  Die  Determinante  %  ist  dann  und  nur  dann  Null,  wenn 
die  Determinante   Q  verschwindet. 


In  den  Gleichungen  (F.)  mögen  dem  k  die  Werthe  1,  2,  ...,  v  beigelegt 
werden.  Aus  dem  entstehenden  System  von  v  Gleichungen  eliminiren  wir 
«^,  M^,  ...,  2<^_^,  so  ergiebt  sich,  wenn  wir  u  statt  m„  setzen,  als  Resultat  der 
Elimination 

wo    Pj,  ...,  P,    rationale    Functionen    von    x    bedeuten.       Diese    Differential- 
gleichung wird  durch  die  v  Functionen  u^^,u^^^  ...,  w^_,  „  befriedigt. 

Ist  die  Determinante  Q  identisch  Null,  so  können  aus  den  v  Gleichungen, 
welche  aus  (F.)  für  ä;  =  0,  1,  . ..,  v— 1  zu  bilden  sind,  m^,  m^,  ...,  m,_j  eliminirt 
werden.  Wir  erhalten  alsdann  als  Resultat  der  Elimination  eine  Diffe- 
rentialgleichung für  u  niedrigerer  als  v*"  Ordnung,  welcher  die  Functionen 
^'oo'  "10'  •■•'  ^v-i  0  genügen  müssen.  Ist  aber  Q  von  Null  verschieden,  so  ergiebt 
sich  aus  Satz  III.  vor.  No. ,  dass  die  Differentialgleichung,  welcher  diese  Func- 
tionen genügen,  nicht  niedriger  als  v'"  Ordnung  sein  könne.     Denn  da  &  von 
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Null  verschieden  ist,  so  ist  das  Bestehen  einer  linearen  homogenen  Relation 
1119]  mit  Constanten  Coefficienten  zwischen  u^,  u^^,  ...,  u^_^  ^  ausgeschlossen*), 
eine  solche  Relation  würde  aber  aus  der  Annahme,  dass  diese  Functionen 
einer  Differentialgleichung  niedrigerer  als  v**'  Ordnung  genügten,  hervorgehen 
müssen.     Wir  haben  also  das  Resultat: 

I.     Die  Functionen  u.u,....,u   ,„   genügen    einer    linearen    ho- 

00"        lO'  '        *— 1,  0      C  O 

mogenen  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten.  Die- 
selbe wird  erhalten,  wenn  wir  in  (F.)  successive  ä;=0,1,2,...  setzen 
und  aus  den  entstehenden  Gleichungen  u^,  u^,  ...,  u^_^  eliminiren. 
Ist  Q  nicht  identisch  Null,  so  wird  die  Differentialgleichung  genau 
V*"  Ordnung  [Gleichung  (H.)],  und  es  sind  u^,  u^^,  ...,  u^_^  ^  ein  Funda- 
mentalsystem derselben.  Ist  aber  Q  identisch  Null,  so  wird  die 
Differentialgleichung,  welcher  «„„i  m^^»  •••,  "v-i  0  gleichzeitig  genügen, 
niedriger  als  v'"  Ordnung. 


Es  werde  vorausgesetzt,  dass   Q  nicht  identisch  verschwindet. 
Alsdann     folgt     durch    Auflösung     der    Gleichungen    (F.)     (welche     für 
fc  =  0,l,  ...,v  — 1   entstehen),  für  die  Unbekannten  u^ 

(J-)  ^i  =  Xxc  «'0  +  ya>  «ö  +  •  •  •  +  Zi, »-  <~" , 

wo  -T-jf-  ^  M*  gesetzt  worden,  und  wo  )Qj  rationale  Functionen  von  x  bedeuten. 
Die  Gleichungen  (J.)  bleiben  bestehen,  wenn  wir  u^  durch  ?/jj  und  ?/* 
durch  M*  ersetzen.  Machen  wir  diese  Substitution  für/=0,l,...,v— 1,  mul- 
tipliciren  die  Gleichungen  successive  mit  den  Constanten  y^,  y^,  ■■■,  y,_^  und 
setzen 

(2-)  m'a  =  YoKn  +  y,  «<u  +  •  •  •  +  n-  "v-,,j , 

wo  u^■^  mit  M^  übereinstimmt,  so  folgt 


*)  Vergl.  meine  Arbeit  in  Borchardts  Journal,  Bd.  66,  S.  126—130'). 


I)  Abb.  VI,  S.  164—168,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
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WO  wiederum 

gesetzt  ist. 

Wir  bilden  nunmehr  den  Ausdruck 

(4.)  E  =  'Ea^^n^y-t-x, 

0 

WO  das  Vorzeichen  des  Gliedes  'WJ^w^_^_^  mit  dem  Vorzeichen  des  Gliedes  [1120 
"i^v-i-j  ^^^  ™  Gleichung  (C.)  auftretenden  Summe  übereinstimmen  soll.  Aus 
Gleichung  (2.)  folgt,  dass  E  die  Gestalt 

(5.)  E  =  s„,^„,y„y,  (;=o;;::::;::;) 

annimmt.     Die  Coefficienten  A  .  haben  die  Form 

(6-)  ^a^    =    S  ±  »ai  V  v-.-i  +  2  ±  V  '*«■  --'-i^- 

Mit  Rücksicht  auf  die  im  Anfange  von  No.  2.  fixirte  Bedeutung  der 
Functionen  ?<^  folgern  wir  aus  Gleichung  (C),  dass  die  Summen  rechterhand 
in  Gleichung  (6.)  verschwinden,  wenn  nicht  /3  =  v—  1  —  a.  Ist  aber  ß  =  v—i  —a 
so  werden  diese  Summen  einander  gleich  und  bis  auf  einen  nicht  ver- 
schwindenden Constanten  Factor  gleich  e     *'     .     Hieraus  ergiebt  sich 

(K.)  E  =  Ve-^^^^, 

wo  r  eine  Constante  bedeutet. 

Substituiren  wir  für  die  w^  in  E  Gleichung  (4.)  ihre  Ausdrücke  durch 
die  Gleichung  (3.),  so  erhalten  wir 

(7.)         •  E  =  ^^f,P^^w^'^uf^\ 

wo  P  rationale  Functionen  von  x  bedeuten.  Aus  Gleichung  (K.)  ergiebt 
sich  daher  der  Satz : 

I.    Setzen  wir  in  der  quadratischen  Form 

für  u  ein  willkürliches  Integral  der  Gleichung  (H.),  so  wird  das 
Resultat    gleich    e       '        multiplicirt    mit    einer    Constanten.      Der 
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Werth    dieser  Constanten    ist    von    den    Anfangswerthen    des    Inte- 
grals u  abhängig. 

Substituiren  wir  in  Gleichung  (H.) 

(8.)  u  =  e    '■^^'     t, 

so  haben  wir 

(9.)  M*  -  e'^^P''^[B,J  +  B^,t'  +  ...  +  J5««*] 

zu  setzen,  wo  i*  =  -yA    und    wo    JBjy    rationale    Functionen    von    x    bedeuten.       i 
Die  Gleichung  (H.)  transformirt  sich  in 

wo  JSp  12,,  ...,  i?^  rationale  Functionen  von  x  bedeuten. 
Die  quadratische  Form  Z  wird 

(10.)  Z  =  e'-^^'^Z', 

wo 

("■)  z' =  s.,,ii./->'«,        C=°o: !:;:::::;) 

R  ,  rationale  Functionen  von  x. 
ii2i]  Aus  Satz  I.   ergiebt  sich 
II.    Setzen  wir  in 

(L'.)  Z'  =    Sa,*-Ra^<'"^^\ 

für  t  ein  willkürliches  Integral  der  Gleichung  (H'.),  so  wird  dieser 
Ausdruck  einer  Constanten  gleich.     Der  Werth   dieser  Constanten 
ist  von  den  Anfangswerthen  des  Integrals  t  abhängig. 
Übrigens  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (8.),  dass 

(12.)  i?.  =  -ivp.+  -P,. 

Andererseits  ist*)  nach  Gleichung  (G.) 

dlogP      fZlogQ 


(13.) 


dx  dx 


*)  Siehe  meine  Arbeit  in  Borch.vrdts  Journal,  Bd.  66,  S.  128 '). 


1)  Abh.  VI,  S.  166,  Band  I  dieser  Ausgabe.    B.  F. 
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also  nach  Gleichung  (D.) 

(.4.)  P.=.^.,._i^, 

folglich  ergiebt  sich  aus  (12.) 

(15-)  R.- ^— 

5. 
Aus  Gleichung  (L.)  folgt  durch  Diflferentiation 

('•)  S^  =  #-'■■+ ^. 

wo  R  eine  ganze  homogene  Function  zweiten  Grades  von  t,  t',  . . .,  t^"'^'  mit 
rationalen  Coefficienten  bedeutet.  Setzen  wir  für  t'"  seinen  aus  Gleichung 
(H'.)  sich  ergebenden  Werth 

(2.)  <<■"  =  -B,r-"-R,r-" Rj, 

so  ist  nach  Satz  II.  voriger  Nummer 

(3.)  0  ^  --^i^[Rj--  +  Rj--  +  ...  +  Rj]  +  B. 

Diese  Gleichung  ist  eine  identische.  Denn  t  bedeutet  in  (2.)  ein  beliebiges 
Integral  der  Gleichung  (H'.),  dessen  Anfangswerthe  für  einen  beliebigen  Werth 
X  ^  x„,  t  =  t,  t'  =^  t' ,  .  .  .,  r~"  ^  t^'~"  willkürlich  wählbar,  zwischen  welchen 
also  eine  llelatiou  nicht  stattfinden  kann. 

Subtrahiren  wir  (3.)  von  (1.),   so  ergiebt  sich  demnach,    dass  iden-  [1122 
tisch  für  jede  beliebige  Function  t 

(M.)  ^  =  ^[t-^RX-'^^...  +  Rj]. 

Nach  Satz  II.  voriger  Nummer  wird  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  identisch 
Null,  wenn  für  t  irgend  ein  Integral  der  Gleichung  (H'.)  substituirt  wird. 
Setzen  wir  demnach 

(N.)  -^  =  M=SX-"  +  Sj"-^>  +  -  +  S,.J, 

wo  Ä^,  (Sfj,  . . .,  Ä^j  rationale  Functionen  von  x,  so  ergiebt  sich  der  Satz 

FuoUs,  inutliein.  Werke.    III.  2 
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I.  Bedeutet  t  irgend  ein  Integral  der  Gleichung  (H'.),  so  ist 
M  ein  Multiplicator  dieser  Gleichung,  oder  was  dasselbe  besagt, 
es  ist  M  ein  Integral  der  zu  (H'.)  adjungirten*)  Differential- 
gleichung. 

Bilden  wir  die  successiven  Ableitungen  von  M,  indem  wir  die  Ableitungen 
von  t,  deren  Ordnung  gleich  oder  grösser  als  v,  vermittelst  der  Gleichung  (H'.) 
auf  die  Ableitungen  niedrigerer  Ordnung  reduciren,  so  ergiebt  sich 

(4.)  ^^  =  «*„<  +  «*.<'+  -  +  «*.v_.<"-". 

Setzen  wir  hierin  Ä' =  0,  1,  . . .,  v  — 1  und  bezeichnen  ein  Fundamentalsystem 
von  Integralen  der  Gleichung  (H'.)  mit  t^,  t^,  ...,  t^,  die  nach  Gleichung  (N.) 
zugehörigen  Werthe  von  M  bez.  mit  M^,  M^,  . . .,  M^,  so  wie  die  Haupt- 
determinanten von  t^,t^,...,f^  und  von  3/,  M,,  ...,  3f  bez.  mit  T  und  M,  so 
ist  den  Gleichungen  (4.)  gemäss 

(6.)  M  =  I««|T. 

Der  zweite  Factor  auf  der  rechten  Seite  ist  von  Null  verschieden,  weil 
ii,tti'--iK  ein  Fundamentalsystem  bilden**),  folglich  ist  die  Hauptdetermi- 
nante M  der  Functionen  M^,  M^,  ...,  M^  gleichzeitig  mit  |flj,|  Null  oder  von 
Null  verschieden.  Ist  aber  M  von  Null  verschieden,  so  ist  M_,  3/^,  . . .,  3/ 
ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  zu  (H'.)  adjungirten  Differential- 
gleichung***).    Wir  erhalten  also  den  Satz: 

II.  Die  V  Functionen  3/^  3f^,  . . .,  3/ ,  welche  aus  Gleichung  (N.) 
hervorgehen,  wenn  t  durch  die  Elemente  eines  Fundamental- 
systems t^,  t^,  . ..,  t^,  von  Integralen  der  Gleichung  (H'.)  ersetzt  wird, 
1123]  bilden  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  zu  (H'.) 
adjungirten  Differentialgleichung  oder  sie  bilden  ein  solches 
nicht,  je  nachdem  ja^^l  von  Null  verschieden,  oder  gleich  Null. 


*)  Diese  Bezeichnung  in  dem  Sinne  genommen,  welchen  ich  derselben  in  meiner  Arbeit  Bokchardts 
Joui'ual,  Bd.  76,  S.  183  beigelegt  habe '). 

**)  Siehe  meine  Arbeit  in  Borchardts  Journal,  Bd.  66,  S.  126-130'). 
***)  Siehe  ebendaselbst. 


1)  Abb.  XVI,  S.  421,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
>)  Abb.  VI,  S.  164—168,  Band  I  dieser  Ausgabe.     R.  F. 
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Ist  |a^|  nicht  Null,  so  können  wir  aus  den  Gleichungen  (4.)  (wenn  da- 
selbst Ä:  =  0,  1,  ...,  v  —  1  gesetzt  wird)  t,  t\  ...,  f~"  als  lineare  homogene 
Functionen  von  M,  M\  .  .  .,  3i"~"  mit  rationalen  Coefficienten  bestimmen, 
wenn  M' '  =  -^^^  gesetzt  wird.  Da  nun  jedes  Integral  t  der  Gleichung  (H'.) 
ein  Multiplicator  der  zu  (H'.)  adjungirten  Differentialgleichung  ist,  so  erhalten 
wir  als  Correllat  zum  Satze  II  den  Satz 

III.  Ist  1«^!  von  Null  verschieden,  so  sind  auch  die  Multipli- 
catoren  der  v.u  (H'.)  adjungirten  Differentialgleichung  lineare 
homogene  Functionen  mit  rationalen  Coefficienten  der  Integrale 
M  dieser  Differentialgleichung  und  ihrer  Ableitungen. 


Es  sei  T^,  -^,  ...,  T_,  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung 
(H'.)  von  der  Beschaffenheit,  dass  das  Element  x^  zu  M^^  adjungirt  ist*),  so 
haben  wir  die  Gleichungen 

(1-)  ili^iM*'  =  0,  {k  =  0,l,...,v-2) 

1 

(2.)  SiT^itf'"-"   =   -1**). 

Wir  substituiren  in  diese  Gleichungen  die  Ausdrücke  (4.)  voriger  Nummer, 
indem  wir  daselbst  successive  t  ^  t^,  t  =  t^,  .  .  . ,  t  =  t^  setzen.  Ist  | a^^ \  von 
Null  verschieden,  so  können  wir  A^,  A^,  ...,  ?.^_^  so  bestimmen,  dass 

(3-)  S»A,„a,„,   =  0,  (l=\,2,...,v-l) 

0 
r— l 
(4-)  S™^M«mo    =     1- 

Multipliciren  wir  dann  die  Gleichungen  (1.)  successive  mit  A^,  A^,  ...,  A__j,  die 
Gleichung  (2.)  mit  l^,_^  und  addiren  sämmtliche  Gleichungen,  so  folgt 

V 


♦)  In   dem  Sinne,    welchen  ich   dieser  Bezeichnung-  in  meiner  Arbeit  Bokcuakdts  Journal,  Bd.  76, 
S.  183  beigelegt  habe'). 

**)  Siehe  die  Arbeit  des  Herrn  Frobenius,  Borch.uidts  Journal,  Bd.  77,  S.  2-li). 


1)  Abb.  XVI,  S.  421  —  122,  Band  I  dieser  Ausgaho.     R.  F. 
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WO  A^_j  eine  rationale  Function   von  x.     Die  linke  Seite    der  Gleichung 

(O.)    ist    eine    quadratische    Form    von    t^^t^^...^t^    mit    constanten 

Coefficienten. 

1124]  Würden    wir    in    den    Gleichungen   (3.)   successive    Z  =:  1,  2,  . . .,  v  — 1    aus- 

schliessen   und    die  ausgeschlossene  Zahl   in    der  Gleichung  (4.)    an  Stelle  des 

zweiten  Index  wählen,  so  erhielten  wir  durch  einen  ähnlichen  Process 


(0.) 
(0,.) 

(0....) 


1 

ST      /"" 
m    m    m 


^►-1,1» 


Sm'^mC  —    K 


wo    A       ,  A       ,  . . . ,  A         .    sämmtlich    rationale    Functionen    von    x    bedeuten. 

»■—1,1'       1—1,2"  '       V— i,v— 1 

Diese  Gleichungen  können  übrigens  auch  direct  aus  Gleichung  (O.)  gefolgert 
werden. 

Zu  diesen  Relationen  fügen  wir  eine  andere  hinzu.    "Wenn  wir  die  linke 
Seite  der  Gleichung 

i/'i  y'i 


(5.) 


=  0 


nach  Producten  von  Partialdeterminanten  «'"  Ordnung  ordnen,  so  erhalten 
wir  zwischen  den  Elementen  des  Fundamentalsystems  «<oo»  "id  •••>",_,  0  ^''^^ 
Integralen  der  Gleichung  (H.)  die  homogene  Gleichung  zweiten  Grades 


(P-) 


S*  ±  WloMv—i,o    =    0. 


WO  die  Vorzeichen  auf  bekannte  Weise  zu  bestimmen  sind. 
Setzen  wir  gemäss  Gleichung  (8.)  No.  4 


(6.) 
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SO  verwandelt  sich  (P.)  in 

1 

7. 
Nach  Gleichung  (M.)  hat  die  Function  Z'  die  folgende  Eigen- 
schaft: Sie  nimmt  einen  constanten  Werth  an  für  solche  Func- 
tionen t  und  nur  für  solche,  welche  entweder  einer  linearen  [1125 
homogenen  Differentialgleichung  (H'.)  v*"  Ordnung  oder  einer 
solchen  Differentialgleichung, 

(1.)  M  =  0 

(v  — 1)'"  Ordnung  Genüge  leisten.  Wir  wollen  zum  Beschluss  dieser 
Notiz  die  Gestalt  einer  Function  Z',  welcher  diese  Eigenschaften  zukommen^ 
etwas  näher  charakterisiren. 

Nach  Gleichung  (N.)  können  wir  setzen 

(2.)  Z'=-^^M'+Z[, 

wo  Zj    eine    homogene  Function    zweiten  Grades    von   i,  i',  . . .,  T"''    mit   ratio- 
nalen Coefficienten  bedeutet. 
Sei 

(3.)  ^^    -   5^,-.,  t       +M, 

wo  R'  eine  homogene  ganze  Function  von  t,t',  ...,t""". 

Aus  der  oben  angegebenen  Beschaffenheit  von  Z'  und  aus  Gleiclmng  (2.) 
ergiebt  sich,  dass  Z'  einen  constanten  Werth  erhalten  muss,  wenn  für  t  ein 
Integi-al  der  Gleichung  (1.)  gesetzt  wird.     Demnach  folgt  aus  Gleichung  (3.): 


(4.)  «--aP-(|^'^-''  +  -  +  %-')  +  ^' 


Ist  S^  von  Null  verschieden,  so  ist  diese  Gleichung  wieder  eine  identische. 
Denn  t  ist  ein  willkürliches  Integral  der  Gleichung  (l.),  es  können  daher  die 
Anfangswerthe  von  t,  t',  . .  .,t^'""  willkürlich  gewählt  werden,  demnach  kann 
zwischen  diesen  Grössen  eine  Relation  nicht  stattfinden.  Subtrahiren  wir 
Gleichung  (4.)  von  Gleichung  (3.),    so    ergiebt  sich  die  für  jede  beliebige 
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Function  t  bestehende  Gleichung 


dx 


az; 


•+-+4^< 


^  =  M,  =  T„r->  +  ^.«"-"  +  ...  +  ^.._,^ 


(M'.) 

Setzen  wir 
(N'.) 

so  folgt: 

Ist  ^  irgend  ein  Integral  der  Gleichung  (1.),  so  ist  M^  ein 
Multiplicator  dieser  Gleichung,  und  die  Function  Tj\  hat  fol- 
gende Eigenschaft:  Sie  nimmt  einen  constanten  Werth  für  solche 
Functionen  t  an  und  nur  für  solche,  welche  entweder  der  Glei- 
chung (1.)  oder  der  Gleichung 

(5.)  il/.  =  0 

Genüge  leisten. 

II26]  Nach  Gleichung  (N'.)  können  wir  setzen 


(6.) 


z;  = 


^jrJJ/f  +  z;, 


wo  Z',  eine  homogene  ganze  Function  zweiten  Grades  von  ^,f,  ...,<"""  be- 
deutet. Indem  wir  an  Z^  die  obigen  Schlüsse  wiederholen  und  so  fortfahren, 
gelangen  wir  schliesslich  zu  folgendem  Resultate: 

Die  quadratische  Form  Z'  lässt  sich  im  Allgemeinen   auf  die  fol- 
gende Gestalt  bringen 

1 


(Q-) 


^3«  ^^,  ^3., 


+ 


2  a., 


J^-.. 


Hierin  sind  3f ,  M^^  ...,  M^_^  lineare  homogene  Functionen  einer 
Variablen  t  und  ihrer  Ableitungen  nach  x  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten,  und  zwar  ist  M^  von  i,  i',  ...,  <""'"*'  abhängig.  Es  ist  ferner 
M      ein  Multiplicator  der  Differentialgleichung 


(R.) 


M,  =  0, 


wenn  in  M^.^^  für  t  ein  Integral  dieser  Gleichung  gesetzt  wird. 
Die  Grössen  a^,  a^,  . . .,  a^._j  sind  rationale  Functionen  von  .r,  nämlich 
a,   der  Coefficient  von  i"'"'"*'  im  Ausdruck  von  M^.     Endlich  ist 


-M,_j    =     3,_s 


t'-^t\. 
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Die  Form  (Q.)  setzt  voraus,  dass  die  successiv  zu  bildenden  Ausdrücke 
3/^,  M^,  ...,  M^_^  die  Ableitung  höchster  Ordnung  von  t,  welche  sie  noch  ent- 
halten können,  auch  wirklich  enthalten,  dass  also  keine  der  Grössen 
Oj,,  Oj,  . . .,  a,_i  verschwindet.  Wenn  diese  Voraussetzung  nicht  erfüllt  ist,  so 
nimmt  Z'  andere  specielle  Formen  an. 


Bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der  Gleichung  (H'.)  mit  H{t)  und  [1273 
bedeute  M{t)  den  durch  Gleichung  (N.)  gegebenen  Ausdruck,  alsdann  ist 
nach  Gleichung  (M.) 

(1.)  mt)s{t)  =  ^-. 

Sei  II'{t)  der  zu  H{t)  adjungirte  DifFerentialausdruck ,  so  ist*) 

(2.)  vE{t)-tH'{v)  =  -^H{f,v), 

wo  t,v  beliebige  Functionen  von  x,  und  wo  H(t,v)  einen  in  t,v  und  ihren 
Ableitungen  bis  zur  (v  — 1)"°  Ordnung  linearen  und  homogenen  Ausdruck  be- 
deutet. 

Setzen  wir 

V  =  31{t), 

so  ergiebt  sich 

(3.)  M{t)  U{t)  -  iE' (Mit))  =  -^  H(t,  Mit)). 

Diese  Gleichung  ist  nach  Gleichung  (1.)  gleichbedeutend  mit 

(4-)  41"  ~  ^^' W^))  =  i~  ^^(^  ^^(^))' 

demnach  muss  auch  für  jede  Function  t  der  Ausdruck 

tH'i3Iit)) 
ein  vollständiger  Differentialquotient  sein. 


*)  Jacobi,  Grelles  Journal,  Bd.  32,  S.  189 »). 


I)  Oeiammelte  Werte,  Bd.  n,  S.  127—129.    B.  F. 
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Ist  aber  f{u)  ein  DifFerentialausdruck  von  der  Eigenschaft,  dass  tif{u) 
für  jede  Function  u  der  vollständige  Differentialquotient  einer  in  u  und  seinen 
1274]  Ableitungen  linearen  und  homogenen  Functionen  n(2<),  und  ist  f\u)  der 
zu  f{u)  adjungirte  Differentialausdruck,  so  ist  identisch 

f{u)  =   -f{li) 

und  umgekehrt*).  Da  nun  der  zu  IT  {Mit))  adjungirte  Differentialausdruck 
dem  Ausdrucke  M'(H(t))  gleich  wird,  wenn  wir  mit  M'{t)  den  zu  M{t)  ad- 
jungirten  Ausdruck  bezeichnen**),  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (4.),  dass 
identisch  für  jede  Function  t 

(1.)  H'(M(t))  =  -M'iHit)). 

Ist  umgekehrt  diese  Gleichung  identisch  erfüllt,  so  ist  tH'{M't)  ein 
vollständiger  Differentialquotient  und  demgemäss  auch  nach  Gleichung  (3.) 
M{t)H{t,)  ein  vollständiger  Differentialquotient. 

9. 

Wir  gehen  nunmehr  zur  Untersuchung  des  Falles  über,  in  welchem  die 
Gleichung  (H'.)  reductibel  wird***).  Zuvor  aber  wollen  wir  einige  auf  all- 
gemeine lineare  Differentialgleichungen  bezügliche  Sätze  aufstellen,  von  welchen 
wir  Gebrauch  machen  werden. 

Sei  eine  lineare,  homogene  Differentialgleichung 

(1.)  ^+'-.^  +  -  +  '„2/  =  ^(2/)  =  0 

mit   rationalen   Coefficienten   vorgelegt,   so    genügt  jeder   Ausdruck   der  Form 
(2.)  IV  =  Ay  +  ^..'/+---  +  ^„_.y"'-'  =  F{y), 

in  welchem  y  ein  Integral  von  (1.),  A^,  A^,  ...,  A^_^  rationale  Functionen  von 
X  und  die  oberen  Accente  Ableitungen  bedeuten,  ebenfalls  einer  linearen 
Differentialgleichung  höchstens   ??i'"  Ordnung.     Differentiiren    wir   nämlich  die 


*)  Vergl.   den  vor  Kurzem   erschienenen   II.  Theil  der   »Le^ons  snr  la  th^orie  des  surfacesc   von 
Herrn  Darroux,  S.  III. 

**)  Siehe  Frobenius,  Bokchardts  Journal,  Bd.  85,  S.  189. 

***)  Über  die  Begriffe  der  Irreductibilität  und  Reductibilität  siehe  Frobenius,  Borch.uidts  Journal, 
Bd.  76,  S.  236. 
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Gleichung  (2.)  und  ersetzen  die  Ableitungen  von  y  höherer  als  w'"  Ordnung 
mit  Hülfe  der  Gleichung  (I.)  durch  die  Ableitungen  niedrigerer  Ordnung,  so 
ergiebt  sich,  dass  jede  Ableitung  von  w  eine  lineare  homogene  Function 
von  y,  y',  . . .,  y^'^~"  mit  rationalen  Coefficienten  ist.  Durch  Elimination  von. 
y,  y',  ...,  2/""""  aus  den  Ausdrücken  für  w,  iv',  ...,  w'""  ergiebt  sich  die  bezeich- 
nete Differentialgleichung  für  w.  Alle  diese  Differentialgleichungen  wollen  [1275 
wir  mit  Riemann*)  als  mit  (1.)  zu  derselben  Klasse  gehörig  bezeichnen. 
Seien  A^,  A^,  ...,  A^^^_^  willkürlich  gewählte  rationale  Functionen  und  be- 
zeichnen y,,  y^,  ■  ■  ■■,  y,n  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung 
(1.),  so  ist  eine  Relation  der  Form 

(3-)  y^  i'iyJ  +  7.  F(!'.)  +  ■■■  +  r,u  P{yJ  =  0, 

wo  y, !  y,)  •••>}',„  Constanten  bedeuten,  nicht  möglich.     Setzen  wir  nämlich 

(4.)  y,  2/1  +  ?.,  ?/,  +  ■■■  +  y,n  y,n  =  "0  . 

so  ist  Gleichung  (3.)  gleichbedeutend  mit 

(5.)  A^  +  ^.V+---  +  ^»-,V'"""  =  0. 

Es  ist  Yj  ein  Integral  der  Gleichung  (1.),  welches  der  Voraussetzung  nach 
nicht  identisch  verschwinden  kann.  Da  aber  Gleichung  (1.)  nicht  mit  der 
willkürlichen  Differentialgleichung 

d"'-'y  .    dy        , 

A,„-.^  +  -  +  Aj^  +  Ay=.0 

ein  Integral  gemeinschaftlich  haben  kann,  so  kann  die  Gleichung  (5.),  folglich 
auch  die  Gleichung  (3.)  nicht  bestehen. 

Aus  Gleichung  (2.)  ergiebt  sich  durch  Differentiation 

(6.)  w""  ^  A,,y  +  A,^y'+---  +  A,,„_,y'"'-".       (fc  =  0,  l,  ...,m-l) 

Die  Hauptdeterminante  der  Functionen  y^,  y^,  ■■•■,y,„   sei  A  und    diejenige  der 
Functionen  w,  =  P{y,),  w^  =  Pi!/J,  ■  ■  ■,  w„,  =  -P(2/„)  sei  d,  so  folgt  aus 

(7.)  d   =    |A;|A,  (/.•,?  =  0,1,... ,,«-!) 

dass  die  Determinante  \A^^\  nicht  verschwinden  kann,  weil  sowohl  A  als  auch 
*)  Gesammelte  Werke,  Naclilass,  S.  358  '). 


1)  Zweite  Anflage  (1892),  S.  380.     B.  F. 
i-'ucliß,  inuthom.  Werke,     ni. 
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d  von  Null  verschieden  sind.  Man  kann  also  aus  den  Gleichungen  (6.)  y, 
folglich  auch  die  Integrale  aller  zu  derselben  Klasse  gehörigen  Differential- 
gleichungen, als  lineare  homogene  Functionen  von  w,  w',  . ..,  w""~"  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  darstellen.     Wir  erhalten  also  den  Satz: 

I.  Sind  A,A,...,A  willkürlich  gewählte  rationale  Func- 
tionen,  so  ist  die  Differentialgleichung,  welcher  w  genügt,  nicht 
niedrigerer  als  w'"  Ordnung,  und  man  kann  umgekehrt  ^,  also 
jedes  Integral  einer  der  Klasse  zugehörigen  Differentialgleichung 
als  lineare  homogene  Function  von  w,  w',  ...,  «;""""  mit  rationalen 
Coefficienten  darstellen. 

1276]  Durch  diesen  Satz  ist  die  bevorzugte  Stellung  der  Gleichung  (1.)  be- 
seitigt, es  kann  an  deren  Stelle  jede  Gleichung  derselben  Klasse,  von  der 
^ten  Ordnung,  treten. 

II.  Ist  eine  Differentialgleichung  der  Klasse  reductibel,  so 
giebt  es  unter  den  Differentialgleichungen  derselben  Klasse 
auch  solche,  deren  Ordnung  kleiner  ist  als  m.  Die  Differential- 
gleichungen derselben  Klasse  sind  sämmtlich  reductibel. 

Ist  nämlich  Gleichung  (1.)  reductibel,  so  existirt  ein  Differentialausdruck 
Q{y)  der  Ordnung  ft  < /»,  von  der  Beschaffenheit,  dass 

(8.)  B(y)  =  S{Q(y)), 

wenn  mit  S{y)  ein  Differentialausdruck  der  (;«— ^)'*°  Ordnung  bezeichnet  wii-d*). 
Ist  w  ein  Integi'al  einer  Differentialgleichung  der  Klasse,  deren  Ordnung 
nicht  kleiner  als  m,  so  folgt  aus  dem  Obigen,  dass  y  und  seine  sämratUchen 
Ableitungen  als  lineare  homogene  Functionen  von  iv ,  w\  . . . ,  w^"'"  darstellbar 
sind.     Wir  haben  demnach 

(9.)  V  =  Q{y)  =  B,tv  +  By  +  ---  +  B„_y-"  =  <?,(tf), 

wo  B^,  B^,  ...,  -B^_,  rationale  Functionen  von  .;;  bedeuten. 

Da  der  Voraussetzung  nach  Q{y)  für  Integrale  der  Gleichung  (1.)  ver- 
schwinden soll,  so  hat  die  Differentialgleichung  für  w  mit  einer  Gleichung 

Q,{w)  =  0 
niedrigerer    als    wj*"  Ordnung   Integi'ale    gemeinschaftlich,    ist    also    reductibel. 


*)  Siehe  Fbobenivs,  Borchaedts  Journal,  Bd.  76,  S.  258. 
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Andererseits  ist  die  Differentialgleichung  für  v  derselben  Klasse  angehörig, 
und  es  ist  die  Ordnung  derselben  nach  Gleichung  (8.)  die  (/«  — ji)'*.  Aus  dem 
Satze  II.  folgt  als  Corollar: 

III.  Ist  eine  Differentialgleichung  der  Klasse  irreductibel, 
so  sind  alle  Differentialgleichungen  derselben  Klasse  irreduc- 
tibel, und  es  giebt  unter  ihnen  keine  von  niedrigerer  Ordnung 
als  von  der  ??«'"". 

10. 

Die  Coefficienteu  <S^,  S^,  ...,  S^_^  in  dem  Multiplicator 
(N.)  M{i)  =  Sj  +  S,t'+---  +  S,_,  <"-" 

des  Ausdruckes  H(t)  genügen  einem  gewissen  Systeme  (S)  linearer  homogener 
Gleichungen  mit  rationalen  Coefficienteu,  welche  nach  No.  8  erhalten  [1277 
werden,  wenn  wir  in  Gleichung  (M.)  die  Coefticienten  der  Ableitungen  gleich 
hoher  Ordnung  von  t  auf  beiden  Seiten  einander  gleichsetzen.  Der  Voraus- 
setzung nach  lässt  dieses  System  rationale  Lösungen  für  S^,  8^,  . . .,  S^,_^  zu. 
Lässt  das  System  (2)  zwei  rationale  Lösungen  S^,  S^,  . . .,  S^_^; 
S'^,  S[,  . . .,  Sl_^  von  solcher  Beschaffenheit  zu,  dass  zwischen  den 
Functionen  M(t)  und  M^(t),  welche  den  Gleichungen 

■    (1.)  M{t)  =  sj  +  sj'+--'  +  s„_,  r-" , 

(2.)  M,(t)  =  sit  +  s'j'+---  +  s;,_,  <"-" 

entsprechen,  nicht  eine  Gleichung 

(3.)  iH,(0  =  yM{f), 

wo  y  von  X  unabhängig,  identisch  besteht,  so  ist  die  Gleichung 
(H'.)  reductibel. 

Es  sei  nämlich  i  =  |  eine  Lösung  der  Gleichung  (H'.),  so  ist  nach  dem 
Satze  I.  in  No.  5  [vergl.  die  Gleichung  (M.)]  sowohl  lf(|)  als  auch  MJ|) 
ein  Integral  der  zu  (H'.)  adjungirten  Differentialgleichung 

(4.)  U'{t)  =  0. 

Die  Differentialgleichungen,  welchen  M{^),  3f  (S)  genügen,  sind  mit  der  Glei- 
chung (H'.)  von  derselben  Klasse.    Ist  (H'.)  irreductibel,  so  sind,  nach  Satz  III. 

3* 
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voriger  Nummer,  auch  die  ersteren  Gleichungen  irreductibel,  und  es  ist 

(8-)  0  =  T„r.  +  T.r;+...  +  T,._,rr", 

wenn 

(6.)  r;  =  M{%r^ 

gesetzt  und  mit  T^,  T  ,  ...,  T^  rationale  Functionen  von  x  bezeichnet  werden. 
—  Demnach  ist  auch 

(7-)  -Tu  =  ^'I.  (?)  =  U„  r,  +  U,  V  +  •  •  •  +  U,_,  r/-' , 

wo  U^,  U^,  . . .,  U^_,  rationale  Functionen  von  x  sind.  Es  besitzt  daher  die 
Gleichung  (4.)  zwei  Integrale  rj  und  \^  welche  in  der  durch  Gleichung  (7.) 
gegebenen  Beziehung  zu  einander  stehen.  Der  Voraussetzung  nach  besteht 
eine  Gleichung  der  Form  (3.)  nicht  identisch.  Würde  sie  für  f  =  |  erfüllbar 
sein,  so  müsste  die  Gleichung  (H'.)  mit  der  Gleichung 

(8.)  MXt)-YM{t)  =  0 

Integrale  gemeinschaftlich  haben  und  daher  reductibel  sein.  Würde  die 
1278]  Gleichung  (3.)  nicht  für  1  =  1  erfüllbar  sein,  so  würde  aus  dem  Be- 
stehen der  Gleichung  (7.)  folgen,  dass  die  Gleichung  (4.)  reductibel  sei*). 
Dann  aber,  dass  auch  (H'.)  selber  reductibel  sei**). 

11. 

Es  sei  h  ein  in  den  Coefficienten  einer  Differentialgleichung 

auftretender  Parameter,  mit  welchem  sich  die  ersteren  stetig  ändern.  Wir 
machen  nunmehr  die  folgende  Voraussetzung: 

(«.)  Es  giebt  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  i/j,y/,...,j/^ 
der  Differentialgleichung  (1.)  von  der  Beschaffenheit,  dass  in 
dem  ganzen  Verlaufe  der  Variabein  x  die  Gleichungen 

(2-)  -^  =  A, i/,  +  A^  >,',  +  ■■.  +  A„_,  y'^-",         (a  =  1, 2, . . .,  m) 

wo  ^„,  ^,,  . ..,  .4„^_,  rationale  Functionen  von  ,/■,  erfüllt  werden. 


*)  Siehe  Frobenius,  Borchardts  Journal,  Bd.  76,  S.  268. 
**)  A.  a.  0.  S.  261. 
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Von  den  Differentialgleichungen  dieser  Art  stellen  wir  zunächst  folgenden 
Satz  auf: 

I.  Die  Coefficienten  der  Substitutionen  der  zur  Gleichung 
(1.)  gehörigen  Gruppe  sind  unter  der  Voraussetzung  («.)  von  k 
unabhängig. 

In  der  That  möge  ein  Umlauf  der  ^'ariabeln  x,  y^  in  y^  überführen,  als- 
dann ist 

(3.)  y«  =  «aii/.  + «ü,y, +  •••  +  «»».»/„..  ia  =  \,2,...,m) 

WO  a^^  von  X  unabhängig.     Da   die  Gleichungen  (2.)  im    ganzen  Verlaufe  der 
Variabein  x  bestehen,  so  folgt 

also  unter  Anwendung  derselben  Gleichung  (2.) 

^"••'  dk  -  "»■  dk  +  ""  "öF  +     +  "-  "äF 

Ditferentiiren  wir  aber  Gleichung  (3.)  nach  A',  so  folgt 


am 


^^■^       dk  "»'  dk   ^""^  dk   +       +"""  dk   +^'    dk    +^=   dk    ^     ^'^"'~dk" 

Durch  Vergleichung  von  (6.)  und  (5.)  ergiebt  sich  demnach 

Da  y^,y,i  •■■)!/„,  ein  Fundamentalsystem  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus 

wodurch  unser  Satz  bewiesen  ist. 

Es  ergiebt  sich  aber  auch  der  folgende  Satz: 

II.  Ist  y,,«/j,  •••,y„  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der 
Gleichung  (1.),  das  den  Gleichungen  (2.)  genügt,  und  ist  /'  eine 
von  X  unabhängige  Grösse  so  genügt  für  den  ganzen  Verlauf  der 
Variabein  x  das  System 

fUi,  fy„  ■'-,  fVm 
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den  Gleichungen 

Es  ist  nämlich 

dk  die  -'"  "^  '   dk  ' 

hieraus  ergiebt  sich  nach  Gleichung  (2.)  die  Gleichung  (0.). 

Endlich  ergiebt  sich  noch: 

III.  Sind  y, ,  y, ,  ■ .  • ,  y,,,  von  k  und  von  x  unabhängige  Grössen, 
so  genügt 

ebenfalls  der  Gleichung  (2.). 

12. 

Es  sei  umgekehrt  vorausgesetzt,  dass  ein  Fundamentalsystem 
von  Integralen  der  Gleichung  (1.)  voriger  Nummer  angebbar  sei, 
von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Coefficienten  der  Substitutionen 
der  zu  dieser  Differentialgleichung  gehörigen  Gruppe  von  einem 
in  den  Coefficienten  derselben  auftretenden  Parameter  A"  unab- 
hängig sind;  ferner  sei  vorausgesetzt,  dass  die  Integrale  der- 
selben Differentialgleichving  keinen  Punkt  der  Unbestimmtheit*) 
besitzen,  d.  h.  dass  die  Gleichung  (l.)  voriger  Xummer  zur  Kate- 
gorie der  in  Borchardts  Journal,  Bd.  66,  S.  146,  Gleichung  (12.)*) 
1280]  charakterisirten  Klasse  gehöre.  Alsdann  finden  in  dem 
ganzen  Verlaufe  der  Variabein  x  die  Gleichungen  (2.)  voriger 
Nummer  statt. 

Wenn  nämlich  wiederum  nach  irgend  einem  Umlaufe  von  x  ein  Funda- 
mentalsystem von  Integi'alen  der  Gleichung  ( 1 .)  voriger  Nummer 

2/1,  2/2,  •••.  Vm 
bez.  in 

*)  Vergl.  über  den  Sinn  dieser  Bezeichuungsweise  Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie,  18S6, 
S.  281  ■). 


«)  Abb.  VI,  S.  188,  Band  I  disser  Aasgubo.    R.  F. 

S)  Abi.  XLVII,  S.  S94,  Band  H  dieser  Ausgabe.    K.  F. 
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Übergeht,  wo 

(!•)  2/a    =    «Üi2/i  +  «a2y2+---  +  ««mym>  (a  =  1,  2,  . . .,  m) 

SO  ist  jetzt  vorausgesetzt,  dass  die  von  x  unabhängigen  Grössen  a^^,  auch  von 
k  unabhängig  seien.  Wenn  wir  in  Gleichung  (1.)  voriger  Xummer  k  +  dk 
an  die  Stelle  von  k  setzen,  so  möge  dieselbe  in 

(2.)  ■5^  +  '-'d^^  +  -  +  '-'"?'  =  o 

übergehen.  Es  sei  U  derjenige  Umlauf  der  Variabein  x,  welcher  die  Sub- 
stitution (l.)  hervorgebracht,  so  werden  die  innerhalb  U  gelegenen  singulären 
Punkte  der  Gleichung  ( 1 .)  voriger  Nummer  in  solche  der  Gleichung  (2.)  über- 
gegangen sein,  und  wenn  der  Modul  von  6k  hinlänglich  klein,  so  werden  die 
letzteren  ebenfalls  noch  innerhalb  U  gelegen  sein,  und  es  wird  kein  anderer 
der  singulären  Punkte  von  (2.)  innerhalb  U  liegen.  Für  das  Fundamental- 
system 

der  Gleichung  (2.)  soll  alsdann  nach  unserer  Voraussetzung  ebenfalls  die  Sub- 
stitution (1.)  bestehen,  d.  h. 


(3.)       ((/„+lJt/J    ===    aai(i/.+  ^y.)  +  «a.'(yj+^.'/2)  +  --  +  «am^2/m+^i/m)-       (a  =  1,  2,  . . . ,  m) 

Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (3.)  folgt 


(4-)  i^Ua)    =    «a.  ^lU  +  ««,  ^.'/2  +  •  •  •  +  «am  ^^Jm-  (a  =  1,  2,  . . . ,  in) 

Dividiren  wir  diese  Gleichungen  durch  d/.',  so  erhalten  wir,  indem  wir  für  ök 
unendlich  kleine  AVerthe  setzen,  für  die  Functionen  i'"  nach  demselben  Unl- 
laufe  U  von  x 


Bestimmen  wir  nunmehr  m  Grössen  A^,  A  .....  A        aus  den  Gleichungen 
(6-)  %-  =  A,y,+  A, !/:+...  +  A,,_,  y^'".  (a  =  1, 2, . . . ,  m) 

Nach  einem  Umlaufe  U  der  Variabein  x  möge  y^  die  dm-ch  die  Gleichung  [1281 
(1.)  bezeichnete  Substitution  und  demgeraäss  -j~-  die  durch  Gleichung  (5.) 
bezeichnete  Substitution   erfahren.     Demnach    werden   Zähler    und    Nenner   in 


24  ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

den  Werthen,  welche  die  Gleichungen  ((j.)  für  A^,  A^,  . . .,  A^^^_^  ergeben,  nach 
dem  Umlaufe  U  mit  demselben  Factor  multiplicirt  sein.  Hieraus  folgt,  dass 
A^,  A^,  ...,  -4^,_i  durch  die  Umläufe  der  Variabein  a:  um  die  singulären  Punkte 
der  Gleichung  (1.)  voriger  Nummer  nicht  geändert  werden. 

Bedeutet  W  ein  Gebiet,  in  welchem  kein  singulärer  Punkt  der  Gleichung 
(1.)  voriger  Nummer  sich  befindet,  so  ist  für  jeden  Punkt  y:  dieses  Gebietes 
nach  dem  Theoreme  von  Cauchy,  wenn  wir 

(7.)  2/„  =  f,ix,h),  (0  =  1,2,...,»,) 

setzen, 

f„{z,k)ch 


(8.)  f^(^'')==^J 


—  X 

das  Integral  erstreckt  über  die  Begi-enzung  von  W.     Wir  haben  daher 

öy„  _     1      fdUz^h)     dz 


(9)  ^  =  _i_r 

^  ■'  dk  2-1  J 


dk 


woraus   hervorgeht,    dass   -jr-   innerhalb  W  eindeutig,    endlich    und    stetig    ist. 

Ebenso  ergiebt  sich,  dass  -^^  in  der  Umgebung  von  iC  =  oo  die  gleiche  Eigen- 
schaft hat,  wenn  y^  daselbst  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist. 

Da  hiernach  -^  keine  anderen  Singularitäten  besitzt  als  y^,  so 
ergiebt  sich,  dass  A^,  A^,  . . .,  A^^^_^  eindeutige  Functionen  von  a;  sind. 

Differentiiren    wir   die  Gleichung  (1.)  voriger  Nummer   nach  A",    so    folgt: 

^     ''     dx"'\dhj^    '  dx"'-'\dk)'^""^   "'  dk  dk    f/a;"-'       dk    dx"'-'      '"       dk  ■'' 

Da  die  Integrale  y  der  Gleichung  (l.)  voriger  Nummer  keine  Punkte  der 
Unbestimmtheit  besitzen,  so  folgt  aus  dieser  Gleichung,  dass  auch  -^  keine 
1282]  Punkte  der  Unbestimmtheit  hat.  Daher  haben  auch  die  aus  den  Glei- 
chungen (6.)  sich  ergebenden  Werthe  von  A^,  A^,  ...,A^^^_^  keine  Punkte  der 
Unbestimmtheit.  Dieselben  sind  also  rationale  Functionen  von  .r, 
und  die  Gleichungen  (6.)  sind  mit  den  Gleichungen  (2.)  voriger 
Nummer  übereinstimmend. 

13. 
Es  möge  nunmehr  von  der  Gleichung  (A.)  vorausgesetzt  werden,  dass  sie 
den  Anforderungen  («.)  in  No.  11  Genüge   leiste.     Sind    alsdann  y^,  y^,  ...,  y^^ 
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ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  derselben,  für  welches  die  Gleichungen 

(S.)  ^  =  A,y,+  A,y;  +  .:  +  ^,„.,  yT'"  (a=  l,2,...,2n) 

bestehen,  so  folgt, 

(^•^  -&  (W)  =  ^«  2/a  +  ^ü  2/;  +  •  •  •  +  A.n-.  vT'",      Ü  =  1.  2, .  ■ .,  2n) 

daher  ist  auch 

(2.)  ^  ==  ^»  "'»  +  ^^ ""■  +  •  •  ■  +  ^>-' "6.-  • 

Machen  wir  wie  in  No.  4  die  Voraussetzung,  dass  die  Determinante  Q  nicht 
verschwindet,  so  ergiebt  sich  durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung 
(J.),  dass  das  Fundamentalsystem  von  Integi^alen  der  Gleichung  (H.) 


den  Gleichungen 


du. 


(s..)  -g-  =  c;«,„  +  c,ui  +  -  +  c.,_.<r" 

genügt,    wo  Cj,,  Cp  . . .,  C^j    rationale    Functionen    von   x   bedeuten.      Machen 
wir  aber  die  Substitution  (8.)  No.  4,  so  folgt  ebenso 

Die  Gleichung  (H'.)  besitzt  ein  Fundamentalsystem  von  Inte- 
gralen §j,  Ijj,  . . .,  1^,  welches  die  Gleichungen 

(s..)  -^  =  A  la  +  ^,  i; + •  •  • + ^.-,  ir"        (a  =  1, 2, . . . ,  ^-) 

befriedigt,  wo  D^,  D^,  . . .,  Z),,  ^  rationale  Functionen  von  x  sind. 
Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (S^.)  nach  x  ergiebt  sich 

('■)       •  ^(w)^^-»^»  +  ^"^"  +  -  +  ^-^»""'        ^"  =  ^'^ ^> 

wo  D.^^  D.^^  ...,D.^,^   rationale  Functionen  von  x  sind. 

Wir  wollen  nun  der  quadratischen  Form  Z'  in  Gleichung  (L'.)  eine  [1283 
andere  Form  ti{t)  von  folgender  Gestalt  zuordnen: 

(L,)    H(o  =  s«/ff-<^"'<''"  +  2«^^a4<'^\^ao<  +  i>..<'+-+J5„,.,r-") 

Fuchs,  inathom.  Werke.     III.  4 
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Schreiben  wir  7!{t)  an  Stelle  von  Z',  so  folgern  wir  aus  Gleichung  (3.): 


(4.) 


"(la)   =    ^[Z'(Sa)] 


(0  =  1,2,...,») 


Da  Z'{t)  von  x  unabhängig  wird,  wenn  wir  für  t  ein  beliebiges  Integral  der 
Gleichung  (H'.)  setzen  (siehe  Xo.  4),  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (4.),  dass 
auch  H(l^)  von  x  unabhängig  ist. 

Ist   /   eine    willkürliche    von  x  unabhängige  Grösse,    so    haben   wir  nach 
Satz  II.  No.  1 1   und  nach  Gleichung  (S^.), 


(5.) 


dk 


DJ+ 


dk 


i,+Djx+---  +  D,_ji'r"- 


Daher  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (3.) 


(6.) 


dx' 


dk 


Setzen  wir  in  (L^.)  t  =  /|^,  so  ergiebt  sich 


(7.) 


H(/-|J  =  rH(y  =  /^»^Z'(U. 


Demnach  ist  auch  H(/'£J  von  x  unabhängig. 

Nach   Satz  m.  No.  11    genügt    l^  +  lt,    der    Gleichung  (S,.),    folglich   ist 
auch  H(|^  +  |J  von  x  unabhängig,  d.  h.   da 

(8.)      H(|,  +  |J  ^  H(|J  +  H(?,)  +  Äl|,  +  Ä|;  +  ...  +  ^|.-., 
dass  auch  der  Ausdruck 
(9.) 


von  X  imabhängig  ist. 

Nun  sei  g  eine  willkürliche  Grösse,  so  ist 


(10.) 


nißa+g^t)  =  H(/-y +  H(<;y  +  H  (/•!.,  ^ij 


und 


(11-)  H(/|„^y  =  /-^H(i„|,). 

Demnach  ist  auch  }i[f^^  +  g^^)  von  x  unabhängig.     Hieraus  ergiebt  sich: 
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I.    Es  wird  H(i)  von  x  unabhängig,  wenn  wir  für  t  ein  be-  [1284 
liebiges  Integral  der  Gleichung  (H'.)  setzen. 
Setzen  wir: 

(12.)  H(0  =  yZ'(0, 

und  nehmen  wir  an,  dass,  wie  auch  das  Fundamentalsystem  von  Integralen 
der  Gleichung  (H'.),  welches  einer  Gleichung  der  Form  (S^.)  genügt,  be- 
schaffen sein  möge,  die  Grösse  y  von  x  unabhängig  werde.     Setzen  wir 

(13.)  ^.,^t^'-'t^''==m, 

so  ist  nach  Gleichung  (12.) 

(15.)  m  +  VÄi)  =  y^'ii)- 

Für  ein  Furfdamentalsystem  /"l^,  wo  f  eine  von  x  unabhängige,  dagegen 
von  l-  abhängige  Grösse  bedeutet,  tritt  an  die  Stelle  von  Gleichung  (3.)  die 
Gleichung  (6.),  an  die  Stelle  von  y^{t)  tritt  daher 

/■z(0  +  2^Z'(0. 

Es  tritt  dann  endlich  a^{t)  an  die  Stelle  von  H(i),  wo 

(16.)  H.(0  =  ^(0  +  /-/.(0+2;^Z'(0- 

Soll  nun  auch 

(17.)  H.(0  =  y.Z'CO 

und  y^  von  x  unabhängig  sein,  so  ergiebt  sich 

Aus  den  Gleichungen  (15.)  und  (18.)  folgt: 
(19.)  X(0  =  l-l{t), 


wo 


(y/-J'.)^  +  2 
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Diese  Grösse  A  muss  von  f  unabhängig   sein.     Da    auch  y  die  gleiche  Eigen- 
schaft besitzt,  so  erhalten  wir  demnach  die  Gleichung 

„,.    ,.d'k      „dk        (dkV 

'  '         *   f-'"'  (f)V-.) 

1285]  Ist  nun  beispielsweise  f  eine  algebraische  Function  von  k,  so  miisste  y 
der  Identität  (17.)  zu  Folge  eine  algebraische  Function  von  f  sein.  Die 
Gleichung  (21.)  ist  aber  nicht  für  jede  Wahl  von  -^  als  algebraische  Func- 
tion von  f  algebraisch  integrirbar,  daher  ist  unsere  Voraussetzung,  dass  gleich- 
zeitig die  Identitäten  (12.)  und  (17.)  bestehen,  unzulässig,  und  wir  erhalten 
den  Satz : 

IL  Man  kann  das  Fundamentalsystem  1^,  so  wählen,  dass  eine 
Identität  der  Form  (12.)  nicht  für  einen  von  x  unabhängigen 
Werth  von  y  erfüllt  wird. 

Aus  dem  Satze  I.  ergiebt  sich  nach  Satz  I.  No.  5: 

m.    Sei 

(N,.)  M,it)  =  -^  =  TJ  +  Tj'+ ...  +  r._.r-", 

wo  r^,  Tj,  ...,  r_j  rationale  Functionen  von  x,   so   ist  identisch  für 
jede  Function  t 

(M,)  Äl  =  M,{t)Hit). 

Da  nun  nach  Gleichung  (M.) 


^  =  M(t)H{t) 

so  folgt  aus  "Satz  11. : 

IV.    Setzen  wir 

M,(t)  ==  yM{t), 

so  ist  y  nicht  von  x  unabhängig. 

Nach  dem  Theoreme  in  Xo.  10   ergiebt  sich  demnach: 

V.    Wenn    die   Differentialgleichung  (A.)    den    Anforderungen 

(«.)   in   Xo.  11    genügt,    so    ist    die    Gleichung   (IT.),    also    auch    die 

Gleichung  (H.)  reductibel. 
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Diese  Eigenschaft  ist  für  die  specielle  Differentialgleichung  (A.),  welche 
den  Anforderungen  («.)  in  No.  1 1  genügt,  eine  fundamentale,  wie  insbesondere 
aus  dem  Beispiel,  welches  wir  in  den  folgenden  Nummern  entwickeln  wollen, 
hervorgeht. 

14. 

Zu  den  linearen  Differentialgleichungen,  welche  die  Anforderungen  («.) 
in  No.  11  befriedigen,  gehören  die  Differentialgleichungen,  welchen  die  Periodi- 
citätsmoduln  der  hyperelliptischen  Functionen  genügen,  die  ich  in  Borchärdts 
Journal,  Bd.  71,  S.  91')  gegeben  habe.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  die  [1286 
Relationen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln,  welche  zuerst  Herr  Weierstrass  *) 
aus  dem  Satze  von  der  Umkehrung  von  Parameter  und  Argument  hergeleitet 
hat,  sich  als  unmittelbare  Folgerungen  darstellen  aus  dem  Satze  von  der  Re- 
ductibilität  (Satz  V.  voriger  Nummer),  angewendet  auf  den  Fall,  dass  die 
Gleichung  (A.)  diejenige  ist,  welcher  die  Periodicitätsmoduln  genügen. 

Ist 

(..)  ,j  =  Ä") 

wo 

(2.)  s'  =  <,{s,a^, 

cp(^,*)  eine  ganze  rationale  Function  von  z  und  x  und  zwar  vom  (2h +  1)'"° 
Grade  in  Bezug  auf  s,g{£)  eine  rationale  Function  von  s  und  «,  welche  nur 
für  die  AVurzeln  der  Gleichuna; 

unendlich  wird,  so  ist 

(3.)  ^  =  S.t.^  +  -^(X„(.).)-); 

^1,(1    sind    von   2   unabhängige    Grössen,    welche    sich    rational    aus    den  Coefti- 


*)  Programm  des  Braunsberger  Gymnasiums  1848/49  -). 
**)  Wir  setzen  für  unseren  gegenwärtigen  Gebrauch  in  meiner  oben  citirten  Abhandlung  s  an  Stelle 
von  x,x  a,n  Stelle  von  u  und  2n+  1  an  Stelle  von  n. 
***)  Siehe  Borchärdts  Journal,  Bd.  71,  S.  107'). 


1)  Abh.  Vm,  S.  241  it.,  Band  I  dieser  Ausgale.    E.  F. 

2)  Vferke,  Bd.  I,  S.  111—131.    E.  F. 

ä)  Abh.  vm,  S.  258,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 


30  ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

cienten  von  '-p(^,a")  und  von  g{^)    zusammensetzen,    .\(^)  bedeutet   eine   ratio- 
nale Function  von  z. 

Ist  w  ein  Periodicitätsmodul  des  Integrals 

J'ydz, 

so  genügt  w   als  Function    von  x   im  Allgemeinen   einer  Differentialgleichung 
der  2n**°  Ordnung 

(A..)  ß,„  -^-  +  ß,„_,  -j^^i^  ^...  +  ßjo  =  0*), 

wo    die  ^'erhältnisse    der  Grössen  ß^^ ,  ß^^_^ ,  . . . ,  /3^    rationale  Functionen   von  x 
bedeuten. 

I.    Alle  Differentialgleichungen  der  Form  (A^.),   welche    einer 
willkürlichen    Wahl    der    rationalen    Function    g{z)    entsprechen, 
gehören  derselben  Klasse  an. 
Es  sei  z.  B. 
(4.)  g{e)  =  a,+  a^z  +  --  +  «„_,  --"-' , 

1287]  wo  a^,«|,  ...,  a,_|  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  alsdann  ist 
der  Periodicitätsmodul  des  Integi'als  erster  Gattung 


J^., 


und  es  sei  für  diesen  Fall  nach  Gleichung  (A^.) 

(A,.)  ^  +  l\{x)  -^^^l-  +  •  •  •  +  p^{x)  Tt  =  0. 


,(än— I) 


Wir  wollen  beweisen,  dass 
(5-)  »<'  =  ?o  T/  +  ?,  t/  +  •  •  ■  +  »,„_,  t/- 

^0  ?o' fi' •  ■  •' 9sn-i   rationale  Functionen   von  x   und   die    oberen  Accente  Ab- 
leitungen nach  X  bedeuten. 

Wenden    wir    die    Gleichung   (3.)    auf   den    Fall    an,    wo    wir   g{z)    nach 
Gleichung  (4.)  bestimmt  haben,  und  setzen  daselbst  successive  0,  1,  2, ...,  Sn  — 1 


*)  A.  a.  0.  S.  108  >). 


1)  S.  259  des  erstell  Bandes  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
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für  0,  SO  erbalten  wir  ein  System  von  Gleichungen,  aus  welchen  wir  im  All- 
gemeinen herleiten  können 

(6.)      ^  =  £oy  +  2.||  +  -  +  2«.-.|^+-^(*t(^)s),      (b  =  0,1.2,...,2«-l) 

wo  ?„,?,,  ...,?,„_,  rationale  Functionen  von  x  und  ^\{z)  rationale  Functionen 
von  z  bedeuten. 

Integriren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  längs  eines  geschlossenen 
Umlaufs  der  Variabein  ^,  welcher  den  Periodicitätsmodul  r^  liefert  und  be- 
zeichnen den  entsprechenden  Periodicitätsmodul  von 

/^- 

mit  Cj,  so  folgt  aus  Gleichung  (6.) 


an- 1 


Nun  ist  nach  Gleichung  (3.)    für   eine   beliebige    rationale  Function  g{z\ 
die  nur  für  die  Wurzeln  der  Gleichung  '^{z,x)  =  0  unendlich  wird, 

(8-)  y  =  ^  =  SeS„,^ + ^(x.(^)s). 

Integrii'en  wir  diese  Gleichung  nach  z  längs  derselben  Curve,  so  folgt 

(9-)  "■    =    St  ^05  ^6- 

Demnach  ist  nach  Gleichung  (7.) 


ijn— 1  . 


(10-)  ^«  =  a»o-.  +  »i.-^  +  -  +  3».„-.£s^,  [-88 

womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 

Es  mögen  nunmehr  die  Coefticienten  von  z{z^a)  und  von  g{z)  ganze 
rationale  Functionen  eines  Parameters  h  sein  (wir  können  als  solchen  z.  B. 
einen  Verschwindungswerth  der  Function  <^  (^,  a;)  wählen) ,  so  genügt  der  Periodi- 
citätsmodul des  Integrals 

einer   Differentialgleichung   (A,.);    derselbe  ist   daher   in    der   Form  (10.)   ent- 
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halten.  Andererseits  ist  dieser  Periodicitätsmodul ,  wenn  wir  g(z)  nach  Glei- 
chung (4.)  bestimmen,  auch  mit  -qj:  übereinstimmend.  Demnach  genügt  r^ 
einer  Gleichung  der  Form: 

(11-)  -Qj:  -  A-Ti  +  A  rf-,  +      +  A™-.  ^^^ssrr- 

Diese  Gleichung   bleibt    bestehen,    wenn   für   r,    irgend    ein  Periodicitäts- 
modul des  Integrals 

9i^) 


f 


dz, 

s 


d.  h.  irgend  ein  Integral  der  Gleichung  (A,.)  eingesetzt  wird.  Wir  erhalten 
also  den  Satz: 

II.  Die  Differentialgleichung  (A^.)  genügt  den  Anforderungen 
(«.)  in  No.  11*). 

In  meiner  oben  erwähnten  Arbeit**)  habe  ich  gezeigt,  dass  die  Coeffi- 
cienten  der  zur  Differentialgleichung  (A^.)  gehörigen  Substitutionsgruppe  von 
k  unabhängige,  nämlich  wohlbestimmte,  ganze  Zahlen  sind.  Dieses 
ist  also  in  vollkommener  Übereinstimmung  mit  den  Sätzen  in  No.  11  und  12. 

15. 
Bilden   wir  jetzt    die    Differentialgleichung   (H'.)    für   unsere    Differential- 
gleichung (A„.) 

(h;.)  |^  +  ij^(^.)^  +  . ..  +  !?,(:,);  =  0, 

1289]  so  folgt  aus  dem  Satze  V.  No.  13,  dass  (H^.)  reductibel  ist.  Demnach 
ist  auch  die  der  Gleichung  (H.)  entsprechende  Differentialgleichung,  welche 
wir  aus  (A^.)  herstellen,  reductibel.     Dieselbe  sei 


*)  Ein  Beispiel  hiervon  für  den  Fall  der  elliptischen  Integrale  habe  ich  bereits  in  Borchardts 
Journal,  Bd.  83,  S.  31')  hervorgehoben  und  daselbst  aus  der  entsprechenden  Gleichung  die  LEGENDRESche 
Relation  zwischen  den  Perioden  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  hergeleitet. 

**)  Borchardts  Journal,  Bd.  71,  S.  100»). 


1)  Abh.  XXIV,  S.  105,  Band  n  dieser  Aasgabe.     R.  F. 
>)  Abh.  ^in,  S.  2SI,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
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Nach  Satz  II.  No.  9  giebt  es  also  in  der  zu  (H^.)  gehörigen  Klasse 
von  Differentialgleichungen  auch  solche  niedrigerer  als  v'"  Ord- 
nung, d.h.  wir  können  die  rationalen  Functionen  von  ,t,  cp^,  cp_,  . . .,  9^_j  so 
bestimmen,  dass 

einer  Differentialgleichung  niedrigerer  als  v'"  Ordnung  Genüge  leistet.  Drücken 
■wir  mit  Hülfe  des  aus  unserer  Gleichung  (A^.)  herzustellenden  Systems  von 
Gleichungen  (F.),  nämlich 

die  Ableitungen  von  u  durch  die  Functionen  u  ,u  ,  ...,  u^_  aus,  so  erhält  w 
die  Form 

(2-)  10  =   -l-o  "o  +  'K  «(,+  •••  +  ->.,-,  Wv-,  , 

wo  cj;,) '-1^,)  ••  ■) 't',,_j  rationale  Functionen  von  x  bedeuten.  Setzen  wir  in  (2.) 
an  die  Stelle  von  u,^  successive  '^f'^n  ti^xi  ■  • -i  ^K-ii  ^^'^^  bezeichnen  die  zuge- 
hörigen Werthe  von  w  mit  '"„,?«,,••.,«',,_,,  so  ergiebt  sich  daraus,  dass  w 
einer  Diiferentialgleichung  niedrigerer  als  v*"  Ordnung  Genüge  leistet,  dass 
u\^iv^,  ...^  u\^  Relationen  der  Form 

(T.)  7,  Wo  +  y,  ««'.  +  •■•  +  y,._.  w,_,  =  0 

mit  von  x  unabhängigen  Coefficienten  erfüllen. 
Es  sei 

(3-)  V  =  x^o^i  +  /.;,r/+ ...  +  x,.»-^"""",  a  =  1,2,...,«) 

wo  ^^  rationale  Functionen  von  x  bedeuten.  Sind  \,  ri^,  ••■i\„  ^^&  Periodi- 
citätsmoduln  des  Integrals 


/ 


f^d. 


s 

(wo  ^{,?)  nach  Gleichung  ^4.)  voriger  Nummer  bestimmt  ist)  an  den  2n  Quer- 
schnitten, so  bilden  dieselben  im  Allgemeinen  ein  Fundamentalsystem  der 
Gleichung  (A^.).  Setzen  wir  in  (3.)  vj^  an  Stelle  von  rj,  so  möge  der  zugehörige 
Werth  von  v  mit  i 
die  Determinanten 


Werth  von  v  mit  v   bezeichnet   werden.     Bilden  wir   nun   mit   den  Grössen  v 


U"»,  U'",  ...,  U" 

Fuchs,  Tnathom.  WerVo.    III. 
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1290]  mit  je  T)^  Elementen,  indem  wir  in  den  Horizontalreihen  A  =  1,  2,  ...,n 
wählen,  während  die  Verticalieihen  für  /  successive  die  Zahlen  einer  Com- 
bination  w'"  Klasse  der  Zahlenreihe   1,  2,  ...,  2n  sind,  so  erhalten  wir 

(4.)  U"''    =    S,„  M„  +  S,,  M^  +  . . .  +  s,_ .  _,  M,_, , 

WO  die  s^  homogene  alternirende  Functionen  von  den  -/j^  der  Ordnung  n  sind. 
Bestimmen  wir  y^^  so,  dass 

(5-)  S,o    =    'l'o.      S.i   =    'l'i-       •  •  ■>      «..v-1    =    '{'.-., 

und  sind  (U)"  die  Werthe  von  U''\  welche  aus  (4.)  dadiuch  hervorgehen,  dass 
Wj.^  an  die  Stelle  von  Uj.  gesetzt  wird,  so  folgt  aus  Gleichung  (T.)  für  diese 
Grössen  eine  Relation  der  Form 

(T,.)  n(iif  +  y.(U)"  +  •  •  •  +  Yr-M'-'-'  =  0 

mit  von  x  imabhängigen  Coefficienten. 

Die  weitere  Ausführung  dieser  Rechnung,  Avelche  ich  mir  für  eine  spätere 
Mittheilung  vorbehalte,  ergiebt  die  oben  bezeichneten  Relationen  zwischen 
den  Periodicitätsmoduln  der  hj^erelliptischen  Integi'ale  erster  und  zweiter 
Gattung  in  der  Form  wie  sie  Herr  Weeerstrass  gegeben  hat. 


16. 

713]    Wir  betrachten   zunächst    die  Diflferentialgleichung ,   welcher   die  Periodi- 
citätsmoduln der  hyperelliptischen  Integrale  vom  Range  />  =  2  genügen. 
Die  Periodicitätsmoduln  des  Integrals 

dz 


/- 


wo 

(1.)  cp(^)  =  (^_x)(^-A.J(.._Ä-J(..-Ä-,)(0-A-J, 

befriedigen  alsdann,  wie  ich*)  nachgewiesen  habe,  die  Gleichung 


*)  Grelles  Journal,  Bd.  71,  S.  119'). 


>)  Abh.Tin,  S.  241,  Band  I  dieser  Aasgabe.    B.  F. 
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wo 

^{x)  =  (x-k,)ix-Jc,)ix-l;){z-/c,),     und     r(^)  -  -^• 

Die  in  der  eben  erwähnten  Arbeit*)  eingeführten  Grössen  {x,kj,  (x,kj, 
{x,kj,  (x,kj  wollen  wir  bez.  mit  ^,,  </,,«/,,  «/,  bezeichnen.  Die  letzteren  Func- 
tionen von  X  bilden  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung 
(2.),  dessen  Fundamen talsubstitutionen  aus  der  genannten  Abhandlung**)  sich 
folgendermaassen  ergeben:  Ist  l/j.  der  Werth,  in  welchen  ^/^  nach  einem  Um- 
laufe der  Veränderlichen  x  übergeht,  so  ist  nach  einem  Umlaufe  um 


(3.) 


K)y. 

=  2/,. 

y,  =  2/,+ 22/,, 

2/3  =  2/3  +  22/,, 

2/4  =  y^  +  ^yü 

^'2)2/1 

=  2/1- Sy,, 

2/2  =  2/2, 

Jh  =  y,+  ^y2, 

Vi  ==  y,  +  ^y/, 

^•3)2/. 

=  2/.- 22/3, 

2/2  =  2/2-22/3, 

Vz  =  2/3, 

2/4  =  2/4+22/3; 

KVy, 

=  2/.- 22/4, 

2/2  =  y,-^y„ 

yz  =  yz-'^y,, 

2/4  =  2/4- 

[714 


Setzen  wir 

so  genügen  die  sechs  Functionen  von  x 

(12),  (13),  (14),  (23),  (24),  (34) 

nach  No.  3  Gleichung  (H.)  einer  Differentialgleichung 

,.  .  d'u      ^  d^u       „   d*u       „   (f  M      ,,  d^u       „   du      ^ 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  und  von  den  Grössen  k^  sind. 

Aus  No.  14  ergiebt    sich,    dass   die  Gleichung  (5.)    reductibel    sein   muss. 

Es  ist  zweckmässig  und  für  die  Folge  auch  wichtig,  dieses  noch  auf  eine 
andere  Art   zu   beweisen,   welche   zugleich   von    den    am   Anfange    der  No.  14 


*)  Grelles  Journal,  Bd.  71,  S.  100'). 
**)  Ebendas.  S.  100- 101 2). 


>)  S.  251,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 

»)  S.  251-252,  Band  I  dieser  Ansgabe.    E.  F. 
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angedeuteten  Relationen  diejenigen  unmittelbar  liefert,    die   hier   A'orzugsweise 
in  Betracht  kommen. 

Aus  den  Gleichungen  (3.)  ergiebt  sich,  wenn  wir  wieder  mit  (Aft)  den- 
jenigen Werth  bezeichnen,  in  welchen  (Aft)  nach  einem  angegebenen  Umlaufe 
der  Veränderlichen  x  übergeht,  dass  nach  einem  Umlaufe  um 


K)' 


(12)  =  (12),     (13)  =  (13),     (14)  =  (14), 

(23)  =  -2  (12) +2  (13) +  (23), 

(24)  =  -2  (12) +2  (14) +  (24), 
(34)  =  -2  (13) +  2  (14) +  (34); 
(12)  =  (12),     (I3)  =  2  (12)  +  (13)  -  2  (23), 

/:Jj(14)  =  2(12)+_(14)-2(24),     (23)  =  (23), 

(6.)        j  ( (24)  =  (24),     (34)  ==  -  2  (23)  +  2  (24)  +  (34); 

(12)  =  (12)- 2(13) +  2(23),     (13)  =  (13), 

k,)  i  (U)  =  2  (13)  +  (14)  -  2  (34),     (23)  =  (23), 

(24)  =  2  (23) +  (24) -2  (34),     (34)  =   (34); 

(l2)  ==  (12)  -  2  (14)  +  2  (24),     (13)  =  (13)  -  2  (14)  +  2  (34), 

/••J  { (U)  =  (14),     (23)  =-  (23)  -  2  (24)  +  2  (34), 

(24)  =  (24),     (34)  =  (34). 

Bilden  wir  das  Particularintegral  der  Gleichung  (5.) 

(7.)  w  =  (12)  -  (13)  +  (14)  +  (23)  -  (24)  +  (34), 

715]  so  ergiebt  die  eben  gebildete  Tabelle  (6.),  dass  w  durch  die  Umläufe  der 
Veränderlichen  x  um  einen  der  Punkte  ]i\,  J>\,  k^,  k^  keine  Änderung  erleidet. 
Da  aber  die  Integrale  der  Gleichung  (5.)  sich  für  keine  anderen  endlichen 
Werthe  von  x  verzweigen,  so  folgt,  dass  w  eine  eindeutige  Funktion  von  x 
ist.  Da  nun  die  Integi-ale  der  Gleichung  (2.),  folglich  auch  die  der  Glei- 
chung (5.),  für  alle  Werthe  von  x  nur  bestimmte  Werthe  annehmen*),  so 
ergiebt  sich: 

Das  Particularintegral  tv  der  Gleichung  (5.)  ist  eine  rationale 
Function  von  x,  also  diese  Gleichung  reductibel. 


*)  Siehe  meine  Arbeit  in  Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  146,  Gleichung  (12.) '). 


1)  Abb.  VI,  S.  186,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  f. 
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17. 
Es  sei  Yj  Integral  einer  Differentialgleichung,    welche    mit  Gleichung  (2.) 
No.  16  zu  derselben  Klasse  gehört,  also 


(3) 


(1.)  ri  =  %y  +  'f,y'+<?,y"'+%y 

wo  (flJ^  eine  rationale  Function  von  x,  </''"  =  ~^- 
Setzen  wir 

(2.)  yi%-yufa  =  ['if']. 

so  folgt 

(3.)  [AH  =  9,  (A^  +  cp,  -f-  (1(1)  +  <p,{y,  2/1"-  y,  ^/f  )• 

Nun  ist  nach  No.  4 

(4.)  y^  yT-  y.  <  =  ^0(12)  +  P,  ^  (12)  +  P,^  (12) 

wo  P^  wohlbestimmte  rationale  Functionen  von  x  und  den  Grössen  it^  be- 
deuten.    Demnach  ist 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass 

(6.)  [12]  -  [13J  +  [14]  +  [23]  -  [24]  +  [34]  =  u; 

eine  rationale  Function  von  x  ist,  nämlich 

(7.)     W,  =  (.^,+  P„(p3).w  +  («^+  P,cpjw'+  P,<fy"+  P,?3'<'"'+  P,<?y+P,9y,   [7-6 

wo  w  die  durch  die  Gleichung  (7.)  voriger  Nummer  bestimmte  rationale 
Function  von  x,  w*  ihre  Ableitungen  nach  x  bedeuten.  Da  die  Function  rj 
der  Gleichung  (1.)  bei  verschiedener  Wahl  der  Grössen  cp^,  cp,,  cp^,  cp^  die 
Periodicitätsmoduln  sämmtlicher  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  umfasst 
(siehe  No.  14),  so  drücken  die  Gleichung  (7.)  voriger  Nummer  und  die  Gleichung 
(6.)  der  gegenwärtigen  Nummer    die    sämmtlichen   zwischen    den  Periodicitäts- 
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moduln  statthabenden  Relationen  aus,   welche    in    der  Theorie   der  AnELschen. 
Functionen    auf   anderem  Wege    und    von    anderen  Gesichtspunkten    aus   her- 
geleitet werden.     Sie    ergeben    sich    hier,   wie    schon   in  Xo.  14  bemerkt,    als 
eine  Folge  der  Reductibilität  der  Gleichung  (5.)  voriger  Xummer. 
Wenn  wir  insbesondere  cp,,  'f^,  'f^  so  wählen,  dass 

(8.)     ('f ,  +  P,  ?3)  w  +  («,  +  P,  '^,)tv'  +  P,  'i>3  tt>'"  +  F,  'f ,  ?«-•  +  P,  «>3 1.'-  +  P,  '^,w'--'  =  0, 

dann  ist 

(9.)  [12]  -  [13]  +  [14]  +  [23]  -  [24]  +  [34]  =  0. 

Diese  Grössen  [Ajt]  genügen  im  Allgemeinen  einer  Differentialgleichung 
sechster  Ordnung,  welche  nach  Gleichung  (5.)  mit  der  Gleichung  (5.)  voriger 
Nummer  zu  derselben  Klasse  gehört.  Sind  aber  f,)?,»'-?,  der  Gleichung 
(8.)  gemäss  gewählt,  so  genügen  [A;t]  nach  Gleichung  (9.)  einer 
Differentialgleichung  nur  fünfter  Ordnung,  in  Übereinstimmung  mit 
dem  Satze  II.  No.  9. 

Ein  Beispiel,  welches  uns  hier  besonders  interessirt,  ist  dasjenige,  wo  t; 
die  Periodicitätsmoduln  des  Integi'als  erster  Gattung 


/ 


zdz 


darstellt.  Die  in  No.  1 4  angedeutete  Rechnung  ergiebt  für  den  gegen- 
wärtigen Fall 

(10.)         r,  =  [^r(^)^-i'r(^)]?/-3'r(^)2/--T'l''(^)!/'"-f<!'(^)y"- 

Die  Werthe 

(11.)  '.p.  =  -3^(0;),     9,  =  -^^'{x),     93  =  -\'b{x) 

befriedigen  nämlich  die  Gleichung  (8.),  und  die  Relation  (9.)  ist  für  die- 
selben, wie  wir  sehen  werden,  bis  auf  die  Bezeichnungsweise  mit  der  zwischen 
den  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  Gattung  bestehenden  Relation 
übereinstimmend. 

18. 
717]    Sei    nämlich    v,,  ■y^,  t'^,  i\    ein    Fundamentalsystem     von    Integralen     der 
Gleichung  (2.),  No.  16,    welches  mit  y^)y,,y,,y,  folgendermaassen   zusammen- 
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hängt : 


so  sind  i;^,  v^  übereinstimmend  mit  den  Periodicitätsmoduln  A^^  A^  des  Integrals 

r    dz 
J  \/^ 

an    den    Querschnitten    a, ,  «...    während    «  ,  i\    die    Periodicitätsmoduln    B  ,  B 
desselben  Integrals  an  den  Querschnitten  6^,  b^  darstellen*). 

Ist  T]  durch  die  Gleichung  (10.)  voriger  Nummer  bestimmt,  und  ist 
C,,  Cj,  C3,  C,^  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Differentialgleichung 
vierter  Ordnung,  welcher  q  genügt,  das  mit  dem  Fundamentalsystem  von 
Integi-alen  7]^,  -z],^,  tj^,  yj^  derselben  Gleichung  in  folgendem  Zusammenhange 
steht : 

.„V  l       'l     ^=     ''I2  ~  ^I  +    ''i4~  ^/3I  'S     ^^     ^l4~^/3) 

so  sind  C,  Ca  die  Periodicitätsmoduln  A[,  A[  des  Integrals 


.(^) 

an  den  Querschnitten  a^,  a^  und  C3,  C^  die  Periodicitätsmoduln  iJ^',  ^j'  desselben 
IntegTals  an  den  Querschnitten  i^,  b^. 

Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  ergiebt  sich 

(3.)      ?y,  =  v„     y/._,  =  v,-v,  +  v„     y^  =  v,-  v,  +  v,+  v„     y,  =  i\+v,+  v,; 

(4-)    ^h  =  ^3.    r,,  =- c.-c,+  c„   ^,  -  ^.-c.,+  c,+  !:,,   r,,  =  C.+  C3+!:,. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  Gleichung  (9.)  voriger  Nummer  ein,  so  folgt 
(5.)  v/^,-v,!:,  +  v,r,-v,r,  =  0 

oder  auch 

(5a.)  A,B[-  B,A[+  Ä,B',-  B,A',  =  0 , 

welches    die    oben   erwähnte    Relation    zwischen    den    Periodicitätsmoduln     der 
Integrale  erster  Gattung  ist. 


*)  Über  die  Bezeichnungsweise  vergl.  Riem.\nn,  ABELsche  Functionen,  No.  20 '). 


1)  W«rk«,  U.  Auflage  (1892),  S.  130-131  .    K.  F. 
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718]    Setzen  wir 


(6.) 


^'l  '2  —  ^\  '1     —     « 

V. 


^i  '3       ''3  '1   —   ") 


2  'S  "a  '2 


-v/,,  =  e,   v,:,-v,';,  =  f, 

so  nimmt  die  Relation  (5.)  die  Gestalt  an 

(7.)  b  +  e  =  0. 

Hierzu  tritt  die  identische  Beziehung  (siehe  No.  1) 

(8.)  af-be  +  cd  =  0. 

Aus   der   Tabelle   Gleichung  (3.)   No.  16    ergiebt   sich,   dass   nach   einem 
Umlaufe  von  x  um 


(9-)      { 


h)' 


h) 


K) 


t-,  =  3 1'.- 2  (•,  +  2  2-3,     V,  =  r„     f,  ^  _2i-, +  2i-,-r„ 
lu  =  21^1-21;.  + 21-3  +  «,; 


■2v.  +  2v.,  —  v^ 


V,  =  3i\+2r,+  2v^,     v^  =  2t;,  +  1;,+ 2t;,+ 2t;„ 


i-,  =  -2« 


2v,,     V.   =   V, 


Dieselben  Transformationsformeln  gelten  den  Gleichungen  (10.)  voriger 
Nummer  und  den  Gleichungen  (2.)  zufolge,  für  C,,  ^,,  C,,  C^.  Demnach  ist 
nach  einem  Umlaufe  der  Variabein  x  um 


fc,)    a  ^  a  —  2d,     b  =  b,     c  =  c  +  2f,     d  =  d,     c  =  e,     t  =^  f; 

iä=Sa-2d,     b=2a  +  b-2d,     c  =  -2a  + U  +  3c+ 2f, 
'^^\d  =  2a-d,    f  =  -U-2c+2d-f; 


(10.) 


ä  =  a  +  4:b  +  2c-2d,    l  =  2a  +  b-2c-2d-2f, 
l;){c  =^  -2a  +  4:b  +  bc  +  2f,     rf  =  2a  + ib-Sd -2f, 
f  =  -U-2c+2d  +  f; 
ä  =  3rt +  46  + 2c  — 2f/.     b  =  b  —  2c  —  2f, 


K) 


3c+2f,     d  ^  2a+U-d-2f,    f=-2c-f. 
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19. 

Es  sei 

(1.)  y"''+i\y'''+p,y"'+ihy'+i\y  =  o, 

wo  y*'  =  -^f-,  eine  Differentialgleichung,  deren  Coefficienten  ausser  von  x  [719 
noch  von  zwei  veränderlichen  Parametern  /\,  l\,  rational  abhängen.  Es  sei  rj 
ein  Integral  einer  Differentialgleichung 

(2.)  rr  +  q,  r/"  +  q,  r/"  +  ^3  r/  +  q,  r,   =  0, 

welche  mit  (I.)  zu  derselben  Klasse  gehört,  also 

(3-)  ,  ^  =  <?o2/  +  ?,2/'+?s2/'"+?3  2/™ 

wo  9^,  9|,  9j,  cpg  rationale  Functionen  von  x.  Wir  wollen  überdies  voraus- 
setzen, dass  dieselben  auch  von  k^,  k^  rational  abhängen.  Setzen  wir  in  (3.) 
für  y  successive  ?/,,  y^.,  y^,  y^  (die  Elemente  eines  Fundamentalsystems),  so 
sollen  die  bezüglichen  Werthe  von  q  mit  yj^,  -/j^,  tj^,  -/j^  bezeichnet  werden. 
Wir  wollen  überhaupt  zwei  Integrale  der  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  der  Form 

«1  2/1  +  «2  2/2  +«8  2/3 +«4  2/. 

und 

«.l^i  +  «2^/ä+««3'i3  +   M4-'-U, 

WO  ti^,  ttj,  ^t^,  n^  willkürlich  gewählte  von  x  unabhängige  Werthe  bedeuten, 
entsprechende  Integrale  nennen. 

Ist  (ic, /'',,A-J  ein  Werthsystem,  welches  die  drei  Gleichungen 

(4.)      S«,2/;.  =  0,  (5.)      S«-i2/;.  =  0,  (6.)      ^w,y,  =  0 

{l  =  1,  2,  3,  4) 

befriedigt,  worin  u^,  v^,  w^  willkürlich  gewählte  Grössen  bezeichnen,  so  wollen 
wir  über  u^,v,^w^  so  verfügen,  dass  dasselbe  Werthsystem  (:r, /i'^,  A„)  auch  den 
mit  den  entsprechenden  Integralen  gebildeten  Gleichungen 

(7.)      2«.^i;.  =  0,  (8-)      ^^x-ra  =  ^,  (9-)      2«';.^;.  =  0 

genüge.  Wir  können  zunächst  u^  =0,  v^  =  0,  iv^  —  ü  wählen,  und  wir  er- 
halten, wenn  wir 

yu\-y^\,  =  [«/^] 

setzen , 

Fachs,  matliem.  Werke.    TII.  6 
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i 

U,     _     [23]          M,                   [13] 

[12]'      «,               [12]' 

(10.) 

1 

V,           [24]         V,    _        [14] 
««    ~    [12]  '      V,    -        [12]  ' 
tv,           [34]        IV,               [14] 
w,          [13]'      w,              [13] 

Es  ist  aber  identisch 

(11.) 

[12]  [34] -[13]  [24] +  [14]  [23]  =  0. 

Demnach  haben  wir 

720]  (12.) 

.  (13-) 

W3      _             ■'',      «3 

it»,              y.   M, 

Diu  Beziehungen  zwischen  den  tt  und  den  v,  wie  sie  sich  aus  den  Glei- 
chungen (10.)  ergeben,  sind  im  Allgemeinen  transcendent;  wenn  dagegen 
die  Gleichungen  (l.)  und  (2.)  so  beschaffen  sind,  dass  eine  Gleichung 

(14.)  «.[12]  +  «,[13]  +  «,[14]  +  «J23]  +  «,[24]  +  «J34]  =  0 

mit  von  .r,l\,k\^  unabhängigen  Coefiicienten  stattfindet,  so  folgt  aus  derselben 
nach  Gleichung  (12.)  zwischen  den  u  und  v  die  Relation 

Es  verbleiben  hiernach  drei  von  den  Verhältnissen  ^    i^   -i   -i  willkür- 

U3 '  U3  '   r,  '   c, 

lieh,  und  x,k^,k^  sind  Functionen  derselben. 
Ist  z.  B.  die  Form  der  Gleichung  (14.): 


(16.) 

[13]  +  [24]  =  0, 

SO  geht  (15.)  über  in 

(17.) 

"^  +  "■   =  0. 

«3              ^4 

Setzen  wir 

(18.) 

-^'  1;;  =  -^"  1. 

SO    liefern    die    Gleichungen    (4.),  (5.),  (6.)    und    (7.),  (8.),  (9.)    die    folgenden 
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Gleichungen : 

/        Cy.-Iy, +?/3  =  0, 

(19.)  Cr,-|r,  +  ,,  =  0, 

i    -lyi-r,>j,  +  y,  =  0, 

'      -5T„-T,r„  +  T,,   =  0, 

woraus  sich  wiederum  ergiebt: 

f20)  i?a_'  iiii_.  M_, 

^^"•-'  [12]    -   "      [12]    ~  ^'      [12]    ~  '^• 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  sind  .r,  l\,  1;^  als  Functionen  der  unab- 
hängigen Variablen,  |,  r^,  C  zu  bestimmen. 

Die  Xatur  dieser  Functionen  ist  natürlich  von  der  Beschaffenheit  der 
Coefficienten  der  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  abhängig.  Man  kann  unter  [721 
Umständen  an  Stelle  dieser  Gleichungen  irgend  zwei  andere  derselben  Klasse 
setzen,  von  der  Art,  dass  x,  k^,  k^  eindeutige  Functionen  von  |,  r,,  C  werden. 
Dieses  Verhalten  ist  analog  dem  Verhalten  derjenigen  Function,  welche  dui"ch 
Umkehrung  des  Quotienten  eines  Fundamentalsystems  von  Integralen  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  entsteht.  Man  vergleiche  z.  B.  die 
Xatur  dieser  Function  an  den  beiden  Gleichungen,  welchen  die  Periodicitäts- 
moduln  der  elliptischen  Integrale  bezüglich  erster  und  zweiter  Gattung  ge- 
nügen und  welche  zu  derselben  Klasse  gehören*). 

20. 
"\^^ir    wollen   nunmehr    die  Resultate    der  vorigen  Xummer  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung   der   Periodicitätsmoduln    der    hyperelliptischen    Integi-ale    an- 
wenden, indem  wir  an  die  Stelle  der  Gleichung  (1.)  voriger  Xummer  die  der 
Periodicitätsmoduln  des  Integrals 


/ 


d2 


(Gleichung  (2.),  Xo.  16),    und    an   die  Stelle   von  t]    in  Gleichung  (3.)  voriger 
X^ummer    den  Ausdruck    aus  Gleichung  (10.)  (Xo.  17)  des  Periodicitätsmoduls 


*)  Vergl.  Grelles  Journal,  Bd.  83,  S.  31  •). 


1)  Abb.  XXIV.  S.  105,  Band  n  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
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des  Integi'als 


I 


setzen.  An  Stelle  des  Fundamentalsystems  (y,, «/,,  2/j)  2/*)  ^^^  vorigen  Nummer 
•wählen  wir  das  Fundamentalsystem  iv,,v^,v^,vj,  wie  es  durch  die  Gleichungen 
(1.),  No.  IS,  bestimmt  wird;  also  an  Stelle  von  ("»Ji,  t;,,  t),,  t,J  das  durch  die 
Gleichungen  (2.),  No.  IS,  definirte  Fundamentalsystem  (C^,  C,,  C,,  CJ-  Alsdann 
ergeben  die  Gleichungen  (20.)  voriger  Nummer,  dass  x,  k^^k^  als  Functio- 
nen von  drei  unabhängigen  Variablen  |,  r^,  C  definirt  werden 
durch  die  Gleichungen 

(1.)  —    =    |.       —    =    T         —    =    ,, 

wo  a,  l,  c,  d  die  in  No.  IS  Gleichung  (6.)  eingeführten  Grössen  sind. 

Den  Grössen  k^,  k^,   welche   noch    in   'f(r)    auftreten,   legen    wir 
feste  Werthe,  z.  B.  die  Werthe  0,  1  bei. 

722]  Wir  wollen  in  eine  nähere  Untersuchung  der  Functionen  x\  Ä^,  k^  von 
1,7),^  eintreten  und  namentlich  die  Eindeutigkeit  derselben  nachweisen, 
mit  den  füi-  Functionen  mehrerer  Variablen  erforderlichen  Modificationen,  im 
Wesentlichen  nach  der  Methode,  welche  wir*)  angewendet,  um  den  Modul  A* 
der  elliptischen  Functionen  als  Function  des  Quotienten  der  Periodicitäts- 
moduln  der  elliptischen  Integi'ale  zu  erforschen. 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (1.)  ergiebt  sich 

Wir  haben  nunmehr  die  Functionaldeterminante 

(3)  j^  =  ^+J^A_^ 

*■   ''  ^-  dx  dk,  dk. 


*)  Grelles  Journal,  Bd.  83,  S.  13,  Brief  an  Herrn  Hermite  '). 


1)  Abb.  XSr,  S.  85  ff..  Band  H  dieser  Ausgabe.    S.  F. 
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ZU  untersuchen.     Dieselbe  lässt  sich,    den  (Gleichungen  (1.)  zufolge*),  auf  die 
Form  bringen 

Es  werde 
r-  \  ,      dq    dr    ds 

gesetzt.     Aus  der  Gleichung  (8.),  No.  18,  und  den  Gleichungen  (1.)  folgt 


(6.) 

a 

Es  ist  daher 

^  ö|  dr,  ei> 

-^  ~  dx  dk,   dk. 

Daher  ist 

'  ^  ~  öx   ^k^    dk, 

G{a,l,c,f)  =  a*2±||^-^  =  --riG{a,b,c,d), 

(7.)  G{a,b,c,f)  =  -  rß{a,h,c,d). 

Auf  gleiche  AVeise  erhalten  wir  [723 

(8.)  G{a,h,d,r)  =  :G{a,b,c,d). 

(9.)  Gia,c,d,f)  =  -2^Gia,b,c,d). 

(10.)  G{b,c,d,f)  =  \\G{a,b,c,d). 

21. 

Als  Functionen  der  Variablen  .r  sind  die  verschiedenen  Zweige  von 
a,  b,  c^  d,  f  lineare  homogene  Functionen  von  einander;  die  Fundamental- 
substitutionen dieser  Abhängigkeit  sind  in  den  Gleichungen  (10.),  No.  18,  ge- 
geben. Die  verschiedenen  Zweige  der  Grössen  |,7),C,»^  als  Functionen  von 
X  hängen  linear  von  einander  ab;  die  Fundamentalsubstitutionen  dieser  Ab- 
hängigkeit sind  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (10.),  No.  18,  abzulesen. 

Wir  wollen  zur  Abkürzung  für  G(a,b,c,d)  da,  wo  kein  Missverständniss 
möglich  ist,  kurz  den  Buchstaben  G  setzen,  und  wir  wollen  mit  G  denjenigen 


*)  Vergl.  Jacoiu,  Grelles  Journal,  Bd.  12,  S.  40 '). 


1)  C.  G.  J.  Jacobis  gesammelte  Werke,  Bd.  m,  S.  236.    E.  F. 
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Werth    bezeichnen,    in    welchen    G    nach    einem    Umlaufe    der    Variablen    x 
übergeht. 

Aus  den  Gleichungen  (10.),  No.  18,  und  den  Gleichungen  (7.)  bis  (10.), 
No.  20,  ergiebt  sich,  dass  nach  einem  Umlaufe  von  s  um  );^ 

(1.)  G  =   (---^")^ 

und  nach  einem  Umlaufe  von  x  um  /.j 

(2.)  a  =  (lUzMl^. 

Hieraus  folgt,  dass  sowohl  für  den  Umlauf  von  ./■  um  l\,  als  auch  für 
den  Umlauf  um  l\  die  Function  —  unverändert  bleibt. 

-  a 

Wir  behaupten,  dass  diese  Function  auch  unverändert  bleibt  nach  einem 
Umlaufe  von  x  um  l\^  und  l-^.  ^Yir  könnten  dieses  durch  directe  Berechnung 
aus  den  Gleichungen  (10.),  Xo.  18,  und  (7.)  bis  (10.)  voriger  Nummer  herleiten; 
wir  ziehen  es  jedoch  vor,  den  Beweis  nach  einem  Verfahren  zu  geben, 
welches  für  den  allgemeinen  Fall  der  hyperelliptischen  Functionen  eines  be- 
liebigen Ranges  in  gleicher  Weise  anwendbar  ist  und  durch  welches  eine 
Reihe  combinatorischer  Rechnungen  umgangen  wird. 

Aus  den  Gleichungen  (10.),  Xo.  IS,  und  den  Gleichungen  (7.)  bis  (lo.) 
voriger  Nummer  ergiebt  sich  nämlich,  dass  nach  einem  Umlaufe  jS  der  Va- 
riablen X 

(3.)  G  =  {in  +  >«,?  +  })l,  r,  +  »1^  r  +  »i,  Ö)  (r , 

724]  wo  m,  m^,  »ij,  wijj,  m^  ganze  Zahlen  bedeuten.     Ein  zweiter  Umlauf  S,  der 
Variablen  x  führe  G  in  G^  über;  so  ist  ebenso 

(4.)  Gj  =  (m'  +  m',l^  +  m',r,  +  tn',l  +  m\b)G, 

wo  m,  m\,  ...,  m^  ganze  Zahlen  sind. 

Endlich  möge  der  aus  S,  S^  zusammengesetzte  Umlauf  G  in  G^  über- 
führen; dann  ist  wiederum 

(5.)  G,  =  {m"  +  m';  ?  +  »(','  r,  +  m'^  :  +  m",  S»)  G , 

wo  m",  m",  ...,  m'^  wieder  ganze  Zahlen  sind. 
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Durch    den    Umlauf   8     mögen    |,  v;,  C,  i>    bez.    in    ^',  y;',  C',  9'    übergehen; 
dann   ergiebt  sich  aus  (3.),  (4.),  (5.): 

(6.)  m" + »«;'  I  +  >«;'  T,  +  ml :  + »«;'  ;> 

=  (w  +  »H,  5'  +  "'2  t/  +  m,  r  +  »K,  &')  (w'  + »»,'  I  +  m^  T,  +  »W3  C  +  /«<  <)). 

Da  jede  der  Grössen  ^',  v]',  C',  ö'  die  Form  hat 

ga  +  (i,b  +  g^c  +  g^d  +  gj 
a 

wo  </,^,,  ■■■,(/t  ganze  Zahlen  und  <i'  das  bedeutet,  worin  a  durch  den  Umlauf 
/S'j  übergeht,  so  ist 

(7.)  m  +  w,|  +  tu,r^  +  tu, ,  +  w,!)    =  ' *- ?— i^. 

w 

Setzen  wir  noch 

(8.)  «'  =  «a  +  «,6  +  ßjC  +  u^d  +  a^f, 

SO  geht  die  Gleichung  (6.)  über  in 

(9.)  {m"a  +  m"b  +  m'^c  +  m'^d  +  w«,/")  {ua  +  a^b  +  a^c  +  a^d  +  aj) 

=  (iia  +  n^b  +  n^c  +  n^d  +  nj')(tn'a  +  m\h  +  m'^c-{-  m'^d  +  ni'J). 

Diese  Gleichung  erhält  die  Form 

(10.)  Kr  +  Lf+3I  =  0, 

wo  K  eine  ganze  Zahl,  L  und  3/  ganze  homogene  P'unctionen  bez.  ersten 
und  zweiten  Grades  von  a,  b,  c,  d  mit  ganzzahligen  Coefücienten  sind.  Da 
nun  ausser  der  Relation 

(11.)  af+b^+cd  =  0 

(s.  Gleichung  (8.)  No.  18)  keine  homogene  Relation  zwischen  a,b,c,d,f  be- 
stehen kann,  so  muss 

(12.)  ^  ^  0, 

(13.)  L  =  ya, 

(13a.)  M  =  y{b'+cd) 

sein,  wo  y  eine  ganze  Zahl  ist,  so  dass 

(14.)  (m"a  +  m"b  +  m"^c  +  mld  +  »?/'/')  («a  +  «,6  +  «,  c  +  «3^  +  «,/)  [725 

—  {na  +  «,  i  +  «j  c  +  »ijrf  +  w  J')  (»w«  +  »«;  6  +  Wj  c  +  w^  rf  +  ni\  /')  =  7  («/ '+  b^  +  et?) 

identisch  für  beliebige  Werthe  von  a,b,c,d,f. 
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Eine  genauere  Untersuchung  dieser  Identität  ergiebt 

(15.)  y  =  0. 

Es  ist  demnach  identisch 

(16.)  {m"a  +  »»;'  6  +  m'^c  +  m"^d  +  m"f)  («a  +  «,  fc  +  a.  c  +  «,<?  +  a,  f) 

—  ^na  +  n^b  +  n,c  +  n,d  +  nJ){■m'a  +  m\h  +  m'^c  +  m'^d  +  m'J)  =  0. 

Wenn  also  keine  der  Gleichungen 

«ßj  —  >!,«    =    0, 

wa,  —  «2«  ^  0, 


(17.) 

erfüllt  ist,  so  muss 
(18.) 


«ßj      —      »ig«  ^  0, 

na^  —  n^a  =  0 


«»'«,  — »«!«  =  0, 

ni'a^  —  m'.K  =  0, 

m'a,  — »1^«  =  0. 

m  a,—  m\u  =  0 


sein.     Bedeutet  Ä  den  Umlauf  um  /i^,  so  ist  nach  Gleichung  (l.) 

a 
also  jw  =  1,  ??«j  =  0,  JM,  =  0,  ffij  =  —  2,  /K^  =  0. 

Bedeutet  S^   den  Umlauf  von   ;/•   um   /t^,    so    ist   in   unserem   Falle   nach 
Gleichung  (10.),  No.  18, 

(n  =  -3,     n,  =  -4,     «,  =  2,     «,  =       4,     h,  =  4. 
\    u  =       1.     «,  =       4,      ß,  =  2,     ß,  =  -2.      a,  =  0; 

demnach    ist    keine    der    Gleichimgen    (17.)    erfüllt.      Wir    haben    also    nach 
den  Gleichungen  (18.) 

(20.)  »i'^  —  4)«',     »);  =  2»i',     ml  —  —2m',     m[  =  0. 

Daher  ist  nach  Gleichung  (4.)  nach  einem  Umlaufe  von  r  um  k^ 

(21.)  ä,  =  ^G. 

Ist  wieder  <S  der  Umlauf  um  A^^,    aber  S    der  Umlauf  um  l\,   so    ergiebt 
sich  nach  den  Gleichungen  (10.),  Xo.  IS,  im  gegenwärtigen  Falle 


Zur  THEORIE   DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.  49 

.00  ^  (»  =  -!>     ",  =  -4,     n,  =  2,     «3=       0,     n,  =  i,  [726 

{    a  =       3,     «,  =       4,     «,  =  2,     «3  =  -2,     «^  =  0. 

Es  sind  wiederum  die  Gleichungen  (17.)  nicht  erfüllt. 
Daher  folgt  aus  den  Gleichungen  (18.),  wenn  wir 

(23.)  in'  =  3A 

setzen, 

(24.)  m\  =  4A,     »«;  =  2A,     »«;  =  -2A,     >«;  =  0. 

Demnach  ist  nach  einem  Umlaufe  um  h\ 

(25.)  G,  =  A^ö, 

wo  l  eine  rationale  Zahl  ist. 
Setzen  wir  demnach 

(26.)  ^  =  Hia,b,c,d)  =  H, 

so  folgt  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.),  (21.)  und  (25.),   dass  nach  einem 
Umlaufe  von  x  um  k^  oder  1;^ 

(27.)  H  =  H, 

nach  einem  Umlaufe  um  A     oder  Ic 

3  4 

(28.)  Ü  =  kH, 

wo  A  eine  rationale  Zahl  ist.  Da  die  Wurzeln  der  determinirenden  Funda- 
mentalgleichungen der  Gleichung  (2.),  No.  16,  reale  ganze  Zahlen  sind,  so 
ergiebt  sich,  dass  in  Gleichung  (28.)  A  nur  den  Werth  +1  haben  kann. 
Demnach  ist  H(a,b,c,d)  eine  eindeutige  Function  von  x.  Weil  aber  die 
Diiferentialgleichung  (2.),  No.  16  zu  der  Klasse  von  Differentialgleichungen 
Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  146*),  Gleichung  (12.),  gehört,  ergiebt  sich  hieraus 
H(a,b,  c,d)  ist  eine  rationale  Function  von  x. 


»)  Abh.  VI,  S.  186,  Band  I  dieser  Aasgiibo.    R.  F. 


Puchg,  matliom.  Werke.     III. 
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2  2. 

2i]     Die    zu    den    singulären   Punkten   Ji\,  l\,  k^,  k\    gehörigen    derterminirenden 
Fundamentalgleichungen    der    Gleichung  (2.)   ISo.  16    lauten    übereinstimmend 
(1.)  r'(r-l)(r-2)  =  0. 

Demnach  ist  nach  den  Gleichungen  (3.)  No.  16  und  den  Gleichungen  (9.) 
No.  1 8  in  der  Umgebung  von  x  =  k^ 

l  ^1  =  '>.i  +  ^y.iog(a^-^-.). 

(2.)  )      «'a    =    'J'^u 

in  der  Umgebung  von  x  =  k^ 

^  =  '!'..+ -7  y»  log  (^-Ä-,), 

7t  fr 

(3.)  :  1 

in  der  Umgebung  von  x  =  l\ 

■     f.  =  •>.s  +  -^y3log(a;-t,), 

^.  =  'i'.3+:;7y3log(a;-fcJ, 

w  ; 

«'3  =  '^3s-z^yJog{x-i;), 


'     ^"4  =  <}'43  +  -7  2/3  log  (a:  -  K) ; 
32]  in  der  Umgebung  von  x  =  l\ 

^.  =  '>.4  +  ^!/4log(a;-A-J, 

,     ^'.  =  '^»  +  -::jy4^os{x-7c,), 
(5.)  (  "» 

«'s     =     'l'34-37y4l0g(a;-A-J, 


::> 


"4     =      '^'4. 


ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.  51 

In  den  Gleichungen  (2.)  bis  (5.)  bedeuten  die  Grössen  6^^^  und  y  nach 
positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  \  fortschreitende  Reihen,  und  zwar  ist 

(6.)  y„  =  -zif(Äg-'-  +  ^f(i-„rH"'(i,)(a;-A-,)  +  ..., 

femer  sind  '^„(^J,  <}'^,(^\),  <1^,,(A-J,  <}'„(AJ  von  Null  verschieden. 

Die  Integi-ale  C  gehören  zu  derselben  Klasse  mit  den  Integralen  v  (vergl. 
No.  9  und  Gl.  (10.)  No.  17),  daher  bleiben  die  Gleichungen  (9.)  No.  18  be- 
stehen, wenn  Vj,  durch  C;  und  v^  durch  Q  ersetzt  wird,  und  es  ist  in  der  Um- 
gebung von  X  =  k^ 


(2a.)  <     ^«  =  X 


!1  I 


r    =  ■/    ■ 

'<  /AI  ) 


in  der  Umgebung  von  x  =  l\ 


(3a.) 


^3  =  7.32  -  ^  1^2  log  (a;-Ä-,), 
in  der  Umgebung  von  x  =  k^ 

(4a.)  (  ; 

^3  =  /.33-:i7lslog(2;-Ä-3), 
l     -1  =  Z«  +  ^T^,log(a;-Z-.); 

^  «4,   fr 

in  der  Umgebung  von  x  =  l\  [23 
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/      '.  =  /..,+  ^1^.1  log  (a;-Ä-J, 

(5a.)  \ 

^,  =  /.«• 

In    den    Gleichungen    (2a.)    bis   (5a.)    sind    die    Grössen  -/^^    und    t^^    nach 
positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  k^  fortschreitende  Reihen,  und  zwar  ist 

(6a.)  (V)x  =  fc„  =  -'^'■^Vf(Ä,)~% 

ferner  sind  V,JK)rLX^\),  lJK)rA,SK)  '■'^^  Null  verschieden. 

Ans    den    Gleichungen  (9.)  No.  18  folgt,    dass    nach    einem  Umlaufe    um 

a;  =  oo 

(7.)  v,  =  -v„    v,  =  -i\,    v,  =  -v,+  2v„    v,  =  -v,. 

Ferner  ist  die  zu  a"  =  oo    gehörige    determinirende  Fundamentalgleichung 
der  Gleichung  (2.)  No.  16 

(8.)  (r-\)(r-iy{r-i)  =  0. 

Demnach  ist  in  der  Umgebung  von  a;  =  cxs 

(2)  ]  ^  =  -"H.., 

wo  ^^^  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  —  fortschreitende  Reihen  bedeuten, 
von  denen  ^^^,  (J^^^,  <\i^^  für  x  =  oo  nicht  verschwinden. 
Alsdann  ist 

(9a.) 


^,  =  ^    '7..., 

c,  =  ^"^  ■/.,.- 

1       '     1              1 

^4     =     ^"^X..> 

24]  wo  /,^,  ^j,^,  y^^^,  y^^  nach  positiven   ganzen  Potenzen    von  —  fortschreitende 
Reihen  bedeuten,  wovon  die  drei  ersten  für  .v  =  oc  nicht  verschwinden. 
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5S 


23. 


Die  Functionen  a,  b,  c,  d,  f  genügen  der  Differentialgleichung 
(PQ      ,,  dQ      1  ,„,„     „ ,  div      „,, 


^^dx'  ^  '^  dx^  8'^    -n  "T  ^^ 


■-■  =  «-4?- "*■!?+ »■^"w +*■"•' 


wenn  wir 

(2.) 
setzen. 

Die    zu    den    singulären   Punkten   k\,  Ä,,  Z.'^,  ^^^    gehörigen    determinirenden 
Fundamentalgleichungen  der  Gleichung  (1.)  lauten  übereinstimmend: 

(3.)  r'ir-l){r-2y  ==  0. 

Die   zum   Punkte   x  =  oo    gehörige    determinirende  Fundamentalgleichung 
derselben  Gleichung  ist 

(4.)  (r-iy{r-2){r-3y  =  0. 

Aus    den  Gleichungen  (10.)  Xo.  18    ergiebt    sich    demnach    in    der  Umgebung 
von  X  =  Ä", 

a  =  .-!"' -^  log  (^-Ä-0, 


(5.) 


b  =  B'", 
d  =  D'", 

f  =  -F"'; 


in  der  Umgebung  von  x  =  l\ 


(6.) 


a  =  A^'^  +  -^{a-d)\og{x-1:,), 

b  =  B">  +  ~{a-d)  log  {x  -  k, ) , 

c   =  C"'  +  ^i-a+  2b  +  c  +  f)\og{x-k,), 

d  ^  n'''+Xia-d)\og{x-k,), 


f  =  F''>+^(-2b-c  +  d-f)\og{x-k,); 
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2s]  in  der  Umgebung  von  x  =  l\ 

a  =  .■l"'+^(26  +  c-f01og(x-7,-,), 

TT  * 


(7.) 


b  =  B"'  +  ^(a-c-(l-f)logiz-k,), 

TT  & 

c  =  c'''  +  X{-a  +  2b  +  2c  +  f)log{x-l-^), 
d  =  D"'  +  -X{a  +  2b-2d-f)\og(x-h,), 

TZtr 

f  -  r>'+X{-2b-c--d)log(x-l;); 


in  der  Umgebung  von  x  =  Ji^ 

a  =  A*^  +  -^{a  +  2h  +  c-d)\og{x  —  k^), 
h  =  JB-^-±(c  +  niog{x-kJ, 
(8.)  {     c  =  C"'  +  A(c  +  niog(-r-fcJ, 

d  =  D*^^X(a  +  2b-d-f)logix-k,), 

f  =  r''-^{c+f)iog{x-K). 

In  den  Gleichungen  (ö.)  bis  (8.)  bedeuten  A-"',  B"",  C^"',  D^"',  F""  nach  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  von  x  —  l\^  fortschreitende  Reihen.  Ebenso  sind  die 
Coefficienten  von  log{x  —  l\),  log{x  —  kJ,  \og(x  —  kJ,  \og{x  —  kJ  in  den  Glei- 
chungen (5.),  (6.),  (7.),  (8.)  nach  positiven  ganzen  Potenzen  bez.  von 

fortschreitende  Reihen,  welche  bez.  für 

nicht  verschwinden. 

Aus   den    Gleichungen  (10.)  No.  18    ergiebt   sich,   dass   nach   einem  Um- 
laufe um  .(•  =  oo 

(9.)  ä  =  a,     b  =  b.     c  =  c,     d^d^2a.     f  =  f-2c. 
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Es  ist  daher  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (4.)  in  der  Umgebung  von  ,x  =  oo 

a  =  x-'Ä"\ 
b  =  x-'B''\ 
c  =  x-'C"\ 


(10.) 


d  =  a;-I>'"'+ Alog-, 
7r^     °  X 


\     f  =  x-'F"'-~\og-, 

^  T.l  X 

WO  .4'*',  E'\  C**',  D'"',  F'"  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  ~  fort-  [26 
schreitende  Reihen  bedeuten,  von  welchen  die  drei  ersten  für  a;  =:  00  nicht 
verschwinden. 

24. 
Durch  Differentiation  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

(1.)  ^^=  '"' 

woraus  sich  ergiebt 

(2.) 


öC^   _      öi>i       1 


(1=1,2,3,4) 


^[^•.c„-.,cj  =  (;.-.,.)^-(c.-....)^. 


Nach  den  Gleichungen  (6.)  No.  18  ist  daher 


da        ,.  .  öü,       ,,  ,  öVj 


(3.) 


0-3- ^2^3) 


da; 


a:.  =(--^^'^^l^-(--^^-)e^ 


ö/' 


öa; 


(Cj-x?;,) 


öa:  ' 


Multipliciren   wir    die    erste    der   Gleichungen  (3.)    mit  x  —  l^    und    setzen 
^  =  A'j,  so  folgt,  wenn  wir  die  Bezeichnung 


(4-) 


U^)  = 


z  —  A"j 
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einführen,  aus  den  Gleichungen  (2.)  No.  22  und  (5.)  No.  23: 

(5-)  Wx  =  fc.=  -2/.('0/''*~ÄT- 

Multipliciren    wir    die    dritte    der  Gleichungen  (3.)  mit  x  —  h^    und   setzen 
X  =  k^,  so  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (2.)  No.  2  2  und  (5.)  Xo.  23: 

'^■^     dz 


(6.)  (a=t.  =  2/.(^-.)r 


\mF) 


27]  Durch  Multiplication  der  ersten  und  der  letzten  der  Gleichungen  (3.) 
mit  x  —  k^  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (3.)  No.  22  und  (6.)  No  23,  wenn 
wir  X  =  /.j  setzen, 

(7-)  (« - d)^ ^^  =  y, (Z-J  r  * -^ , 

(8.)  (_26-c  +  fZ-a^A,  =  -y.{K)C^-i$fT- 

Multipliciren   wir    die   beiden    ersten  der  Gleichungen  (3.)  mit  x  —  k^  und 
setzen  x  =  k^,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (4.)  No.  22  und  (7.)  No.  23: 

's      dz 


(9.)  (2&.+  c-d)^^j,^=  y,iK)  f  '  -^ , 

(10.)  {a-c-d-  f\  ^  j,^  =  if,{k,)J 


^*     dz 

Multipliciren  wir  endlich  die  beiden  ersten  der  Gleichungen  (3.)  mit 
x  —  k  und  setzen  x  =  k^,  so  ergeben  die  Gleichungen  (.'>.)  No.  22  und  (S.) 
No.  23: 


(11.)  (a  +  2b  +  c-d)^^j,^  =  y.{k.)j 


^i      dz 


^'     dz 


V-l-.C^-) ' 


(12.)  (c+a  =  fc.  =  -y.(/o/"-7= 


k,  ^m^) 
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25. 

Wir  wollen  mit  h  irgend  eine  der  Grössen  A'^,  Ä:^,  A-^,  1;^  bezeichnen.  Um 
die  Function  H{a,b,c,d)  (No.  21)  zu  bestimmen,  sind  nunmehr  die  Werthe 
der  Ableitungen  nach  li  von  den  Functionen  a,  b,  c,  d  für  die  singulären 
Punkte  X  =:^  Ji\,  k^,  k^,  k^  und  für  x  =  oo  zu  berechnen.  Wir  könnten  die- 
selben unmittelbar  durch  Differentiation  der  Gleichungen  (5.)  bis  (8.)  und 
der  Gleichungen  (lO.)  No.  23  nach  der  Variabein  /■•  erhalten  —  die  Zulässig- 
keit  dieser  Differentiation  liesse  sich  ohne  erhebliche  Schwierigkeit  erweisen  — 
aber  auch  der  folgende  Weg  führt  uns  schnell  zu  demselben  Ziele. 

Da  die  Integi'ale  «,  b,  c,  d,f  der  Gleichung  (1.)  No.  23  durch  die  Um- 
läufe um  ihre  singulären  Punkte  k^,  k^,  k^,  k^  die  Substitutionen  (10.)  No.  18  [28 
erleiden,  deren  Coefficienten  von  den  Werthen  der  Grössen  k^,  /.„,  k^,  k^  unab- 
hängig sind ,  so  wird  nach  No.  1 2   eine  Gleichung 

,^  ,  dw  ,  ,    dw       ,    d' IV        ,    d^w        .    d*  iv 

in  welcher  A^,  A^,  A„,  A^,  A,  nach  getroffener  Wahl  des  k  wohlbestimmte 
rationale  Functionen  von  x  sind,  durch  jede  der  Grössen  a,  b,  c,  d,  f  be- 
friedigt. 

Hieraus  und  aus  den  Gleichungen  (5.)  bis  (8.)  und  Gleichungen  (10.)  No.  23 
ergiebt  sich  demnach,  dass  die  Functionen  ^i  "5^")  ^i  -gT)  e"^  ^'^  ^^^  Umgebung 
von  X  =  A:  die  Form  P_  + Q^^log(a;  — AJ  und  in  der  Umgebung  von  .-r  =  00  die 
Form  P„+Q„ log—  haben,  also  in  der  Bezeichnungsweise  meiner  Arbeit*) 
■wie  F  beschaffene  Ausdrücke  sind. 

Setzen  wir  die  Differentialgleichung  (1.)  No.  23  in  die  Form 

worin  B^,  B^,  . ..,  B^  ganze  rationale  Functionen  von  x  und  den  Grössen  A;^ 
.sind,  und  differentiiren  diese  Gleichung  nach  k,  so  folgt 

/o^      Tj     ö'  /öiüN      ^     d*   /dtv\      ^     d'   idiv\      „     ä'    /dw\      „    d  /die 

■^    '  dk  "^  die    dx'  "^  die    dx*  '^  dk    dx'  "*"  dk    dx'  "^  dk   dx  '*'  dk  *"  "" 


*)  BoRCHARDTs  Journal,  Bd.  C6,  S.  155 '). 


1)  Abh.  TI,  S.  196,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  V. 
^'uclis.  inutbeni.  Werke.    III. 
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Ist  w  eine  der  Functionen  a,  h,  c,  d,  f,  so  ist  nach  den  Gleichungen  (5.) 
bis  (8.)  No.  23  tv  in  der  Umgebung  von  x  =  k  eine  wie  J^  beschaffene 
Function,  welche  zum  Exponenten  Null  gehört.  Ist  —  A  der  Exponent,  zu 
welchem  -J^-  gehört,  und  ist  A>  0,  so  gehört  -s-,-i-§r)  zum  Exponenten  —  A  — /•, 

während  -^-^  zum  Exponenten  —r  gehört.  Setzen  wir  also  in  Gleichung  (3.) 
für  w  seinen  in  einer  der  Gleichungen  (5.)  bis  (8.)  enthaltenen  Ausdrack  und 
für  -J^r  den  obigen  Ausdruck  P^  +  Q^^  log  (x  —  /r  ) ,  welcher  unserer  Annahme 
nach  zum  Exponenten  —  A  gehört,  so  ergiebt  die  Vergleichung  der  gleich 
hohen  Potenzen  von  x  —  k^  entweder  im  Coefficienten  von  log(x  —  k^)  oder  in 
29]  den  vom  Logarithmus  freien  Gliedern,  dass  A  die  Einheit  nicht  über- 
schreiten darf,  wenn  k  =  k  ,  und  dass  A  nicht  positiv  ist,  wenn  k 
von  k    verschieden. 

Auf  demselben  Wege  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen 
(10.)  No.  2  3,  dass  der  Exponent,  zu  welchem  -^  in  der  Umgebung  von  a;  =  00 
gehört,  niclit  grösser  als  die  negative  Einheit  ist. 

Die  oben  erwähnte  Coefficientenvergleichung  zeigt  übrigens  auch  —  wie 
nach  der  directen  Differentiation  der  Gleichungen  (5.)  bis  (8.)  No.  23  zu 
erwarten  war,  —  dass  im  Falle  /."  =  /r^  die  Summen 

da       da       db       db 

zu  einem  nicht  negativen  Exponenten  gehören. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  G{a,  b,  c,  d)  in  der  Umgebung  eines 
jeden  der  singulären  Punkte  ^'\,  ^\,  f'^,  k^  eine  wie  F  beschaffene 
Function  ist,  deren  Exponent  nicht  unter  die  negative  Einheit 
sinkt,  während  der  Exponent  von  G(a,b,  c,d)  in  der  Umgebung 
von  X  =  00  höchstens  den  Werth  —5  hat. 

Nach  Gleichung  (26.)  No.  21  ist 

(4.)  G{a,h,c,d)  =  aH(a,b,c,d). 

Wir  wollen  zunächst  bemerken,  dass  H  ausser  für  die  Werth e  x^k 
für  keinen  anderen  endlichen  Werth  von  x  unendlich  werden 
kann.  Ist  nämlich  x  =  ß  ein  von  den  k^  verschiedener  Werth,  für  welchen 
H  unendlich  würde,  so  müsste,  weil  G{a,b,c,d)  für  x  =  ß  einen  endlichen 
Werth  erhält,   a  für  x  =  ß  verschwinden.     Macht  x  einen  beliebigen  Umlauf, 
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und   gehen    dabei   a  und  G(a^b,c,d)  bez.  in  a  und  G(a,b,c,d)  über,    so   ist 
—  weil  nach  No.  21   H  eine  rationale  Function  von  x  —  nach  Gleichung  (4.) 

(5.)  G{a,h,c,(l)  =  an{a,b,c,d). 

Aus  dieser  Gleichung  ergäbe  sich,  dass  auch  «  für  x  =  ß  verschwinden 
müsste.  Ein  Werth  x  =  ß  aber,  für  welchen  jeder  Zweig  eines  Integi-als  der 
irreductibelen  Gleichung  (1.)  No.  2'A  verschwindet,  müsste  die  Function  '^{x) 
annuUiren,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

Aus  den  obigen  Entwickelungen  und  aus  den  Gleichungen  (5.)  bis  (8.) 
No.  23  folgt,  dass 

(6.)  H(x-l;)(x-]c,)ix-lc,)(x-l;)  =  H, 

für  keinen  endlichen  Werth  von  x  unendlich  werden  kann. 

Aus  denselben  Entwickelungen  und  aus  den  Gleichungen  (10.)  No.  23  folgt 
aber,  dass  H  für  x  —  oo  wenigstens  vierter  Ordnung  verschwindet.  Dem-  [30 
nach  ist  H,  eine  von  x  unabhängige  Grösse.  Da  H  nicht  identisch 
verschwinden  kann,  so  ergiebt  sich,  dass  diese  Function  für  x  =  oo  genau 
vierter  Ordnung  verschwindet. 

Vertauschen  wir  in  Gleichung  (2.)  No.  16  x  mit  A^,  so  erhalten  wir  die 
Diiferentialgleichung,  welcher  2/,j  ^/j)  ^31  V^  als  Functionen  von  h\  genügen. 
Wir  gelangen  also  durch  den  obigen  Schlüssen  analoge  Schlüsse  zu  dem  Re- 
sultate, dass 

Eik--x){k,-k,)iJc-Jc,){/c-]:J 

eine  von  k^  unabhängige  Grösse  ist.     Ebenso  folgt,  dass 

Hik-x)il;-]cJih-]c,){k,-Jc,) 

von  l\  unabhängig  wird. 
Setzen  wir  daher 

(7.)    (x-Jc,)ix-]c,){x-JcJix-K)ik-}c,){7c,-h,)ik-lcJih.-\)iK-K)  =  n, 

so  erhalten  wir 

(8.)  H{a,b,c,d)  =  ^, 

wo  A  eine  von  .r,  I>\,  h\  unabhängige  Grösse  bedeutet. 

8* 
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Nach  den  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  No.  20  und  der  Gleichung  (26.) 
No.  21  ist  daher 

(9.)  A  =  ^, 

wo  A  eine  von  x,  l\,  l\  unabhängige  Grösse  bedeutet. 

26. 
Wir    wollen    nunmehr    die    Functionen    a^  b,  c^  d,  f  in    ihren    realen    und 
imaginären  Bestandtheil  zerlegen,  also  setzen: 

(1.)     a  =  a, +  «,i,     h  =  b^  +  bj,     c  =  c^  +  cj,     d  —  d^  +  d,i,    f  =  f^  +  f,i. 

Setzen  wir  ebenso 
(2.)  X  =  x^  +  x,i, 

so  ergiebt  sich  aus  dem  Umstände,  dass  die  Coefficienten  der  Tabelle  (10.) 
No.  18  reale  Grössen  sind,  dass  es  erlaubt  ist,  in  dieser  Tabelle  a,b,c,d,f 
durch  ffj,  b^,  c^,  d^,  f^,  bez.  und  a,b,c,d,f  durch  a^,  b^,  c^,  7l^,  f^  bez.  zu  er- 
setzen, wenn  mit  a^,  b^,  c^^  d^,  f^  diejenigen  Werthe  bezeichnet  werden,  in 
welche  sich  die  realen  Functionen  a^,  b^,  c^,  r/,,  f^  der  realen  Variablen  x^,  x^ 
31]  verwandeln,  wenn  der  durch  die  Coordinaten  (x^,xj  bestimmte  Punkt  um 
je  einen  der  Punkte  l\,  \,  l\,  l\  einen  Umlauf  vollzieht.  Gleichermaassen  ist 
es  erlaubt,  in  derselben  Tabelle  a,  b,  c,  d,  f  durch  c,,  b^,  c^,  d^,  f^  bez.  imd 
a,  b,  c,  d,  f  durch  «,,  fe„,  c^,  d^,  f\  zu  ersetzen,  wenn  die  letzteren  Grössen  das 
bezeichnen,  was  aus  a^,  b^,  c^,  d^,  f^  durch  dieselben  Umläufe  von  {x^,x^)  wird. 

Die  Function  af+b^+cd  verschwindet  nach  den  Gleichungen  (7.)  und 
(8.)  No.  18  identisch  für  jedes  x  und  verwandelt  sich  durch  die  Umläufe  um 
die  singulären  Punkte  Ic    in  sich  selbst. 

Bilden  wir  daher  analog  die  Ausdrücke 

(3.)  9,  =  a,t\+b\  +  c,d, 

(4.)  «,  =  (hf,  +  bl  +  c,d„ 

so  ergeben  die  Verwandlungstabellen  für  «^  6,,  ...  und  a,,  b^,  ...,  von  welchen 
eben  die  Rede  war,  dass  die  realen  Functionen  'f,,  cp.^  der  realen 
Variablen  x^,  x,^  bei  Umläufen  des  Punktes  (•*',,■«',)  um  die  Punkte 
k    ungeändert  bleiben. 


I 
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Ihrer  Bedeutung   nach    bleiben   «^,5,,...  und  ^^,6^,  ...,   folglich  auch  cp 
und  cpj   ungeändert,   wenn  {x^,x^)   irgend    welche  Umläufe    um   andere  Punkte 
vollzieht. 

Demnach  sind  'f^,  cp^  eindeutige  Functionen  von  x^,  x  . 

Aus  der  Gleichung 

(5.)  af+h-  +  c(l  =  0    (s.   Gleichungen  (7.)  und  (8.)  No.  IS) 

folgt  durch  Trennung  des  realen  und  des  imaginären  Theiles 

i   («!  +  «D /■.  =  -  &,  [a6J  +  K (ab)  -  c,  [ad]  +  c,  (ad), 
(0.)  J 

(   (al  +  al)t]  =  —  &,  (al)  —  h.,  [ah]  —  c,  {ad)  -  c,  [ad] , 
wo 

{pq)  =  i\q.,-iKq„ 


(7.) 

[pq]  =  P,q,+P,q, 

gesetzt  ist.     Substituiren    wir    die  Werthe  von  f^  und  f^  aus  den  Gleichungen 
(6.)  in  (pj,  cp.^  (Gleichungen  '3.)  und  (4.)),  so  folgt 

(8.)  ?!(«!  + «2)  =  '■P2(«i  +  «2)  =  iahy-  +  (ad){ac). 

Hieraus  ergiebt  sich  zunächst,  Avie  auch  unmittelbar  aus  Gleichung  (5.) 
sich  ergiebt, 

(9-)  ?»  --  ?.• 

Setzen  wir  demnach 

(10-)  ?2     =     ?!=?, 

SO  lautet  die  Gleichung  (S.) 

(11.)  ?(«!+«!)  =  {ahy-+{ad)(ac)  =  7?. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  die  wichtige  Folgerung,  dass  das  [32 
"Vorzeichen  der  Function  R  für  eine  beliebige  Stelle  {x^,xj  nach 
Vollziehung  beliebiger  Umläufe  ungeändert  bleibt. 

•27. 

Aus  den  Gleichungen  (5.)  bis  (8.)  und  (10.)  No.  2;?  ergiebt  sich,  dass  in 
der  Umgebung  von  x  =  k^ 
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in  der  Umgebimg  von  x  =  Ä-^ 

(2.)     9  =  ^[{a-d,)i-2h-c,  +  cl,-Q-ia,-d,){-2b,-c,  +  d,-Q]los9,+  r„ 
in  der  Umgebung  von  ./'  =  /.j 

in  der  Umgebung  von  x  =  k^ 

(4-)      ?  =  |[(c.  +  /-.)(a,+  2&,4-c,-c7,)-(c,-r/;)(a.-2&.  +  c.-(?.)]logp.-r,, 
in  der  Umgebung  von  x  =  oo 

(5.)  9  =  -(c,a2-c,ai)logp,+  r^. 

Wir  haben  hierbei  in  der  Umgebung  von  x  =  k^ 

(6.)  :r-Z-.  =  p.,A* 

und  in  der  Umgebung  von  x  =  co 

/-  \  •'■  '^-» 

('•)  -^  =  ^''- 

gesetzt.  Die  Grössen  r  und  r  erhalten  für  o  =  0,  bez.  g  =  0  endliche 
Werthe. 

Aus  den  Gleichungen  (1.)  bis  (5.)  ergiebt  sich: 

Das  Vorzeichen  von  »  in  hinlänglicher  Xähe  von  A'^  ist  übereinstimmend 
mit  dem  Vorzeichen  des  imaginären  Theiles  von  —-4,  demnach  nach  den  Glei- 
chungen (5.)  und  (6.)  Iso.  24  mit  dem  Vorzeichen  des  imaginären  Theiles  von 


(8.)  a    =   f'' -JL.  :  f'' -^ 


33]     In  hinlänglicher  Nähe  von  k^  ist  das  Vorzeichen  von  9  übereinstimmend 
mit  dem  Vorzeichen  des  imaginären  Theiles  von 

-2b-c  +  d-f 
a-d 

demnach  nach  den  Gleichungen  (7.)  und  (S.)  Xo.  24  mit  dem  Vorzeichen  des 
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imaginären  Theiles  von 

.  .-         Z^'     dz 

(9.) 


-J-,!^) 


In  hinlänglicher  Nähe  von  l\  ist  das  Vorzeichen  von  <f  übereinstimmend 
mit  dem  Vorzeichen  des  imaginären  Theiles  von 

a—c—d—f 


2h  +  c-d 


demnach  nach  den  Gleichungen  (9.)  und  (10.)  No.  24  mit  dem  Vorzeichen  des 

^*     ds         /•''■»     dz 


imaginären  Theiles  von 


(10.) 


—    c    ^^     c    ^^ 


In  hinlänglicher  Nähe  von  /."^  ist  das  Vorzeichen  von  cp  übereinstimmend 
mit  dem  Vorzeichen  des  imaginären  Theiles  von 

a  +  2h  -\-  c  —  d 

demnach   nach  den  Gleichungen  (11.)  und  (12.)  No.  24    mit    dem  Vorzeichen 
des  imaginären  Theiles  von 

•^■j     dz        r^3     dz 


(11.)  „^  =  p^:r 


Endlich  ist  in  hinlänglicher  Nähe  von  x  ^=  oo  das  Vorzeichen  von  cp 
übereinstimmend  mit  dem  Vorzeichen  des  imaginären  Theiles  von  —  — ,  dem- 
nach mit  dem  Vorzeichen   des  imaginären  Theiles  von 

''"*     dz        r^^    dz 


<-)         "---rwTi-i 


Die  Grössen  «j,  «,,,  u^,  a^,  u^  sind  Quotienten  von  elliptischen  Periodicitäts- 
moduln.  Jede  derselben  lässt  sich  diu'ch  Anwendung  einer  linearen  Sub- 
stitution in  die  Form  —  —  t  bringen,  nach  der  Bezeichnungsweise  meiner  [34 
Arbeit*).  Nach  den  Ergebnissen  dieser  Abhandlung  ist  also  der  imaginäre 
Theil  der  Grössen  e^,  k^,  k^,  «^,  «^  negativ. 


*)  BoRCH.\RDTS  Journal,  Bd.  83,  S.  13  •)• 


1)  Abb.  XXIV,  S.  85  ff.,  Band  II  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
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Es  ergiebt  sich  also: 

Die  Function  cp  ist  in  hinlänglicher  Nähe  der  Punkte  r  =  k^ 
nnä  X  =  oo  negativ. 

28. 
Aus  den  Gleichungen  (5.)  bis  (8.)  und  (10.)  No.  23  ergiebt  sich,  dass  in 
der  Umgebung  von  x  =  Ix\ 

(1.)  {aä)==  -^(dl  + dl)  log  Q,  +  s„ 

in  der  Umgebung  von  x  =^  \ 

(2.)  (ad)  =  -  ^\(a,- d,y  +  {a,-dj\  hg  Q,  +  s„ 

in  der  Umgebung  von  x  =  1:^ 

(3.)      (ad)  =  l,\(2h,  +  c-d,)(cK-c,-d„-Q-{2b,+c,-d,){a-c,-d,-Q\ilosQ,y 

+  6;iogp,  +  s,, 

in  der  Umgebung  von  x  =  l\ 

(4.)      (ad)  =  -^[(a^+2b,  +  c-dJ(e,  +  Q-(a,+  2h,+  c-d,)(c,  +  f,)](hsQ,y 

+  s;iogp,-f  s,, 

endlich  in  der  Umgebung  von  a;  =  oo 

(5.)  (ad)  =  --(«!  + aj)  log  p,  +  .«,. 

Die  Grössen  s  und  s  sind  für  o  =  0  bez.  p  ::=::  o,  und  ebenso  s[,  s'  bez. 
für  P3  =  0,  p^  =r  0  endlich. 

Aus  den  Gleichungen  (1.)  bis  (5.)  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung 
der  Gleichvmgen  (3.)  und  (4.)  voriger  Nummer,  dass  (ad)  sowohl  in  hin- 
länglicher Nähe  der  Punkte  l\^  als  auch  in  hinlänglicher  Nähe 
von  a^  =  00  einen  positiven  "Werth  hat. 

29. 

Die  Function  cp    ist   für   jeden    nicht    singulären  Werth    von  .r 

35]  von  Null  verschieden,  so  lange  die  Grössen  k^  endlich  und  von 

einander   verschieden.     Nun    haben    wir    in  No.  2  7    bewiesen,    dass    9    in 

der  Nähe   von  a;  =  cjo  und   von  ,r  =  k    nesativ   ist.     Da   aber   diese  Function 
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in    einer  nicht   singulären  Stelle    ihr  Vorzeichen   nur  wechseln  könnte,    wenn 
sie  daselbst  verschwände,  so  ergiebt  sich: 

I.  So  lange  die  Grössen  k^  endlich  und  von  einander  ver- 
schieden sind,  ist  9  stets  negativ. 

Aus  Gleichung  (U.)  No.  2  6  ergiebt  sich  daher: 

II.  Unter  derselben  Voraussetzung  haben  die  Grössen  (ac),  {ad) 
entgegengesetzte  Vorzeichen. 

III.  In  einer  nicht  singulären  Stelle  kann  keine  der  Grössen 
{ac),  (ad)  verschwinden,  weil  sonst  nach  Gleichung  (1 1.)  No.  26  daselbst  9 
einen  positiven  Werth  annehmen  müsste. 

Da  nach  Xo.  2S  (ad)  in  der  Xähe  der  singulären  Stellen  positiv  ist,  so 
ergiebt  sich  aus  Satz  III. : 

TV.  Unter  derselben  Voraussetzung  wie  in  I.  und  II.  ist  ausser- 
halb der  singulären  Stellen  {ad)  stets  positiv  und  {ac)  negativ. 

Wir  wollen  den  Coefficienten  von  i  einer  Grösse  z  mit  I{z)  bezeichnen, 
dann  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (5.)  bis  (8.)  und  Gleichungen  (10.) 
No.  23: 


0, 


4~ 


Hieraus  folgt: 

V.  In  einem  der  Punkte  k^,  k^,  k^,  k^  und  in  x  ^  cx>  ist  entweder 
'f  gleich  Null  oder  I[-^]  unendlich. 

Die  Grössen  a,  b,  c,  d,  f,  als  Functionen  einer  der  Grössen  k^  aufgefasst, 
erleiden  für  die  Umlävife  dieser  Vaiiabeln  dieselben  Substitutionen,  welche  in 
den  Gleichungen  (10.)  No.  18  angegeben  sind.  Es  gelten  daher  die  Sätze  I — IV, 
wenn  wir  x  mit  k  vertauschen.  Diese  Sätze  können  wir  alsdann  folgender- 
massen  zusammenfassen: 

VI.  So  lange  die  Grössen  x,  k^,  k^,  k^,  k^  endlich   und   unter  eiu- 

Fuchs,  raathem.  Werko.    m.  9 


Für  X  =;  A"j,  k^ 

(1-) 
für  a;  ==  k^,  k^ 

^fö  =  ».  <^  ^ 

(2.) 
für  a.  =  CO 

<^)--©'  '{^ 

(3.) 

i   —    =  oo. 

66  ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHCNGEK. 

ander  verschieden  sind,  haben  die  Grössen  J(t,), /(—C), /(?)'— /(tJ/(—C) 
stets  das  negative  Vorzeichen. 

36]  In  der  Theorie  der  AsELschen  ^Functionen  werden  Grössen  ö„,o,.  =  «„,a„ 
betrachtet*),  welche  mit  unseren  Variabein  I,  t;,  C  in  folgendem  Zusammen- 
hange stehen: 

«11  =  -i',     «,j  =  -~i|,     «2«  =  --ir,. 

Die  in  den  obigen  Theoremen  enthaltenen  Resultate,  in  diese  Bezeichnungs- 
weise übertragen,  liefern  den  Satz,  dass  der  reale  Theü  der  quadratischen 
Form  öjj?«'+ 2flj, wiH +  rt,,n*  (ni,  n  reale  ganze  Zahlen)  eine  definite  Form  mit 
negativem  Werthe  ist.  Dieses  Theorem,  welches  zuerst  Riemanx**)  mit  anderen 
Hülfsmitteln  bewiesen,  hat  sich  also  in  unserer  Untersuchung  als  eine  Eigen- 
schaft der  Functionen,  welche  gewissen  linearen  Differentialgleichungen  ge- 
nügen, ergeben,  gleich  wie  wir  das  Theorem  von  den  Periodenrelationen***) 
in  Xo.  1 S  unserer  Untersuchung  ebenfalls  als  einen  Ausfluss  aus  den  Eigen- 
schaften der  Integrale  linearer  Differentialgleichungen  erkannt  haben. 

30. 

Wenn  wir  den  Satz  V.  voriger  Xummer  auf  £,  t^  C  als  Functionen  der 
Variabein  x,k^,k^  übertragen,  so  lautet  derselbe: 

I.  Wenn  zwei  der  Variabein  x,  k^,  Ä^  unter  einander  oder  gleich 
einer  der  Grössen  k^,  k^  oder  wenn  eine  der  Variabein  unendlich 
wird,  so  ist  entweder  7(C)  =  oc  oder  /(£)'- /(r^)  7 (- ')  =  0. 

Xach  Gleichung  (11.)  Xo.  26  ist 

(1.)  m-iMi^:)  =  ^- 

AVenn  x  unzählig  viele  Umläufe  vollzieht,  derart  dass  eine  oder  mehrere 
der  Grössen  |,  r,,  Q  von  .r  unabhängig  werden,  so  wird,  da  »  ungeändert  bleibt, 
die   rechte    Seite    der    Gleichung  (1.)    verschwinden,    folglich    auch    die    linke. 


*)  RiEMAXX,  Ab.  F.,  No.  18'). 
**)  A.  a.  0.,  No.  21 »). 
***)  RiEMAXX,  a.  a.  0.,  No.  20'). 


1)  Kiemanns  Werke,  n.  Anfl.  (1S92),  S.  129.    K.  F. 

2)  A.  3.  0.,  S.  131— 1S2.    R.  F. 

3)  A.a.O.,  S.  131.    B.  F. 
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—  Wenn    |,  tj,  C    auch    als    Functionen    der   Veränderlichen    Ji\,  A^    betrachtet 
werden,  so  lässt  sich  dieses  Resultat  folgendei-massen  aussprechen: 

n.  Wenn  die  Veränderlichen  .r,  A^, /.\  solche  Umläufe  in  un- 
endlicher Anzahl  vollziehen,  dass  eine  oder  mehrere  der  Grössen 
I,  T,,  C  von  einer  oder  mehreren  dieser  Veränderlichen  unab- 
hängige Werthe  annehmen,  so  wird 

(2.)  i{ty-iMi{-:)  =  0. 

31.  [37 

Wir  haben  es  in  No.  20  ausgesprochen,  dass  cr,k\,k^  eindeutige  Functio- 
nen von  I,  y;,  C  sintl,  und  bemerkt,  dass  wir  den  Beweis  dieses  Satzes  im 
Wesentlichen  nach  der  Methode  liefern  wollen,  welche  wir  flu-  die  elliptische 
Modulfunction*)  angewendet  haben.  Diese  Methode  war  im  Wesentlichen 
die  folgende. 

Sind  r^j,  q^  die  dort  näher  bezeichneten  Fundamentalintegrale  der  Diffe- 
rentialgleichung   der   Periodicitätsmoduln    mit    der    unabhängigen  "N'ariabeln  ?f, 

so  beweisen    wir   zuerst,    dass    der   reale  Theil  des  Quotienten  H  =  —  in  der 

...  .  "" 

Nähe    der    singulären    Punkte    7(  ^  0,  1,  cc    positiv   ist.      Bezeichnen    wir    den 

realen  Theil  von  H  mit  3i(H),  so  kann  es  kein  Gebiet  F  geben,  innerhalb 
dessen  3i(H)  negativ  ist.  Denn  es  müsste  an  der  Begrenzung  von  F,  wo 
9{(H)  sein  Vorzeichen  wechselt,  9i(H)  verschwinden.  Wir  zeigen  aber  da- 
selbst, dass  das  Vorzeichen  von  9t (H)  vom  Wege  der  Variabein  ?/  unab- 
hängig ist.  Wir  können  nun  den  Umlauf  von  n  so  wählen,  dass  innerhalb 
r  die  Function  H,  also  auch  8i(H)  nicht  unendlich  wird.  Weil  aber  inner- 
halb r  keiner  der  Punkte  tt  =  0,  1,  co  sich  befindet,  so  müsste  9v(H)  inner- 
halb r  identisch  verschwinden.  Wir  zeigen  dann,  dass  für  unendlich  viele 
Umläufe,  welche  H  von  tt  imabhängig  machen,  9i(H)  gegen  Null  convergirt. 
Der  Gesammtwerthvorrath ,  den  H  für  alle  möglichen  Umläufe  von  ii  erhält, 
befindet  sich  daher  auf  der  positiven  Seite  der  lateralen  H-Axe.  In  diese 
Axe  fallen  auch  die  Werthe  von  11,  welche  ti  =  Q,  n  =  1  entsprechen.  Für 
die  Function   ti   von    H,    wie    sie    durch    die  Differentialgleichung    zwischen   u 


*)  BoECHARDTs  Journal,  Bd.  83,  S.  13'). 


1)  Abb.  XXIV,  S.  83,  Bud  n  dieser  Asegübe.    B.  F. 
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und  H*)  (lefinirt    wird,    sind   aber  u  —  0,  i   die  einzigen  wirklichen  singulären 
Punkte.     Demnach  ist  u  eine  eindeutige  Function  des  Werthvorrathes  H. 

Genau  ebenso  verfahren  wir  in  der  Frage,  die  uns  gegenwärtig  beschäftigt. 
Aus  den  Gleichungen  (2.)  No.  20,  und  aus  den  Sätzen  am  Schlüsse  der  Xo.  21 
und  am  Schlüsse  der  No.  25  Gleichung  (9.)  folgt,  dass  die  einzigen  Singu- 
laritäten der  Grössen  x,  k^,  k^  als  Functionen  der  unabhängig  von  einander 
sich  ändernden  Grössen  |,  vj,  C,  durch  das  Zusammenfallen  zweier  der  Grössen 
X,  \^  k^,  k^,  k^  oder  das  Unendlichwerden  einer  oder  mehrerer  derselben  erhalten 
werden.  Nach  No.  29,  Satz  VI.  ist  der  Gesammtwerthvorrath  V  der  Mannig- 
faltigkeit I,  1],  C,  wenn  die  unabhängigen  Variabein  x,  Ä;^,  k^  beliebige  Wege  be- 
schreiben, so  beschaffen,  dass  /(v]),  /(— C),  /(?)'  — /(tj) /(— C)  negativ  bleiben. 
38]  Diejenigen  Werthe,  welche  durch  unzählig  viele  Umläufe  von  x,k^,k^  von 
solcher  Beschaffenheit  erzielt  werden,  dass  eine  oder  mehrere  der  Grössen 
I,  ■/],  C  von  einer  oder  mehreren  der  Grössen  x,  Ä^,  ä:^  unabhängig  werden, 
liegen  auf  der  Begrenzung  von  V  (Satz  11.  No.  30).  Für  diese  Werthe  ist 
nämlich  I(|)'— /(v])  7(— C)  =  0.  Ebenfalls  auf  der  Begrenzung  liegen 
die  oben  bezeichneten  singulären  Stellen  von  x,  k^,  k^  als  Functionen  von 
S,  7],  C  (Satz  I.  No.  30).  Für  diese  ist  nämlich  entweder  /(C)  =  oc  oder 
/(l)""  — 7(y])  7(— C)  =  0.  Hieraus  folgt:  die  Variabein  x,  k^,  k^  sind  ein- 
deutige Functionen  des  Werthvorrathes  V  der  Mannigfaltigkeit 

In  der  That  sind  diese  Functionen  x,  A-^,  k^  vermittelst  der  Thetafimction 
als  eindeutige  Functionen  von  |,  "/],  C  darstellbar. 

(Fortsetzung  folgt)  ^). 

*)  S.  I.e.  p.  25*). 


I)  Diese  Fortsetzung  ist  nicht  erscfaieneu.    B.  F. 
S)  S.  98,  Band  II  dieser  Ausgabe.    E.  F. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt  nach  der  Druckfehler  -  Berichtigung  zur  Mittheiluug  vom  1.  November  1888 
(No.  1  —  7),  die  mein  Vater  selbst  am  Schlüsse  der  Mittheilung  vom  13.  December  (Sitzungsberichte 
1888,  S.  1290)  gegeben  hat : 

S.  11,  Gleichung  (2.)  rechter  Hand  —  1  an  Stelle  von  +1, 
.,    13   ist  in  Gleichung  (P'.)  hinter  V  das  Zeichen  ±  hinzugefügt. 
Ferner   wurde ,   von    einigen   Druckfehlern ,    die   stillschweigend    verbessert   wurden ,    abgesehen. 
Folgendes  verändert: 

S.    3,  Zeile  1  Bedeutet  statt  Bedeuten, 

„     5   vrarde  hinter  Gleichung  (5.)  {  ]         '"''  )  hinzugefügt, 

„    10,  Zeile  4  v.  u.  wird  statt  werden, 

„    14,      .,      9  wurde  »der«  vor  Gleichung  eingefügt, 

„    16,      „      3  v.  u.  wurde  »y  ein  Integral  von  (l.)<  eingefügt, 

„    21,      „      4  V.  u.  wiurde  »das  den  Gleichungen  (2.)  genügt«  eingefügt, 

„   22,      „      1  den  Gleichungen  statt  der  Gleichung, 

Gleichung  (9.)  wurde  (a  =  1,2,  ...,m)  angefugt, 
Zeile  8  v.  u.  finden  statt  findet, 
„      7  v.  u.  Gleichungen  statt  Gleichung ;  dasselbe   noch  an   einigen   anderen  Stellen, 
„24,      „      5  wurden  die  im  Original  hinter  W  stehenden  Worte :  »einen  Umlauf  von  x  um« 

gestrichen. 
„   25,  Gleichung  (1.)   rechter   Hand   -4,,,,  4,-,,  ...,  A,2n-i    statt    A^o,  .4,,,,  ...,  j4„,2„-,    und 
(i  =  1,2,  ,..,2n)  statt  (a  =  1,2,  ...,2m), 
Gleichung  (Sj.)  wurde  (o  =  1,  2, .. .,  r)  angefügt, 
Zeile  13  genügt  statt  genügen, 
„        5  v.  u.  D,o,  D,i ,  •  •  •  >  A, v-i  statt  D„o ,  Au  >  •  ■  •  i  A.v-i , 
„    26,      „        4  (s.  No.  4)  statt  (s.  No.  5), 

„        (>  wurde  »von  x  unabhängige«  eingefügt, 
„    29,      „        8  wurde  »in«  vor  Borchardts  Journal  eingefügt, 
„    83,      „        2,  6,  16  niedrigerer  statt  niedriger, 
„    34,      „        5  »die  s.j«  statt  %  und  »den  /;.a«  statt  /jj,, 
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S.  35,  Zeile    8  ist  das  Wort  >be2eichnetenc  vor  Umlaufe  weggelassen, 

„        3  V.  u.  >mussc  statt  müsse, 
„    37,      „        5  V.  u.  ihre  Ableitungen  statt  die  Ableitungen, 
„    39,      „      11  V.  u.  zwischen  o,,  C3  >und«  eingefügt, 
„    41,      „      13  V.  u.  >von  a-  unabhängige«  vor  Werthe  eingefügt, 

„      11  V.  n.  Ist  statt  Sind, 
„    42,  Gleichung  (15.)  -aj^"^-^^)  statt  +J^-^^), 

„    43,  Zeile  15  eines  Fondamentalsystems  statt  des  Fondamentalsystems, 

„    46,      „        1  »angegebcnenc  vor  Umlaufe  gestrichen, 

^    47,      „        5  V.  u.  wurde  Gleichung  (13a.)  M  =  y(b-  +  cd)  hinzugefügt, 
„       4  V.  u.  wurde  zu  Anfang  »sein«  eingefügt, 

„    52   in  der  dritten  der  Gleichungen  (9.)  —  statt  +, 
in  der  dritten  der  Gleichungen  (9a.)  —  statt  +, 

„    57,  Zeile  11  ihre  singulären  Punkte  statt  die  singulären  Punkte  derselben, 

„    60,      „      10  V.  u.,   S.  62,  Zeile  1   und  7  v.  u.,   S.  63,  Zeile  6  ist   »den«   vor  Gleichungen 
eingefügt, 

„    61,      „        3  V.  u.  ^'o.  23  statt  Ko.  18, 

„    63,  Gleichung  (11.)  die  obere  Grenze  im  zweiten  Integral  k^  statt  Ar,, 

„    65,  Zeile    9  wtirde  »sonst«  nach  weil  eingefügt, 

„      18  vor  Gleichung  (1.)  x  =  k,,  k^  statt  a;  =  t, , 
„      20  vor  Gleichung  (2.)  x  =  k^,  k^  statt  a;  ==  Ä:,,  ij,  fc«, 
Gleichung  (3.)  j(—)  =  00  statt  j(-^\  =  0, 

Zeile    7  V.  u.  j( — j  unendlich  statt  J^(— )  ^uU, 

„66,      „        6  V.  u.  J(C)  =  00  statt  J(:)  =  0,  ebenso  S.  68,  Zeile  7  v.  u. 

2)  Was  die  Einführung  der  zu  einer  linearen  Düferentialgleichung  gehörigen  Klasse  (Xo.  9,  S.  17)  im  An- 
schluss  an  die  beiden  nachgelassenen  Arbeiten  Ri£ma>">;s  »zwei  allgemeine  Sätze  über  lineare  Differential- 
gleichungen mit  algebraischen  Coefficienten«  (Rizsi-tSKs  Gesammelte  Werke,  zweite  Auflage  ;iS92 , 
S.  380)  anbetrifft ,  so  ist  dazu  Folgendes  zu  bemerken :  Mein  Yater  bedient  sich  hier  der  Bezeichnung 
»Klasse«  in  einem  etwas  anderen  Sinne,  als  sie  ursprünglich  von  Riemanx  gedacht  war.  Nach  RiE- 
MANX  gehören  lineare  Differentialgleichungen,  deren  Lösungen  an  keiner  Stelle  von  unendlich  hoher 
Ordnung  unendlich  werden,  zu  derselben  Klasse,  wenn  sie  nicht  nur  in  allen  Verzweigungsstellen  ihrer 
Integrale ,  sondern  auch  in  denjenigen  Unendlichkeitsstellen  übereinstimmen ,  wo  sich  die  Integrale  wie 
rationale  Functionen  verhalten.  Mein  Yater  aber  bezeichnet  weitergehend  Differentialgleichungen,  deren 
Lösungen  keinen  Punkt  der  Unbestimmtheit  besitzen,  als  zu  einer  Klasse  gehörig,  wenn  ihre  Integrale 
dieselben  Terzweigungsstellen  besitzen.  Für  diesen  weiteren  Begriff  hat  Herr  PoI^■CARE  (Acta  Mathemanca, 
Bd.  5,  1884,  S.  212)  die  Bezeichnung  espece  (von  Herrn  Schlesinger  mit  »Art«  übersetzt)  eingeführt. 
Man  vgl.  über  diese  Bezeichnungen:  L.  Schlesinger,  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen Bandn,,  No.  164  und  Xo.  222; 

3)  Zu  dem  in  Ko.  12,  S.  24,  Gleichungen  (7.),  (8.)  und  (9.)  gegebenen  Nachweis,  dass  die  Ableitungen  —^ 

ok 

der  Elemente  eines  Fundamentalsystems  nach  einem  Parameter  k  keine  anderen  Singularitäten  besitzen 
als  ya  selbst,  ist  Folgendes  zu  bemerken:  Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (9.) 

dy^^  J_  rdf^{,,k)     dz 
dk  2-iJ       dk       i-x' 
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•wo  das  Integral  über  die  Begrenzung  W  eines  Gebietes  erstreckt  ist,  in  welchem  kein  singiilärer  Punkt 
der  Diflerentialgleichung  sich  befindet,  setzt  das  zu  Beweisende  schon  voraus,  da  diese  Gleichung  nur 
besteht,  wenn  -~^  innerhalb  W  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist. 


ök 


Spa 


Dass  die  Functionen  —~  als  Functionen  von  x  in  der  That  keine  anderen  Singularitäten  als  die 
Functionen  y^  selbst  besitzen ,  so  lange  der  Parameter  k  innerhalb  gewisser  Grenzen  bleibt ,  folgt ,  wie 
Herr  Schlesinger,  Handbuch  u.  s.  w.,  II,,  No.  228,  gezeigt  hat,  aus  den  Untersuchungen  des  Herrn 
PoiNCARi:  (Acta  Mathematica ,  Band  IV,  S.  212  ff.  Vgl.  hierzu  auch:  Schlesinger,  Handbuch  u.  s.  w.. 
Band  I,  Xo.  85  und  lOG). 
4)  Zu  dem  in  No.  13  gegebenen  Nachweis,  dass  die  Gleichung  (H.)  —  die  jetzt  sogenannte  n'«  Associirte 
der  Gleichung  (A.)  —  reductibel  sein  muss,  wenn  (A.)  den  Anforderungen  («.)  in  No.  11  genügt,  ist  zu 
bemerken,  dass  dieser  Beweis  und  überhaupt  der  Satz  von  der  Reductibilität  der  «ten  Assocürten  nicht 
richtig  ist.  In  der  Einleitung  zu  der  Mittheilung  vom  17.  März  1898  in  den  Sitzungsberichten  der 
Akademie  1898,  S.  222  sagt  mein  Vater:  »Es  möge  bei  dieser  Gelegenheit  bemerkt  werden,  dass  sich  in 
die  Mittheilnng  in  den  Sitzungsberichten  1888,  S.  1284,  Gleichung  (15.)  bis  (21.)  ein  Rechenfehler  ein- 
geschlichen hat,  welcher  den  dort  gegebenen  Beweis  beeinträchtigte.  Dieser  Rechenfehler  ist  der  folgende : 
Aus  den  Gleichungen  (6.)  der  No.  13,  S.  26  folgt,  dass  für  ein  Fundamentalsystem  f^^,  wenn  f  von  x  unab- 
hängig ist,  die  Grössen  B^i  dieselben  bleiben  wie  für  1^,  wenn  a^ß,  dass  dagegen  2>^„  durch 
^aa  +  T'^  z«  ersetzen  ist.    Demnach   tritt  an   Stelle  von  -/(t),   für  /Ij,   nicht  f-/(t)  +  2-^Z'{t), 

sondern  z(0  +  -t-Xz'(0-    Dann  lautet  aber  die  Gleichung  (16.),  S.  27 


Statt  (18.)  ist  zu  setzen 
Also  ist 


11.(0  =  'h(t)  +  yß)  +  j^Z'(t). 

MO  +  zcO  =  (n-ff)z'(t). 

2    df 


Die  Gleichung  (17.)  ist  also  selbstverständlich,  wenn  (12.)  erfüllt  ist.  Es  lässt  sich  in  der  That 
zeigen,  dass  für  jedes  Fundamentalsystem  H(()  =  y'L\t)  ist,  so  dass  man  auf  diese  Weise  die  Reduc- 
tibilität der  «ten  Assocürten  nicht  erschUessen  kann.  Mein  Vater  ist  später  noch  einmal  auf  den 
Gegenstand  zurückgekommen  in  der  Mittheilung  vom  9.  März  1899,  wo  er  die  nothwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  für  die  Reductibilität  der  «t«ii  Assocürten  entwickelt. 

Die  folgenden  Untersuchungen  über  die  Periodicitätsmoduln  der  ultraelliptischen  Integrale  bleiben 
durch  den  angegebenen  Fehler  unbeeinflusst ,  da  ja  für  deren  Differentialgleichung  4'e''  Ordnung  die 
Reductibilität  der  zweiten  Assocürten  unmittelbar  durch  das  Vorhandensein  eines  rationalen  Integrals 
bewiesen  wird. 
5)  Zu  No.  21,  S.  48,  Gleichung  (15.)  möchte  ich  zum  besseren  Verständniss  die  genauere  Untersuchung,  welche 
ergiebt,  dass  y  ==  0,  hier  zum  Abdruck  bringen,  so  wie  sie  sich  im  handschriftlichen  Nachlass  meines 
Vaters  gefunden  hat: 

Setzen   wir   auf  beiden    Seiten    der  Gleichung  (14.)   /' =  0,  d—  0    und 

für  lt.  h,  c  Werthe,  welche  den  Gleichungen 

m'a  +  i)i[b  +  m[c  =  0, 

ua  +  «,  6  -I-  «2 ','  =  0 
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genügen,  so  folgt,  dass  entweder  y  =  0  oder  m' =  ?.a,  m'^  =  >.u^.  Setzen 
wir  auf  beiden  Seiten  von  (14.)  /=  0,  c  =  0  und  für  «,  h,  d  AVerthe,  welche 
sich  aus  den  Gleichungen 

m'a  +  m\h  +  m'^d  =  0, 
aa  +  u^h  +  a^d  =  0 

ergeben,  so  folgt  wiederum,  wenn  nicht  y  =  0,  dass  ??«' =  A«,  m'^=^ka^. 
Setzen  wir  endlich  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (14.)  a  —  0,  d  =  ü 
und  für  J,  c,  f  Werthe,  welche  den  Gleichungen 

m\b  +  m[c  +  m[f  =^  0, 

a^b  +  a.,c+  ccj'  =  0 

genügen,  so  folgt,  wenn  nicht  y  =  0,  dass  tn'^  =  ?.a^,  ?)i[  =  ?.u^.  Es  ist  dem- 
nach, wenn  nicht  y  verschwindet,  identisch 

m'a  +  m'^c  +  m'^  d  +  J«,  /'  =  A  (an  +  «,  c  +  «3  f/  +  «,  f). 

Ebenso  ergiebt  sich,  dass  unter  denselben  Umständen 

na+  n^c+  n^d+  nj'  =     ^{aa+  a^c+  u^d+  a^f}, 
Dl" a  +  m" c  +  m'g d  +  m'^ f  =^   v {m'a ■\-m'^c  +  m'^ d  +  m'^ f) 

=  Av(«a+  a,^c+  a,d  +  uj). 
Setzen  wir  also 

ua  +  cc,c  +  a^d  +  a^f  =  V, 

so  geht  (14.)  über  in 

{XvV+m';h){V+a^h)-{{iV+n,h){ir+m',l)  =  y{nf+¥  +  cd); 

diese  Identität  kann  aber  nur  bestehen,  wenn  y  =  0. 

6)  Die  Theile  dieser  Arbeit  von  No.  20  an  sind  wohl  nur  als  ein  Entwurf  einer  sehr  tief  liegenden 
Untersuchung  über  die  Art  der  Abhängigkeit  der  Werthe  x,  l\,  tj  von  den  |,  t^,  C  anzusehen.  In  Bezug 
auf  den  am  Anfang  der  No.  29  ausgesprochenen  Satz,  dass  9  für  jeden  nicht  singulären  Werth  von  .t, 
so  lange  die  Grössen  fc,,  endlich  und  von  einander  verschieden  sind,  immer  einen  negativen  'Werth  haben 
müsse,  sei  Folgendes  bemerkt.  Mein  Vater  hat,  wie  aus  dem  handschriftlichen  Nachlass  hervorgeht, 
wiederholt  versucht,  für  diesen  Satz,  der  für  die  in  den  folgenden  Nummern  angedeutete  Theorie  grund- 
legend ist,  einen  Beweis  zu  geben.  Ich  möchte  die  beiden  letzten  Noten,  die  ich  zu  diesem  Gegenstand 
im  Nachlass  vorgefunden  Iiabe,  hier  zum  Abdruck  bringen,  wenn  mir  auch  das  Beweisverfahren  noch 
nicht  vollständig  zu  sein  scheint,  da  ihr  Inhalt  vielleicht  für  eine  spätere  Forschung  von  Wichtigkeit 
werden  kann. 

a)  Setzen   wir,   wie    in  No.  26,  x  =  (C^  +  xJ,  k^  =  /,,  +  </_j,   so  ist  f  eine 

reale  Function    der   realen  Variablen  a;,,  a"  , /„,, /„.     So   lange  x  in   hinläng- 
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lieber  Nähe  eines  /.■  sich  befindet,  oder  in  der  Nähe  von  z  ==  oo,  ist  9 
negativ  (No.  27).  Soll  cp  in  einem  Gebiete  V  positiv  sein,  so  müsste  das- 
selbe durch  Curven  abgegrenzt  sein,  welche  die  Punkte  J:^  und  00  aus- 
schliessen.  Möge  eine  solche  Curve,  die  k^  ausschliesst,  C  heissen  und 
die  00  ausschliessende  C,.  Betrachten  wir  cp  in  seiner  Abhängigkeit  von 
k^,  so  wird  C^  sich  verändern,  wenn  k^  sich  verändert,  und  es  wird  nach 
No.  27,  da  (p  in  Bezug  auf  k  dieselbe  Eigenschaft,  wie  in  Bezug  auf  x  be- 
sitzt, wenn  k^  in  hinlängliche  Nähe  von  k^  rückt,  cp  durchaus  negativ  sein, 
also  müsste  C^  aufhören  zu  existiren.  Dieses  ist  jedoch  nicht  möglich, 
weil  Cj  in  hinlänglicher  Entfernung  von  jedem  der  Punkte  k^  bleiben  muss. 
Demnach  kann  es  überhaupt  kein  Gebiet  F  geben. 

b)  Der  Beweis,  dass  cp  stets  negativ,  lässt  sich  am  besten  folgender- 
massen  liefern.  Wir  nehmen  an,  dass  x  und  k^  eine  solche  Lage  haben, 
dass  noch  9  =  0  sei,  dass  aber,  wenn  k^  sich  um  ein  Kleines  nach  einer 
Richtung  fortbewegt,  if  negativ  wäre;  dann  ist,  weil  x  und  k^  nicht  singulär 
sind,  wenn  wir  setzen 

X  =  x,+  ix,  =  «,  +  ?■«,,    7.-,  =  ?„  +  ?■/„  =  ß,  +  ißr- 
(1.)      9  =  A{x,-a,)  +  Bix,-a,)  +  C(x-a,y+Dix,-a,)ix-a,)  +  E{:r,-ciJ+..., 

worin  die  Coefficienten  A,  B,  C,  . . .  stetige  Functionen  von  Z^^,  l^^  sind. 
Ändern  wir  l^^,  l^^  stetig,  so  geht  cp  über  in 

(2.)     9'  =  A'ix-cc,)  +  B'{x,-a,)  +  C'{x,-aJ  +  D'{x,-oc,){x,-a,)  +  E'(x,-a,y+-; 

wo  A\  B',  C,  ...,  cp'  resp.  von  A,  J5,  C,  ...,  cp  beliebig  wenig  verschieden 
sind  (der  gleichmässigen  Convergenz  wegen).  Es  würde  also  auch,  für  das 
veränderte  System  Z^^,  l^^,  cp'  für  x^  =^  k^,  x„  =  «j  verschwinden;  aber  wenn 
/|,,  /j,  nach  der  oben  bezeichneten  Richtung  abgeändert  werden,  so  muss  cp' 
negativ  sein  etc.  R.  F. 


Fuchs,  muthora.  Worke.    III.  10 


LV. 
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DIESES  JOURNALS. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  106,  1890,  S.  1 — 4.) 


In  meiner  Arbeit  (Journal  für  Mathematik,  Bd.  7  5,  S.  179*))  habe  ich  [i 
den  grössten  unter  denjenigen  um  den  Nullpunkt  der  complexen  Variablen  w 
beschriebenen  Kreisen,  innerhalb  deren  nicht  zwei  verschiedene  Werthe  w  der 
Function 

{f{w),  g{w)  ganze  rationale  Functionen  und  /"(O),  ^(0)  von  Null  verschieden) 
denselben  Werth  erth eilen,  als  Grenzkreis  definirt.  Der  Radius  dieses  Kreises 
ergab  sich  (daselbst  S.  184*))  als  der  Modul  derjenigen  Wurzel  der  Gleichung 
F'{w)  =  0,    welche    unter    allen  Wurzeln    derselben    den  kleinsten  Modul  hat. 

Wenn  die  Coefficienten  der  ganzen  Functionen  f{iv)  und  (j  (w)  besonderen 
Bedingungen  Genüge  leisten,  kann  jedoch  der  Radius  des  Grenzkreises  einen 
kleineren  Werth  haben*).  In  der  folgenden  Notiz  soll  dieser  Ausnahmefall 
präcisirt  werden. 

Hieran  schliesse  ich  eine  Bemerkung,  aus  welcher  hervorgeht,  dass  die 
Bestimmbarkeit  des  Grenzkreises  nach  den  S.  194^)  (daselbst)  zusammen- 
gefassten  Forderungen  von  dem  Ausnahmefalle  nicht  beeinflusst  wird. 


*)  Ein  solches  Beispiel  wurde  mir  von  Herrn  Anissimoff,  Privatdocent  an  der  Universität  Moskau, 
vorgelegt. 


1)  Abb.  XIV,  S.  361,  Band  I  dieser  Ausgabe.     R.  F. 
3)  Ebenda  ä.  869.     U.  F. 
3)  Ebenda  S.  879.     R.  F. 
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1. 

Der  Ausnahmefall  zieht  seinen  Ursprung  aus  dem  S.  ISl — 1S2^)  (daselbst) 
betrachteten  Falle  B  =  0  und  ergiebt  sich  folgendermassen: 
Setzen  wir  in  die  Gleichung 

(1.)  •!^{iv,w,)  =  0, 

ai  <p,i 

lü  ^  re     ,     w^  =  re      , 

2]  so  ergeben  sich  hieraus  durch  Trennung  des  realen  und  des  imaginären 
Theiles  die  algebraischen  Gleichungen 

,  (    G^(cos'f,cos'f,,  r)  =  0, 

l   H{cos  (p ,  cos  9, ,  r)  =  0 

mit  realen  Coefticienten.  Der  Voraussetzung  gemäss  werden  dieselben  be- 
friedigt durch  die  realen  Werthe  r  =^  R,  coscp  =  coscp",  coscp^  =  coscf'.  Dera- 
gemäss  ergeben  die  Gleichungen  (2.)  in  der  Umgebung  von  r  =^  R 


(3.; 


cos  'f    =  cos  'f "  +  $  {{r  —  i?)  '■ ) , 
coscp,  =  cos  9' + 'il.\((>-  — -R)'"), 


wo  ^,  ^1  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  [r  —  R)''  fortschreitende  Reihen 
mit  realen  Coefficienten  bedeuten.  Die  Gleichungen  (3.)  liefern  der  Voraus- 
setzung nach  nur  für  r  >  R  reale  Werthe  für  die  beiden  Grössen  f  und  ci^ 
(vgl.  daselbst  S.  182^)).  Dieselben  lehren,  dass  die  Lagen  je  zweier  zusammen- 
gehörigen Punkte  eines  Kreises  K^.  sich  mit  r  stetig  ändern. 

Der  Voraussetzung  gemäss  entsprechen  den  Werthen  von  w  in  der  Um- 
gebung von  w"  Punkte  iv^  in  der  Umgebung  von  w',  die  ausserhalb  oder  inner- 
halb K  liegen,  je  nachdem  w  innerhalb  oder  ausserhalb  K  betindlicli  ist. 
Sind  daher  iv  und  w,  zusammengehörige  Punkte  des  dem  Kreise  K  unendlich 
benachbarten  concentrischen  und  grösseren  Kreises  K',  welche  resp.  den 
Punkten  w"  und  w'  unendlich  benachbart  liegen,  so  müssen  die  geometrischen 
Quantitäten  w  —  w"  und  w^  —  w'  die  Richtungen  der  Tangenten  des  Kreises  K 
resp.   in  w"  und  w'  haben.     Nun    sind    aber    dieselben   geometrischen  Quanti- 


')  Ahh.  XrV,  S.  865—367,  Band  I  dieser  .lusgabe.    R.  F. 
a)  Ebenda  S.  366.    R.  P. 
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täten  Halbsehnen  eines  und  desselben  Kreises  li! .   Sind  demnach  cfi"+  rf'^,  cp'+  rfcp 
resp.  die  Argumente  von  Tv  und  m'^,  so  folgt  daher  zunächst 

also 

(4.)  dcp  =  ±  fZ9,, 

Da  -^  für  alle  von  ic  =  w'\  w^  =  w'  ausgehenden  entsprechenden  Wegelemente 
denselben  Werth  annimmt,  so  gilt  Gleiches  von 

d  log  u>, 
d  log  10 

Für  die  entsprechenden  Wegelemente  w  —  w"  und  w^—w',  für  welche  d}\=  dr, 
erhält 

rt  log  tu,  it  ^' 


d  log  10  dr       . , 

-^  +  tdrf 

nach  Gleichung  (4.)  den  Werth 

d'f 


(5.) 

Nun  ist 
(6.) 


dr 


Ö6 

— —  w 
ä  log  IV,   ^  _    F'{to)io    ^     gi<>        ^  ^  +  5j 
dlo^io  F'{w,)tv,  &^ 

diu,  ^"' 


Es  wird  gefordert,  dass  J3  =  0  sei.  Wenn  demnach  -^  endlich  und  von  Null 
verschieden,  so  müsste  im  Ausdrucke  (5.)  das  obere  Vorzeichen  gewählt 
werden,  und  es  ergäbe  sich  demnach  .4  =  —!.  Derselbe  Werth  von  A 
würde  für  -^^  =  0  auftreten.  Da  aber  der  Werth  A  =  —l  nicht  statt  haben 
kann  (siehe  daselbst  S.  182*)),  so  bleibt  nur  die  Annahme  übrig,  dass  -^ 
unendlich  wird.     Die  Wahl  des  unteren  Zeichens  liefert  alsdann 

(7.)  A  =  1 

oder 

(8.)  wF'{w)-\-iv,F'{w,)  =  0. 


1)  Abh.  XIV,  S.  366,  Band  I  dieser  Ausgabe.     E.  F. 
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Hierdurcli  ist  der  Ausnahmefall  vollständig  umgi-enzt: 

Haben  die  beiden  Gleichungen  (1.)  und  (S.)  Lösungen  (m- ,  w'), 
für  welche  die  Moduln  von  w^  und  w  einander  gleich  sind,  und 
ist  der  kleinste  dieser  Moduln  kleiner  als  die  Moduln  der  Wur- 
zeln der  Gleichung  F'{iv)  ^  0,  so  ist  derselbe  der  Radius  des  Grenz- 
kreis e  s. 

Dass  die  Möglichkeit,  dass  w^  und  w  denselben  ISIodul  haben,  in  der 
That  einen  Ausnahmefall  ausmacht,  ergiebt  folgende  Erwägung: 

Setzen  wir  in  die  Gleichungen  (1.)  und  (S.)  w  =  re^  ,  w^  =  re'"  ,  und 
trennen  die  realen  und  die  imaginären  Bestandtheile,  so  erhalten  wir  zur  Be- 
stimmung von  r,  cos'f,  coscp^  vier  algebraische  Gleichungen,  deren  Zusammen- 
bestehen eine  Bedingungsgleichung  für  die  C'oefficienten  von  f{ic)  und  ^(m;) 
zur  Folge  hat. 

Wir  bemerken  übrigens,  dass  auch  der  Fall  B  =  oc  (S.  ISl  daselbst') 
4]  gewissermassen  zum  Ausnahmefalle  gehört.  Es  kann  nämlich  nicht  ir'  eine 
Verzweigungsstelle  der  Function  w  von  w^  sein.     Denn  aus  der  Entwickelung 

(9.)  w  —  w"=e^^{ii\  —  w')^  +  e^{tt\  —  tv')'-    +■■■, 

welche  in  der  Umgebung  von  w^  =  w'  gilt,  und  wo  z,  A  ganze  positive  Zahlen, 
letztere  grösser  als  Eins,  würde  sich  ergeben,  dass  innerhalb  K  gelegenen 
Punkten  der  Umgebung  von  w'  ebenfalls  innerhalb  K  gelegene  Punkte  der 
Umgebung  von  w"  entsprächen,  was  dem  Begiiife  des  Grenzki-eises  wider- 
spricht. Es  ist  demnach  mit  F'{tv')  =  0  gleichzeitig  F'{w")  =  0.  Also  auch 
in  dem  Falle  J5  =  00  genügen  tv^=^w\  iv  =  w"  den  Gleichungen  (1.)  und 
(8.),  und  haben  denselben  Modul. 

Demgemäss  ist  der  Xormalfall  der,  dass  auf  der  Peripherie  des  Grenz- 
kreises  zwei    entsprechende   Punkte    zusammenfallen    (siehe   S.  180  daselbst"). 

2. 

Um  zu  zeigen,  dass  die  Bestimmbarkeit  des  Grenzkreises  den  Forderungen 
gemäss,   welche  S.  194^)  daselbst  zusammengefasst  sind,    von  dem  Ausnahme- 


1)  Abli.  .\IV,  S.  305,  Band  I  dieser  Ausgab».     B.  F. 
»)  Ebenda  S.  364.     R.  F. 
S)  Ebenda  S.  3T9.     R.  F. 
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falle  niclit  berührt  wird,  wollen  wir  an  die  in  No.  5  bis  9  daselbst')  getroffenen 
Eestimmungen  anknüpfen. 

Die  Gleichung  (1.)  No.  6  daselbst  eingefülirte  Grösse  a  bleibt  willkürlich, 
nnd  nur  ihr  Modul  hat  eine  gewisse  untere  Grenze.  Setzen  wir  (Gl.  3.) 
Xo.  5  und  Gl.  (1.)  No.  6,  Gl.   (9.)  No.  8  daselbst) 

_   -pf   s  _    9  (w)  [(>» - 1)  w"'""  -  ('»  +  !)]  +  « jm  -  1)  (;<;'"+'  -  1) 
s  —  J'W  —  «<;[(»»-l)«;™+'-(m  +  l)] 

Bilden  wir  mit  dieser  Function  die  Gleichungen  (I.)  und  (8.)  voriger  Nummer, 
setzen  in  denselben  a  =  p+p'i,  w  =  re  ,  ii\  =  re  '  ,  so  ergiebt  die  Trennung 
des  realen  und  des  imaginären  Theiles  vier  Gleichungen  für  r,  coscp,  coscp^. 
Die  Elimination  dieser  Grössen  liefert  eine  algebraische  Gleichung  zwischen 
p  und  p'.  Man  darf  also  nur  p  und  p'  so  wählen,  dass  diese  Gleichung 
nicht  erfüllt  werde.  Dann  gehört  der  Grenzkreis  unserer  Function  F{w) 
dem  Normalfalle  an,  und  es  bleiben  die  Schlüsse  der  No.  (5  bis  9  daselbst 
bestehen. 

Berlin,  September  1889. 


I)  Abi.  XIV,  S.  370—376,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 


ANMERKUNG. 


Vgl.  zu  dieser  Abhandlung  die  Anmerkung  2  zur  Abb.  XIV,  S.  411—412  des  ersten  Bandes  und  die 
Anmerkung  1  zu  Abb.  LVIII  dieses  Bandes.  R.  F. 


LVI. 

ÜBER  ALGEBRAISCH  INTEGRIRBARE  LINEARE  DIFFERENTIAL- 
GLEICHUNGEN. 

(Sitzungsberichte   der  Königl.  preussisclien  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin, 
1890,  XXVI,  S.  469—483;  vorgelegt  am  22.  Mai;  ausgegeben  am  5.  Juni  1890.) 


Es  seien  die  Integrale  der  irreductiblen  Differentialgleichung  .      [469 

,,  .  d^y         iVy         (ly 

(A.)  rfF+^rf^^  +  '^^-  +  '--'^  =  ^ 

mit  rationalen  Coefficienten  überall  bestimmt*),  und  es  werde  vorausgesetzt, 
dass  die  Wurzeln  der  sämmtlichen  determinirenden  F'undamentalgleichungen 
rationale  Zahlen  sind,  und  dass  zwischen  den  Elementen  eines  Fundamental- 
systems von  Integralen  ?J^,  y^,  y^  der  Gleichung  (A.)  eine  homogene  Relation 
«""  Grades  mit  constanten  Coefficienten 

bestehe,  deren  linke  Seite  sich  niclit  in  Formen  niedrigeren  Grades  zerlegen 
lässt.  —  In  früheren  Arbeiten**)  liabe  ich  für  ?*  >  2  aus  diesen  Voraus- 
setzungen die  Folgerung  gezogen,  dass  die  Gleichung  (A.)  algebraisch  integrir- 
bar  sei,    indem  ich  den  Nachweis  führte,    dass  z  als  Function  von  r,  =  ^* 


*)  Siehe  Borcuardts  Journal,  Bd.  GG,  S.  14G,  Gleichung  (12.)')- 

*)  Sitzungsberichte  vom  8.  Juni  1882,  S.  703  ft'.  und  Acta  mathcmatiea,  t.  I,  p.  321'). 


»)  Abb.  VI,  S.  18t),  Band  I  diesor  Ausgabe.     R.  F. 

S)  Abb.  XXXIX,  S.  289  IT.,  und  Abb.  XL,  S.  299  ff..  Band  II  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
FncUs,  mathem.  Werke.     III.  11 
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nur  eine  endliclie  Anzahl  von  Werthen  annehme*),  und  dass 
zwischen  z  und  yj  eine  algebraische  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  besteht,  in  welcher  die  Variablen  separirt  sind**). 

Diese  Differentialgleichung  wird  folgenderraaassen  gebildet.     Es  sei  II{f) 
die  ÜESsEsche  Covariante  der  Form  f^  so  ist***) 

wo  X{i)  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  z.     Sei 
470] 


?(/) 

=  yT-'BM,^), 

=  G{r„:), 

endlich  :\{z)    diejenige  Wurzel   einer   rationalen  Function   von  z,   welcher  die 
Hauptdeterminante  von  7/^,  y^,  y^  gleichwerthig  ist.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 


3n—  8^ 


Q(^),      -v^^  =  e(^-), 


V-^T)^  -  ^(^')'      \/Hh^  =  ^W' 


so  lautet  die  genannte  Differentialgleichung  t) 

(«•)  -g  =  ß(.)Z(r,). 

Wir  fügen  für  den  weiteren  Gebrauch  noch  hinzu,  dasstt) 


*)  Acta  math.,  a.  a.  0.,  S.  328  ')• 
**)  Acta  math.,  S.  329 '-). 
***)  Acta  math.,  S.  323'). 

t)  Acta  math.,  S.  329,  Gleichung  (27.)«). 
tt)  Acta  math.,  S.  329,  Gleichung  (26.)'). 


»)  Abh.  XL,  S.  306,  Band  n  dieser  Ausgabe.    K.  F. 

2)  Ebenda  S.  307.     E.  F. 

3)  Ebenda  S.  301.  E.  F. 
*)  Ebenda  S.  307.  B.  F. 
•)  Ebenda  S.  307.    B.  F. 
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AVie  mit  Hülfe  der  Gleichung  («.)  die  algebraische  Natur  der  Integrale  der 
Gleichung  (A.)  zu  erweisen  ist,  findet  sich  am  angeführten  Orte  nur  ange- 
deutet. Indem  wir  auf  diesen  Nachweis  hier  des  Näheren  eingehen,  wollen 
wir  zwei  Verfahrungsarten  entwickeln,  welche  auf  verschiedenen  Principien 
beruhen  und,  wie  es  scheint,  ein  über  den  vorliegenden  Zweck  hinausreichendes 
Interesse  darbieten. 


Wir  schicken  einige  Sätze  voraus,  welche  wir  im  Folgenden  verwenden 
wollen. 

I.  Sind  ti\,  w^,  w^  die  zu  ?/,,?/,,  ^3  adjungirten  Functionen,  so  hat 
das  Bestehen  der  Gleichung  (B.)  zur  Folge,  dass  w^,tv„,iv^  einer 
homogenen  Relation  mit  constanten  Coefficienten  genügen. 

Denn  durch  Differentiation  nach  2  folgt  aus  (B.) 

wo  /j  =  y-,  ?/''  =  -tJ^  gesetzt  ist.     Ausserdem  ist  [47 > 

(2.)  /,2/.  +  /;y.  +  /3?/s  =  0. 

Eliminiren  wir  aus  (l.)  und  (2.)  successive  /^  und  f^,  so  ergiebt  sich 

(3.)  A't'. -/;«':  =  0, 

(4.)  f,w,-f,tv,  =  0. 

Aus  den  Gleichungen  (B.),  (3.),  (4.)  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  y^,  ?/,,  y^ 
eine  homogene  Relation  zwischen  tv  ,  iv^,  %v^  mit  constanten  Coefficienten. 

Ist  w  >  2,  so  ist  auch  der  Grad  der  zwischen  «f^,  w^,  ii\  stattfindenden 
Relation  giösser  als  2. 

II.  Es  sei  die  Differentialgleichung 
(5.)  y<»"+^,^y"'-'>+...+^,„_,/  =.  0 

irreductibel  und  die  Integrale  derselben  überall  bestimmt*). 
Es  seien  überdies  die  Zweige  eines  Integrals  y  derselben,  bis  auf 
constante   Factoren,    von    endlicher   Anzahl,    so    besitzt   dieselbe 


*)  BoKCHARDTs  Journal,  Bd.  66,  S.  146,  Gleichung  (12.)'). 


1)  Abh.  VI,  S.  186,  Baod  I  dieser  Ausgabe.    R.  V. 
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ein  Fundamentalsystem  von  Integralen,  deren  logarithmische 
Ableitungen  algebraische  Functionen  sind. 

In  der  That,  wenn  die  Zweige  eines  Integrals  y  der  Gleichung  (5.)  bis 
auf  constante  Factoren  mit  den  Werthen  y,y^,y^,  ...,y^_^  übereinstimmen,  so 
sind  die  Zweige  der  Function  u  =  — |p^  genau  mit  den  "Werthen 

_   d  log  ))  _   d  log  y,  _    d  log  y,  _  d  log  j/,_, 

"~       dz      '     "'  -        dz      '     "'  -        d2      '     ••■'     "'-'""         ds 

übereinstimmend.  Die  sjTnmetrischen  Functionen  von  it,  i(^,  u^,  ...,  u^_^  sind 
daher  eindeutige  Functionen  von  z.  Da  die  Integrale  von  (5.)  überall  be- 
stimmt sind,  so  haben  diese  eindeutigen  Functionen  keine  wesentlich  singulare 
Stelle,  sie  sind  also  rationale  Functionen  von  £.  Demnach  ist  ti  eine  alge- 
braische Function  von  z.     Die  Gleichung  (5.)  besitzt  die  Integrale 

Ifi  =  e-'"^^'.  (^  =  0,1,2 r-l) 

Von  diesen  müssen  m  linear  unabhängig  sein,  da  sonst  Gleichung  (ö.) 
mit  einer  linearen  Differentialgleichung  niedrigerer  als  ?«**"■  Ordnung  und  mit 
rationalen  Coefticienten  Integrale  gemeinschaftlich  hätte,  gegen  die  Voraus- 
setzung. Die  Gleichung  (5.)  besitzt  daher  ein  Fundamentalsystem  von  Inte- 
gralen, deren  logarithmische  Ableitungen  algebraisch  sind. 

472]  2. 

Wenn  die  Gleichung  (A.)  die  Relation  (B.)  zulässt,  und  wenn  ausserdem 
bekannt  ist,  dass  die  Zweige  eines  Integrals  y  derselben,  bis  auf  constante 
Factoren,  von  endlicher  Anzahl  sind,  so  hat  dieselbe  nach  Satz  IL  voriger 
Nummer  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  y,,  y,,  y,,  deren  logarithmische 
Ableitungen  Zweige  einer  algebraischen  Function  sind.  Bezeichnen  wir  die- 
selben   bezüglich   mit  i<^,  u^,  u^,    so    folgt    aus  Gleichung  (l.)    voriger  Nummer 

(1  •)  /,  !/i  «■  +  /.  2/ >  «ä + /;  2/3  «3  =  0. 

Aus    dieser  Gleichung   und    aus  Gleichung  (2.)    voriger  Nummer    ergiebt    sich 

(2-)  /;  y.  («.  -  «3 )  +  /.  y.  («.  -  "3)  =  0. 

Wenn  wir  vermittelst  der  Gleichung  (B.)  C  als  algebraische  Function  von  r^ 
in  Gleichung  (2.)  substituiren,  so  könnte  sich  ereignen,  dass  dieselbe  für  die 
beiden  unabhängigen  Variablen  --,  r^  identisch  erfüllt  würde. 
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Sind  ^,,  A^  blosse  Functionen    von  z   und  £_,  B^  blosse  Functionen   von 
7j,  und  ist  identisch  für  die  unabhängigen  Variablen  ■/],  z 

(3.)  A,L\  +  A,B,  =  0, 

so  ist  auch 

(3a.)  A[  B,  +  A',B,  =  0 

identisch  erfüllt,  wenn  A[,  A[  die  Ableitangen  von  A^^  A^  bedeuten.  Sind 
jB,,  B^  nicht  identisch  Null,  so  folgt  aus  (3.)  und  (:5a.),  dass  die  Haupt- 
determinante  der  Functionen  A^,  A^   identisch   verschwindet,    dass    demnach*) 

(4.)  A,  =  rA„ 

wo  y  von  z  unabhängig.     Ist 

A  =  M.-«3,     A,  =  u^-u^, 

sowie  -B,,  B^  die  sich  aus  --^,  -^  vermittelst  Gleichung  (B.)  sich  ergebenden 
Functionen  von  ■/],  so  würde  das  identische  Bestehen  von  (2.)  nach  Gleichung 
(4.)  zur  Folge  haben 

(5.)  M,-«3  =  y{><,-u,) 

und 

(äa.)  f^y^  +  yfii/i  =  0, 

(5b.)  /;^s  +  (i-j')/".y.  =  0, 

wo  y  eine  Constante.  Es  kann  nämlich  wegen  der  vorausgesetzten  Be-  [473 
schaffenheit  von  f  nicht  B^,  B,^  identisch  verschwinden. 

In  Folge  der  über  /'  gemachten  Voraussetzung  ergiebt  sich  aus  (öa.)  und 
(5b.),  dass  identisch  für  alle  i/^,  v/„,  y^ 

und 

(6a.)  n!/.  +  il-y)f\!/^  =  ^^fj\ 

wo  M  und  M.  Constanten  bedeuten. 


*)  B0BCHARDT8  Journal,  Bd.  CG,  S.  128"). 


1)  Abb.  VI,  S.  160,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
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Es  können  nicht  M  und  M^  gleichzeitig  verschwinden,  da  sonst  durch 
Addition  der  Gleichungen  (6.)  und  (6a.)  sich  ergeben  würde,  dass  f  für  alle 
Werthe  y^,  y,,  y,  identisch  verschwindet.  Es  sei  daher  zunächst  M  von  Null 
verschieden,  und  wir  setzen 

(7.)  f=?oy:+?,i/r'+-  +  'rn, 

wo    'S;    eine    homogene    Function    A'*"  Grades    von    y^,  y^    bedeutet.     Aus    (6.) 
ersiebt  sich 


'O' 


(/a.)  -^>/,  +  y-^y,  =  M'^,.  (i  =  0,  l,...,n) 

Setzen  wir 

(8.)  9i  =  ^xoyl+h.i>l''y2  +  --  +  -ij.yt, 

so  folgt  aus  (7a.) 

(9.)  Mz;j^  =  [k  +  y{k-J:)]zj,.  (fc  =  0, 1,  ...,i) 

Demnach   ist   entweder  y  =  1,    oder    es    besteht  's^   nur   aus    einem    einzigen 

Gliede,  nämlich 

(10.)  'S,  =  z, yl~'^' yl} ,  (i  =  1, 2, . . . , f.,  9,  =  0) 

wo 

(10a.)  h,  = ^  =  -. A— ^—  =.  !i-Xv. 

^         ^  '■  1  —  y  1  —  y  1  — y 

Es  kann  aber  nicht  y  =:  1  sein,  da  sonst  (6a.)  ergeben  würde,  dass  f  eine 
zerlegbare  Form  sei,  oder  dass  -5 — ,  d.  h. *)  tv^  verschwinden  würde,  was  der 
Voraussetzung  widerspricht,  dass  y^-,  y^i  y^  ein  Fundamentalsystem  bilden. 

AVir  haben  daher 
.».1  j-         ■^         X—ki    ki    n—X 

474J  f  =  S/.'iy.     y»  y. 

oder 

(11-)  f  =  y^.ytvT  2.  hiyrvrvTf- 

Die  Gleichung  (B.)  erforderte  daher 

(12.)  frvry:'  =  c, 

wo  C  eine  Constante. 


*)  Acta  math.,  S.  331,  Gleichung  (C.)'). 


1)  Abb.  XL,  S.  303,  Band  II  dieser  Ansgile.    B.  F. 


ÜBER  ALGEBRAISCH  INTEGRIRBABE  MNEARE  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.  87 

Es  kann  nicht  /"=  ?„  sein,  weil  aus  <p^^  =  <)  sich  y)  =  constans  ergeben 
würde.  Es  kann  andererseits,  da  cp^  =  0,  nicht  auch  9^^  identisch  verschwinden, 
demnach  ist  cp,^  und  wenigstens  für  noch  einen  Werth  des  Index  l  9^  von 
Null  verschieden.  Aus  (lOa.)  ergiebt  sich  daher,  dass  fi  und  v  folglich  auch 
y  und  M  reale  und  rationale  Zahlen  sind. 

Da  die  linke  Seite  von  (12.)  nach  einem  Umlaufe  von  .?,  wie  leicht  zu 
sehen,  identisch  in  sich  selbst  übergeführt  werden  muss,  so  ist  die  ÜESSESche 
Determinante  derselben 

also  nach  Gleichung  (12.)  die  Function  y^y^y^  gleich  der  Wurzel  einer  ratio- 
nalen Function.     Es  sei 

(12a.)  y^yty,  =  '^, 

wo  'ji  Wurzel  einer  rationalen  Function. 
Aus  (12a.)  ergiebt  sich 

(13.)  „.  +  .,+  ,,  =  i^. 

Aus  den  Gleichungen  (5.)  und  (i:i.)  folgt 

^     ■>  "=  2j;-l"'+2y-l        dz 

Die  Function  u^  ist  aus  u^  durch  einen  Umlauf  ü  der  Variablen  z  hervor- 
gegangen. Da  die  Wiederholung  des  Umlaufes  U  nur  eine  endliche  Anzahl 
verschiedener  Zweige  der  algebraischen  Function  21^  hervorbringen  kann,  so 
muss,  da  wegen  der  Irreductibilität  der  Gleichung  (A.)  i(^  nicht  eine  ratio- 
nale  Function  ist,  ~  _^  eine  ganzzahlige  Wurzel  der  Einheit  sein,  d.  h.,  da 
y  eine  rationale  Zahl, 

(15.)  ^-y     =±1. 

Da  y  =  1  auszuschliessen  ist,  so  müsste  y  =  —\  sein,  demnach  [475 
Gleichung  (14.)  in 

(14a.)  u,  =  -  u,  +  -  —^f-^ 

übergehen.     Da    w^,  u^   beliebige   Zweige   der  Function   «^    sind,   so    ergäbe 
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sich  ebenso  fiir  den  Zweig  u    der  Function  ?/. 

O  3  I 

(14b.)  n,  =  -u,^-—l^, 

wo  'j<|  AVurzel  einer  rationalen  Function  bedeutet.  Aber  da  ii^  auch  ein  Zweig 
der  Function  u^  ist,  so  müsste  aus  demselben  Grunde 

(14c.)  „^   =   _M^  +  .^___J_^, 

wo  ']^2  ^Vurzel  einer  rationalen  Function,  sein.  Aus  den  Gleichungen  (14a.) 
bis  (t4c.)  ergäbe  sich  aber,  dass  der  Zweig  t(^^  also  aus  demselben  Grunde 
alle  Zweige  der  Function  «z^,  die  logarithmischen  Ableitungen  von  Wurzeln 
rationaler  Functionen,  und  demnach  die  Integi-ale  von  (A.)  Wui'zeln  rationaler 
Functionen  wären,  was  ausgeschlossen  ist. 

Wenn  es  nur  zwei  Zweige  der  Function  ii^  gäbe,  so  müsste 

(16.)  ]L^a,^a,\(Tl 

sein,   wo  a^^  a^,  jR   rationale  Functionen   von   z.     Hieraus  würde   sich   ergeben 

(17.)  y^  =  h^+-b^  sjR, 

wo  i^,  h^  rationale  Functionen.  Aus  (16.)  und  (17.)  würde  folgen,  dass  y^ 
einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  (H-dnung  mit  rationalen  Coefti- 
cienten  genügte,  was  der  vorausgesetzten  Irreductibilität  der  Gleichung  (A.) 
widerspricht. 

Demnach  kann  Gleichung  (6.)  für  einen  von  XuU  verschiedenen  Werth 
von  M  nicht  bestehen.  Ebenso  aber  würden  wir  nachweisen,  dass  die  Glei- 
chung (6a.)  für  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  von  M^  auf  einen 
Widerspruch  führt.  Da  aber,  wie  oben  gezeigt,  M  und  M^  nicht  gleichzeitig 
verschwinden  dürfen,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Annahme,  dass  die  Gleichung 
(2.)  identisch  für  von  einander  unabhängige  Werthe  der  Variablen  *,  Tj  be- 
stehe, mit  den  über  die  Gleichungen  (A.)  und  (B.)  gemachten  Voraussetzungen 
476]  unverträglich  ist.  Die  Gleichung  (2.)  setzt  vielmehr  die  Variable  r,  in 
Abhängigkeit  von  der  Variablen  ^,  und  da  diese  Abhängigkeit  eine  alge- 
braische ist,  so  folgt  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  {ß.)  der  Satz: 
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Wenn  die  Gleichung  (A.)  die  Relation  (B.)  zulässt,  und  wenn 
ausserdem  bekannt  ist,  dass  die  Zweige  eines  Integrals  derselben, 
bis  auf  constante  Factoren,  von  endlicher  Anzahl  sind,  so  ist 
die  Gleichung  (A.)  algebraisch  integrirbar. 

3. 
Es  sei 

(1.)  y™>  +  p_y".-»+...+^j^2/  =  0 

eine  beliebige  lineare,  homogene  Differentialgleichung,  und  es  seien  a^,a^,...,a^ 
gegebene  constante  Werthe.  Ist  *S  eine  Substitution  der  zur  Gleichung  (l.)  ge- 
hörigen Gruppe,  und  sind  «.,.  deren  Elemente,  so  wollen  wir  von  den  Ausdrücken 

(2.)  fll-  =   «4.«,  + «t2«2 +•••  +  «*.««>«  (fc=l,2,...,m) 

sagen,  sie  seien  durch  Transformation  aus  a^^  a^,  .. .,  a^  vermittelst  der  Sub- 
stitution /S  entstanden.  Nehmen  wir  an,  dass  die  durch  die  Gesammtheit 
der  Substitutionen  der  Gruppe  entstandenen  transformirten  Werthsysteme,  bis 
auf  einen  allen  Elementen  je  eines  Systems  gemeinschaftlichen  Factor,  von 
endlicher  Anzahl  sind,  nämlich  übereinstimmend  mit  einem  der  Werthsysteme 

(3.)  (l, af ,  l, flf  ,...,l, af:).      (l  =  0,l,...,r~l,  4«'  =  a,) 

Betrachten  wir  die  Function 
(4.)  w  =  a,iv^  +  a^w,+  ---  +  a^tv„, 

wo  w^,  w^,  ...,  w^^  ein  Fvmdamentalsystem  von  Integralen  der  zu  (1.)  ad- 
jungirten  Differentialgleichung  bilden. 

Vollzieht  2  einen  Umlauf,  welcher  der  Substitution  »S  entspricht,  so  ver- 
wandelt sich  W  in 

m 

(5.)  W  =  j  Sz  a>.{A,  ^c,  +  A,  ^v,+  ■■■  +  Am  ^"m), 

wo  A^^  die  Unterdeterminante  erster  Ordnung  der  Determinante  |  a^,  |  bedeutet, 
welche  zu  «^^  gehört.     Es  ist  übrigens 

(6.)  Det|«i,|=r'. 

Unter  den  Systemen  (3.)  gicbt  es  der  Voraussetzung  nach  ein  solches  [477 
(/,af,  ?,<',... ,/,«::>),  für  welches 

(7.)  la^.  =  ?JV<"  +  S"*  +  ■••  +  V*"'l  (^  =  i>2,...,«0 

Fuclis,  inathom.  Worte.    III.  12 
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nämlich    dasjenige  System,    welches   aus  (a^,  a,, .. .,  a^)  durch  die  inverse  Sub- 
stitution von  'S   hervorgegangen   ist.   —  Substituiren  wir  (7.)  in  (5.),    so  folgt 

(8.)  W  =  ti[a'>'tv,  +  af «;,  +  .'•  +  a't:w„], 

wo  fi  von  z  unabhängig.     Setzen  wir  allgemein 

(4a.)  W,  =  a*w,  +  a[''tv,  +  •  •  •  +  «*  w„ ,  (Z  =  0,  l, . . . ,  r- 1) 

so  ergiebt  sich  aus  (8.),    dass  die  Zweige  der  Function  W,   bis    auf  constante 
Factoren,  mit  TF,  TF,  ...,  TF_|  übereinstimmen.     Wir  erhalten  also  den  Satz: 

I.  Ist  a^,  a^,  ...,  a^  ein  System  gegebener  von  2  unabhängiger 
Grössen,  und  sind  diejenigen  Systeme,  welche  aus  dem  gegebenen 
durch  Transformation  vermittelst  der  Gesammtheit  der  zu  einer 
homogenen  Differentialgleichung  wi'"  Ordnung  gehörigen  Gruppe 
entstehen,  bis  auf  einen  allen  Elementen  je  eines  Systems  gemein- 
schaftlichen Factor,  von  endlicher  Anzahl,  so  besitzt  die  zu  der 
gegebenen  adjungirte  Differentialgleichung  ein  Integral,  dessen 
Zweige,  bis  auf  constante  Factoren,  von  endlicher  Anzahl  sind. 

Wenden  wir  dieses  Theorem  auf  die  Gleichung  (A.)  an  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  sie  die  Relation  (B.)  zulasse,  und  dass  es  eine  von  (0,0,0) 
verschiedene  Stelle  der  RiEMANNschen  Fläche  (B.)  gebe,  welche  durch  die 
Gesammtheit  der  Substitutionen  der  zu  (A.)  gehörigen  Gruppe  in  eine  nur 
endliche  Anzahl  von  Stellen  derselben  Fläche  transformirt  wird,  so  ergiebt 
der  Satz  I.,  dass  die  zur  Gleichung  (A.)  adjungirte  Differentialgleichung  ein 
Integral  besitzt,  dessen  Zweige,  bis  auf  constante  Factoren,  von  endlicher 
Anzahl  sind.  Da  nach  Satz  I. ,  Xo.  1,  zwischen  «■,,  «f,,  w,  eine  homogene  Re- 
lation stattfindet,  so  folgt  aus  dem  Satze  in  Xo.  2,  dass  die  adjungirte  Diffe- 
rentialgleichung, folglich  auch  Gleichung  (A.)  algebraisch  integrirbar  ist. 
Wir  erhalten  also  das  Resultat: 

II.  Wenn  die  Gleichung  (A.)  die  Relation  (B.)  zulässt,  und  es 
ist  eine  von  (0,0,0)  verschiedene  Stelle  der  RiESiANNSchen  Fläche 
(B.)  vorhanden  von  der  Beschaffenheit,  dass  sie  durch  die  Ge- 
47S]  sammtheit  der  Substitutionen  der  zur  Gleichung  (A.)  ge- 
hörigen Gruppe  nur  in  eine  eudlielie  Anzahl  von  Stellen  der- 
selben Fläche  übergeführt  wird,  so  ist  Gleichung  (A.)  algebraisch 
integrirbar. 
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Es  sei  a  ein  endlicher  oder  ein  unendlich  grosser  Werth  von  z,  in  dessen 
Umgebung  das  Integi'al 

J  =  J9.(h 

eine  eindeutige  Umkehrung  nicht  ziilässt,  und  es  sei  r^  =  «,  C  =  /3  eine  Stelle 
der  RiEMANNSchen  Fläche  (B.),  welche  auf  einem  gewissen  Wege  der  Variablen 
z  für  z  =  a  erreicht  wird.  Wenn  durch  alle  möglichen  Umläufe  der  Variablen 
z  der  Stelle  («,  /3)  unzählig  ^iele  von  einander  verschiedene  Stellen 

derselben  Fläche  zugeordnet  würden,  so  gäbe  es  unter  diesen  auch  unzählig 
viele,  für  welche  I\-{y\)  weder  unendlich  noch  Xull  würde,  da  Ül(t,)  eine  alge- 
braische Function.  In  diesen  Stellen  würde  sich  aber  z  als  Function  von  -/j 
verzweigen.  Wir  düi'fen  nun  voraussetzen*),  dass  z  eine  einwerthige  Function 
von  ("';,C)  ist;  eine  solche  Function  kann  sich  aber  nur  in  den  Verzweigiings- 
punkten  der  Fläche  (B.),  also  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen 
dieser  Fläche  verzweigen.  Giebt  es  also  Werthe  2  =  a,  in  deren  Umgebung 
/  nicht  eindeutig  umkehrbar  wäre,  so  könnte  der  Stelle  (a,/3)  diu'ch  die  Ge- 
sammtheit  der  Substitutionen  der  zur  Gleichung  (A.)  gehörigen  Gruppe  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Stellen  zugeordnet  werden,  und  es  wäre  nach 
Satz  n.,  No.  3   die  Gleichung  (A.)  algebraisch  integi'irbar. 

Giebt  es  solche  Werthe  a  nicht,  alsdann  ist**)  z  eine  eindeutige  Function 
von  .7,  welche  entweder  rational  oder  einfach,  oder  endlich  doppelt  periodisch 
ist.  Da  z  für  ein  gegebenes  ■/]  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  an- 
nimmt, so  müsste  in  dem  Falle,  dass  z  eine  rationale  Function  von  J  würde, 
das  Integral 


H  =   f  ^ 


) 

eine  algebraische  Function  von  7],   und  demzufolge  z  eine  algebraische  Func- 
tion  von  Tj  sein.   —  Ist  z  eine   einfach  oder  doppeltperiodische  Function  von 


*)  Acta  math.,  S.  337,  Satz  W «). 
**)  Briot  et  BouQUET  im  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  cah.  36,  S.  217. 


ij  Abh.  XL,  S.  314,  Band  II  dieser  Assgabe.     K.  F. 

12^ 


92  ÜBER  ALGEBRAISCH  INTEGRIRBARE  LINEARE  DIFFEREXTIALGLEICHVNGEN. 

479]  J-i  SO  müssen,  damit  z  für  ein  gegebenes  r,  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
AVerthen  annehme,  ganzzahlige  Vielfache  der  Periodicitätsmoduln  von  H  mit 
Periodicitätsmoduln  von  J  übereinstimmen,  und  Stellen  in  der  Fläche  (B.), 
in  welchen  z  unbestimmt  würde,  könnten  nur  unter  denjenigen  AVerthen  be- 
findlich sein,  für  welche  K{y)  verschwindet.  Solche  Stellen  sind  demnach  in 
der  Fläche  (B.)  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhanden.  Ist  aber  r,  =  y,  C  =:  d 
eine  Stelle,  wo  z  unbestimmt  wird,  so  muss  jede  Stelle  (y',  d'),  welche  aus 
(y,  d)  durch  Transformation  vermittelst  einer  beliebigen  Substitution  der  zur 
Gleichung  (A.)  gehörigen  Gruppe  hervorgegangen,  eine  solche  sein,  für  welche 
z  unbestimmt  wird.  Es  müssen  daher  die  durch  Transformation  vermittelst 
der  Substitutionen  der  zur  Gleichung  (A.)  gehörigen  Gruppe  aus  {y,d)  hervor- 
gegangenen Stellen  der  Fläche  (B.)  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhanden  sein, 
woraus  wieder  nach  Satz  ü.,  No.  3,  die  algebraische  Integrirbarkeit  der  Glei- 
chung (A.)  folgen  würde.  —  Sind  überhaupt  keine  Werthe  (y,  d)  vorhanden, 
für  welche  das  Integral  H  unendlich  wird,  dann  giebt  es  auch  keine  Stelle 
in  der  Fläche  (B.),  in  welcher  z  unbestimmt  wird,  so  dass  z  eine  rationale 
Function  von  (>J,C),  also  wiederum  Gleichung  (A.)  algebraisch  integrirbar  ist. 

Hiermit  ist  der  Satz,  dass  füi-  ?« >  2  die  Gleichung  (A.)  algebraisch 
integrirbar  ist,  bewiesen. 

In  der  folgenden  Nummer  wollen  wir  eine  zweite,  auf  anderen  Principien 
beruhende  Methode  angeben,  um  aus  der  Gleichung  (a.)  die  algebraische 
Integrirbarkeit  der  Gleichung  (A.)  herzuleiten.  Obgleich  diese  zweite  Me- 
thode bei  weitem  schneller  zum  Ziele  führt,  so  haben  wir  doch  geglaubt, 
die  in  den  Nummern  1  bis  4  entvdckelte  Methode  nicht  unterdrücken  zu  dürfen, 
da  die  Principien,  auf  welche  sie  sich  stützt,  auch  weiterer  Anwendungen 
fähig  erscheinen. 

5. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  in  Gleichung  (A.) 
;;  =  0  ist.  Wenn  dieses  nicht  stattfindet,  so  kann  dasselbe  durch  die  Sub- 
stitution ?/  =  e  '■'^  ^v  erreicht  werden,  ohne  dass  hierdurch  die  Coefficienten 
der  Relation  zwischen  dem  Fundamentalsystem  i\,  i\,  r^,  welches  y,,  y^,  y^  ent- 
spricht, von  denen  der  Gleichung  (B.)  abweichend  werden. 

Wir  haben  alsdann 

(1.)  ae  =  1. 
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Bilden  wir  aus  Gleichung  (ß.)  unter  Berücksichtigung  von  («.)  [480 
-^,  ~^,  ~j^  und  setzen  diese  Werthe  sowie  den  "VVerth  von  ?/,  aus  (ß.)  in 
die  Gleichung  (A.),  so  erhalten  wir 

(2.)  A, EDr^ [KD,^ [KD^  L)]  +  A,KI)^L  +  Ä,L  =  0, 

wo 

A    _  p2  _  J:_ 

^'^•^  \   A  =  2-0"--^  + 2, 

A,  =  0""+50'+»-e, 

wenn    wir    die  Ableitungen    von  6    nach  z   mit   oberen  Indices,    und   die  Ab- 
leitungen von  K  und  L  nach  •/)  mit  dem  Zeichen  D^  angeben. 
Es  können  zwei  Fälle  eintreten: 

I.  Entweder  wird  die  Gleichung  (2.)  nicht  identisch  für  die  unab- 
hängigen Variablen  z,  r^  erfüllt;  dann  ist  durch  diese  Gleichung  eine 
Abhängigkeit  zwischen  diesen  Variablen  gegeben,  und  da  diese  Abhängigkeit 
eine  algebraische  ist,  so  folgt,  dass  die  Gleichung  (A.)  algebraisch  integrir- 
bar  ist. 

II.  Es  könnte  aber  auch  die  Gleichung  (2.)  für  die  unabhängigen  Varia- 
blen j,  Tj  identisch  erfüllt  sein.  Dann  sind  aber  auch  diejenigen  Gleichungen, 
welche  aus  (2.)  durch  Differentiation  nach  einer  dieser  Variablen  erhalten 
werden,  in  demselben  Sinne  identisch  erfüllt. 

Dividiren  wir  demnach  die  Gleichung  (2.)  durch  A^  und  differentiiren 
alsdann  zweimal  nach  z,  so  wird  identisch  für  z  und  yj 


(4.) 


demnach  ist  entweder 


wo   y^,  y.,   von   z  unabhängig,    oder   es   ist   die   Determinante   der  Functionen 
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A(t)' A(^)  8'"<=''  ^'""'  ='•'■■*> 

481]  wo  ^  von  2  unabhängig,  und  gemäss  der  ersten  der  Gleichungen  (4.) 

(6a.)  S^D^L  =  -).L. 

Multipliciren    wir    die  Gleichung  (6a.)    mit   Q   und    berücksichtigen    die   Glei- 
chung (a.),  so  folgt 

(7.)  D._L  =  -'^, 


woraus  sich  ergiebt 


dz 


-if— 
(8.)  L  =  e      -^    ^ 


dz 


und  nach  Gleichung  (/3.) 

(8a.)  !/,  =  ee      -^    «  . 

Im  Falle,  dass  die  Gleichungen  (5.)  erfüllt  sind,  folgt  aus  (2.) 
(9.)  KD,^  [KDr^  {KD^  L)]  +  y,  KD,^  L  +  y,L  =^  0. 

Nach  Gleichung  («.)  und  nach  Gleichung  (1.)  ist  (9.)  gleichbedeutend  mit 

(9a.)  ez),[eD,(eD,i)]  +  y.ei),i  +  y,z  =  o. 

Dieselbe  wird  befriedigt  durch 

(10.)  L  =  e  ^'   ®  , 

wo  A  eine  Constante  ist,  welche  durch  die  Gleichung 
•    (11.)  ^'  +  rj-  +  y^  =  0 

bestimmt  wird. 

Wenn  wir  in  (9  a.) 


substituiren ,  so  erhalten  wir  für  y, 


*)  BoRCHAKDTs  Joumal,  Bd.  66,  S.  128 '). 


1)  Abb.  VI,  S.  167,  Band  I  dieser  Augabe.    R.  F. 
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(-■)  ^- 


dz 


+  i--e-  +  2  0--0--0r-y.0r  +  |l-J2/.  =  0. 
Aus  den  Gleichungen  (5.)  folgt  aber: 

(13.)  -2-|-  +  |r  +  |V  =  'Z, 

(14.)  __+2^— --^-y.öT  +  li^'-. 

Demnach  ist  Gleichung  (12.)  gleichbedeutend  mit  Gleichung  (A.)  für 
y  =  «/j,  also  wird  die  Gleichung  (A.)  befriedigt  durch 

(15.)  y^  ^  %e  •'   ^  , 

wo  A  eine  Wurzel  der  Gleichung  (11). 

Aus  den  Gleichungen  (Sa.)  und  (15.)  ergeben  sich  Integrale  der  Glei- 
chung (A.),  deren  Zweige  bis  auf  constante  Factoren,  von  endlicher  Anzahl 
sind,  und  wir  könnten  hieraus  unmittelbar  nach  dem  Satze  in  No.  2  folgern, 
dass  Gleichung  (A.)  algebraisch  integrirbar  sei.  Wir  können  aber  dieses  hier 
auch  direct  nachweisen. 

Zunächst  ergiebt  sich  für  den  Fall  der  Gleichung  (6.)  aus  dieser  Gleichung 


0'"         0'  k 

(16-)  ^  +  20-  +  '-=   0 


_^    0(2>  0.S 


+  01- 


wo  fi  eine  neue  Constante.  Aus  derselben  ziehen  wir  den  Schluss,  dass  B 
eine  rationale  Function,  und  dass  daher  die  Gleichung  (Sa.)  ein  Integral  der 
Gleichung  (A.)  liefert,  dessen  logarithmische  Ableitung  rational,  was  mit  der 
vorausgesetzten  Irreductibilität  der  Gleichung  (A.)  unverträglich  ist. 

Im  Falle  der  Gleichungen  (5.)  ergeben  die  Gleichungen  (l  3.),  (1  4.),  wenn 
y,)  Yi  beide  von  Null  verschieden  sind,  dass  H  eine  rationale  Function  von  4', 
und  die  Gleichung  (lö.)  liefert  wiederum  ein  Integral  der  Gleichung  (A.), 
dessen  logarithmische  Ableitung  rational. 

Die  Grösse  y^  kann  nicht  verschwinden,  da  sonst  die  Gleichung  (A.) 
durch  6,  d.  h.  durch  die  Wurzel  einer  rationalen  Fimction  befriedigt  würde. 
Es   könnte    aber  y,  =  0  sein.     Alsdann   hat    die  Gleichung  (A.)    die  Integrale 
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if^  uf^  u^r^ 

wo  A  der  Gleichung 

(IIa.)  ;.'  +  y,  -:  0 

genügt,   und  wo  e    eine   primitive    dritte  Wurzel   der   Einheit   bedeutet.      Die 
drei  Integrale  ?/,,«/,,  y^  bilden  ein  Fundamentalsystem. 
Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (5.)  oder  aus 

A  =  y^A 

folgt 

(18.)  ^  +  3-e-  +  r  =  §- 

Demnach  ist  9'  eine  rationale  Function,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die 
Integrale  y^,  y^,  y^  für  alle  Umläufe  der  Variablen  z^  bis  auf  constante  Factoren, 
sich  nur  unter  einander  vertauschen.     In  der  That  ist  auch 

(19.)  y.y.Vz  =  Ö'. 

483]    AVir  sind   also    wieder    auf  die  Gleichung  (12a.)  No.  2  gekommen,   wenn 
wir  'li  =  6'  setzen.     Sei 

^-       Ö'  A£      6' 

(20.)  «1  =  -0  +"0"'    "»  ^  "e""*"!"' 

so  ist  nach  Gleichung  (14a.)  Xo.  2 

(21.)  u,  +  u,  =  —^ 

Hieraus  folgt 
(22.)  A^^  =  0, 

also  A  =  0,  d.  h.  nach  Gleichung  (IIa.),  y^  =  0,  was  nicht  möglich  ist. 

Demnach  ist  der  oben  mit  II.  bezeichnete  Fall,  dass  die  Gleichung  (2.) 
identisch  für  die  unabhängigen  Variablen  z,  rj  erfüllt  sei,  mit  den  über  Glei- 
chung (A.)  gemachten  Voraussetzungen  unverträglich.  Es  ist  demnach  nur 
der  mit  I.  bezeichnete  Fall  zulässig,  d.  h.  die  Gleichung  (A.)  ist  alge- 
braisch integrirbar. 


ANMERKUNG. 


Änderungen  gegen  das  Original: 

S.  89,  Zeile  10  wurde  »und  sind«  vor  o!,^  hinzugefügt, 
in  Gl.  (3.)  wurde  Ix  statt  h-  gesetzt, 
„      10  V.  u.  »bilden«  statt  »ist«, 
„    90,      „      12  wurde  »entstehen«  hinzugefügt, 
„    92,      „      17  wurde  »ist«  am  Ende  hinzugefügt, 
„    94,      „        1  wiu'de  »gleich  Null«  vor  d.  h.  hinzugefügt.  R.  F. 


Fochs,  muthem.  Werke.    IC  13 


Lvn. 

BEMERKUNG 

ZU  VORSTEHENDER  ABHANDLUNG  DES  HERRN  HEFFTER  ZUR 

THEORIE  DER  LES^EAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN'). 

(Journal  für  die  reine  and  angewandte  Mathematik,  Bd.  106,  1890,  S.  283 — 284.) 


Es  sei  g^{x)  eine  ganze  rationale  Function  des  wi'  '  Grades,  g^i^)  eine  [283 
solche,  deren  Grad  nicht  grösser  als  ?«  —  ■/,  und  es  seien  die  Integi-ale  der 
Gleichung 

(«•)  9o{^)  r'  +  j/.  (^)  y""-"  +  -  +  9,.,  (=0)  y  =  0 

regulär,  so  beweist  Herr  Heffter  (S.  275)  den  Satz,  dass  die  Gleichung  («.) 
durch  eine  ganze  rationale  Function  vom  Grade  r  befriedigt  wird,  wenn  die 
zu  X  =  CX3  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  die  negative  ganz- 
zahlige Wm-zel  —r  besitzt,  und  wenn  zu  derselben  wenigstens  ein  von  Loga- 
rithmen freies  Glied  gehört. 

Wir  wollen  voraussetzen,  dass  die  von  x  unabhängige  Grösse  (/^  von  Null 
verschieden  ist.     DifFerentiiren  wir  die  Gleichung  («.)  A-mal,   so  erhalten  wir 

iß.)  Ooi^)y"'^''  +  K{^)y""^'-"+---  +  /'.™(^)2/'"  =  0, 

wo  /ij^(a)  eine  ganze  rationale  Function  höchstens  vom  Grade  m  — x  bedeutet; 
insbesondere  ist 


{?■)  hA^)  =  9v>  +  K9',a-x  +  K9m-,  ^•■■  +  K9\ 


f.my 
0     I 


1)  L.  HefFter,  Über  KecnrsionsfArmoln  der  Integrale  linearer  hemogener  Diffetentialgleiohangen  ;  Jonrnal  fir  die  reine  und  ange- 
wandte Mathematik,  Bd    106,  S.  269-282.    B.  F. 
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WO  A.^  der  /.'*  Binomialcoefficient  von  A  und  .9"'  =  T-f^,  eine  von  x  unabhängige 
Grösse. 

Der  Ausdruck  //.  wird  übereinstimmend  mit  der  linken  Seite  der  zu 
X  =  oc  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung,  wenn  wir  X  =  —s 
setzen  und  s  als  Unbekannte  dieser  Gleichung  betrachten.  Daher  ist  Ä.^  =  0 
für  A  =  +r,  wenn  diese  Gleichung  die  negative  ganzzahlige  Wurzel  s  :=  —r 
besitzt,  und  umgekehrt,  wenn  h.^  =  0  für  A  =  r,  so  hat  die  zu  :c  =  oc  ge- 
hörige determinirende  Gleichung  die  Wurzel  —  r. 

284]  Ist  daher  —  )•  diejenige  negative  ganzzahlige  Wurzel  dieser  Gleichung, 
welche  den  absolut  kleinsten  Werth  besitzt,  so  ist  Ä.„_  —  0  für  A  =  /•,  aber 
nicht  Null  für  A  <  r.  Dann  aber  ist  die  Gleichung  (ß.)  für  A  =  /•  diejenige 
Gleichung,  welcher  die  ?•*'"  Ableitungen  der  Integrale  der  Gleichung 
(«.),  und  nur  diese  genügen*).  Da  nun,  wenn  h.^^  =  0,  die  Gleichung  (/3.) 
füi-  A  =  r  durch  ?/'"  =  C  befriedigt  wird,  wo  C  eine  von  Null  verschiedene 
Constante,  so  folgt,  dass  der  Gleichung  («.)  durch  eine  ganze  rationale  Function 
des  Grades  r  genügt  werden  kann.     Wir  erhalten  also  den  Satz; 

Besitzt  die  zu  a;  =  cx3  gehörige  determinirende  Fundamental- 
gleichung ganzzahlige  negative  AVurzeln,  und  ist  —r  diejenige 
unter  ihnen,  deren  absoluter  Betrag  r  den  kleinsten  Werth  hat, 
so  hat  die  Gleichung  (a.)  eine  ganze  rationale  Function  r''"  Grades 
als  Integral. 

Dieser  Satz  enthält  eine  Ergänzung  des  erwähnten  Theorems  des  Hen^n 
Heffter. 

Füi"  die  Differentialgleichung  der  GAUSSSchen  Reihe 

(«'.)  {x'-  x)  y"  -[y-{cc  +  ß+l)x] !/'  +aßy  =  0 

geht  die  Gleichung  (ß.)  über  in 

iß'.)     {x'-x)y"^"-[y  +  X-icc  +  ß  +  2X+l)x]>/-'''+{X  +  a)iX  +  ß)>ß'  =  0. 

Die  Wurzeln  der  zu  a?  =  00  gehörigen  determinirenden  Gleichung,  welche 
für  Gleichung  («'.)    gebildet   ist,    lauten   in    diesem   Falle  «,  ß.     AVenn   nun   « 


*)  Siehe  dieses  Journal,  Bd.  68,  S.  381 '). 


>)  Abh.  Vn,  S.  238,  Band  I  dieser  Ansgabe.    B.  F. 
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eine  negative  ganze  Zahl,  ß  entweder  nicht  eine  negative  ganze  Zahl  oder 
doch  nur  eine  solche,  deren  absoluter  Betrag  nicht  kleiner  als  der  absolute 
Betrag  von  a,  so  ist  für  A  <— «  der  Coefticient  von  ?/*  in  Gleichung  [ß'.)  von 
Null  verschieden;  er  verschwindet  erst  für  A  ==  — «,  so  dass  Gleichung  («'.) 
durch  eine  ganze  rationale  Function  des  Grades  — «  befriedigt  wird.  Ist  auch 
ß  eine  negative  ganze  Zahl,  aber  ß  =  «  — x,  wo  x  eine  ])ositive  ganze  Zahl, 
so  genügt  der  Gleichung  {ß'.),  d.  h.  jetzt   der  Gleichung 

(/3<".)  (a;'-  x)  i/-"^"  -[Y-(c-{ß-u+l)x]y'-"^"  =  0 

dann  und  nur  dann  eine  ganze  rationale  Function,  wenn  y  gleich  einer  der 
Zahlen  ß  +  l,  ß  +  2,  . . .,  ß  +  y..  Der  Grad  derselben  ist  x  — J,  woraus  sich  dann 
ergiebt,  dass  die  Gleichung  («'.)  durch  eine  ganze  rationale  Function  des 
Grades  —  a  +  x  =  —ß  befriedigt  wird.  Diese  Resultate  stimmen  mit  denen  des 
Herrn  Heffter  in  No.  IV  seiner  Arbeit  überein. 


ANMERKUNG. 


Zu  dem  auf  S.  98  ausgesprochenen  Satze,  der  als  veine  Ergänzung  des  erwähnten  Theorems  des 
Herrn  Heffter«  bezeichnet  wird,  ist  zu  bemerken,  dass  diese  Ergänzung  schon  von  Herrn  Heffter  selbst 
in  der  citirten  Arbeit  (S.  276,  Satz  U)  gegeben  worden  ist.  E.  F. 


L\Tn. 

ÜBER  EINE  ABBILDUNG  DURCH  EINE  RATIONALE  FUNCTION. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Blathematik,  Bd.  108,  1891,  S.  181—192.) 


Im    75.  Bande  S.  177    und   im   10(3.  Bande  S.  1    dieses  Journals^)    be-  [iSi 
trachtete  ich  eine  Function 

(«.)  z  =  F(iv)  =  ~) 


wo  f{w),g{iv)  ganze  rationale  Functionen  und  /^(o),^(0)  von  Null  verschieden 
sind.  Es  werden  in  der  w- Ebene  die  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  con- 
centrischen  Kreise  betrachtet,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  jedem 
einem  Punkte  w  des  Kreisinnern  zugehörigen  "NVerthe  ä,  innerhalb  desselben 
Gebietes,  nur  ein  einziger  Werth  w  entspricht.  Unter  diesen  Kreisen  wird 
derjenige  mit  dem  grössten  Radius  der  Grenzkreis  genannt.  An  den  be- 
zeichneten Stellen  habe  ich  den  folgenden  Satz  bewiesen:  Der  Radius  des 
Grenzkreises  wird  durch  den  Modul  derjenigen  Wurzel  der  Gleichung 

iß.)  F'{tv)  =  0 

bestimmt,  wo  F'(w)  die  Ableitung  von  F(w)  bedeutet,  welche  unter  allen 
Wurzeln  derselben  den  kleinsten  Modul  besitzt,  oder  falls 

\f    /  T  \       7         1/  iV^  —  W 

und 

(d.)  wF'{iv)  +  w,F'{w,)  =  0 

Lösungen  {w,  h\)   besitzen,    für    welche  die  Moduln  von  ic,  w^  einander  gleich 


1)  Abh.  XIV,  S.  361  ff.,  Band  I  dieser  Ausgabe  und  Abb.  LV,  S.  75  ff.  dieeos  Bandes.    K.  F. 
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sind,  und  falls  zu  gleicher  Zeit  der  kleinste  dieser  Moduln  kleiner  als  die 
Moduln  der  Wurzeln  der  Gleichung  (ß.)  ist,  so  giebt  derselbe  den  Radius 
des  Grenzkreises  an.  —  Dieser  Satz  lässt  sich  kürzer  folgendermassen  aus- 
drücken:  Setzen  wir 

182]  und  suchen  unter  den  gemeinschaftlichen  Lösungen  der  beiden  Gleichungen 
(y.)  und 

diejenigen  aus,  für  welche  die  Moduln  von  iv  und  iv^  einander  gleich  werden, 
so  bestimmt  der  kleinste  unter  diesen  Moduln  den  Radius  des  Grenzkreises.  — 

In  einem  Aufsatze*)  hat  HeiT  Xekrassoff  in  Moskau  sich  bemüht,  nach- 
zuweisen, dass  der  eben  erwähnte  Satz  nicht  richtig  sei.  Der  Verfasser  dieses 
Aufsatzes  zeigt  besonders  durch  den  Schluss  der  Xo.  3  desselben,  dass  er  den 
in  diesem  Joiu'nal,  Bd.  106,  S.  2 — 3')  von  mir  gegebenen  Beweis  nicht  ver- 
standen hat.  Es  erscheint  daher  nicht  übertiüssig,  im  Folgenden  durch  eine 
Erläuterung  meine  dortigen  Schlüsse  dem  Verständnisse  näher  zu  rücken. 

Bei  dieser  Gelegenheit  erlaube  ich  mir-,  hier  einen  Beweis  desselben  Satzes 
zu  geben,  welcher  auf  anderen  Piincipien  begründet  ist,  und  an  und  für  sich 
nicht  ohne  Interesse  zu  sein  scheint. 

Für  die  Zwecke  meiner  Untersuchungen  in  der  Arbeit  dieses  Journals, 
Bd.  75,  Abth.  I,  No.  5 — 10^)  möge  im  Folgenden  noch  angegeben  werden,  wie 
auch  in  dem  Falle,  dass  der  Radius  des  Grenzkreises  dmch  Vermittelung  der 
Gleichung  (d.)  zu  bestimmen  ist,  die  Grösse  desselben  den  dortigen  An- 
forderungen gemäss  eingerichtet  werden  kann. 

I. 

Im  Anschlüsse  an  die  Bezeichnungen  meiner  oben  genannten  Arbeiten 
seien  w  =  w",  u\  =  w'  zwei   auf   dem   Grenzki'eise  K  einander    entsprechende 


*)  Mathematische  Annalen,  Bd.  38,  S.  82. 


1)  Abb.  LT,  S.  76-78  dieses  Bande».    K.  F. 

»)  Abb.  XIV,  S.  370—378,  Band  I  dieser  Ansgib«.     B.  F. 
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Punkte.  Bewegt  sich  w  auf  dei'  Peripherie  von  Ä",  so  möge  w^  die  Curven 
(S  ,  (Sj,  Sj,  .. .  durchlaufen.  Geht  w  längs  K  durch  den  Punkt  w  =  w"  hin- 
durch, so  wird  Wj  längs  einer  der  Curven  S  durch  den  Punkt  w^  =  w'  hin- 
durchgehen, welche  K  daselbst  berührt.  Es  möge  diese  Curve  (S,  sein.  — 
Es  handelt  sich  nämlich  (siehe  Bd.  75,  S.  18t*))  um  den  Fall,  dass  P{iv'\iv') 
real  und  endlich  ist,  in  welchem  Falle  -p-  =  0  (siehe  daselbst  Gleichung  (2.), 
S.  180*))  und  P{iv",w')  +  -~^  =  0,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Tangente  [183 
der  Curve  ß,  in  w'  mit  dem  Radiusvector  einen  rechten  Winkel  bildet.  Wegen 
der  Symmetrie  der  Gleichung  (y.)  in  Bezug  auf  w  und  n\  muss,  wenn  w  auf 
der  Peripherie  von  K  sich  bewegend  durch  iv  =  iv'  hindurchgeht,  u\  längs 
einer  der  Curven  S  durch  w^  =  w"  hindurchgehen,  welche  K  daselbst  berührt. 
Dieses    mösre    die  Curve  S     sein.     Es  kann    selbstverständlich  S    mit  S    über- 

02  2  1 

einstimmen.  —  Beschreiben  wir  um  w  =  iv"  einen  Kreis  ^  von  hinlänglicher 
Kleinheit,  so  wird  diejenige  Wurzel  w^  der  Gleichung  (y.),  welche  für  iv  ^=  w" 
den  Werth  iv'  annimmt,  um  den  Punkt  u\  =  w'  herum  eine  geschlossene 
Fläche  ^j  erfüllen,  von  der  Art,  dass  die  Punkte  von  Ä  und  ^^  sich  gegen- 
seitig eindeutig  entsprechen,  wenn  wir  voraussetzen,  dass  F'(w')  iind  F'{}v") 
von  Null  verschieden  sind.  Bezeichnen  wir  die  Bogen  der  Curven  S,,  S„, 
welche  in  Ä,  i?^  hineinfallen  und  respective  w\  w"  enthalten,  mit  B^,  B^,  so 
werden  demnach  von  den  Punkten  der  Fläche  ^,  die  ausserhalb  K  sich  be- 
finden, diejenigen,  welche  Punkten  von  Ä\  innerhalb  K  entsprechen,  sämmt- 
lich  auf  der  einen  Seite  ß^  von  B^  liegen,  während  die  übrigen  auf  der 
anderen  Seite  ßl  sich  befinden.  Ebenso  werden  von  den  Punkten  der  Fläche 
Ä,,  die  ausserhalb  K  sich  befinden,  diejenigen,  welche  Punkten  von  Ä  inner- 
halb K  entsprechen,  sämmtlich  auf  der  einen  Seite  ß^  von  B^  liegen,  während 
die  übrigen  auf  der  anderen  Seite  ß[  von  B^  sich  befinden.  Die  beiden  Seiten 
ß^  und  ß'^  unterscheiden  sich  dadurch,  dass  man  in  der  einen  nach  allen  mög- 
lichen Richtungen  dem  w"  unendlich  benachbarte  Punkte  angeben  kann, 
während  die  dem  w"  unendlich  benachbarten  Punkte  der  anderen  Seite  von 
JBj  auf  der  im  Punkte  w"  an  die  Curve  S^  und  den  Kreis  K  gelegten  Tan- 
gente sich  befinden  müssen.  In  gleicher  Weise  unterscheiden  sich  die  beiden 
Seiten  ß^  und  ß[  von  B^,  indem  nämlich  auf  der  einen  Seite  nach  allen  mög- 


1)  8.  865,  Band  I  dieser  Ausgabe.    B.  F. 

2)  Ebenda  S.  365.    K.  F. 

Fuclis,  «lutbüm.  WerK'6.    UI.  14 
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liehen  Eichtungen,  anf  der  anderen  nur  in  der  Richtung  der  Tangente  an  Q. 
und  K,  dem  w'  unendlich  benachbaite  Punkte  gefunden  werden  können.  Da 
von  den  Punkten  iv  von  ß^  nach  allen  möglichen  Eichtungen  zu  w"  unendlich 
benachbarte  gehören  müssen,  welche  Punkten  w^  innerhalb  Ä^  und  K  ent- 
sprechen, so  sind  es  die  Punkte  w  auf  ß^,  zu  welchen  nur  in  der  Eichtung 
der  Tangente  von  K  dem  w"  unendlich  benachbarte  Punkte  gehören,  die  ihre 
entsprechenden  innerhalb  Ä^  und  ausserhalb  K  besitzen.  Aus  demselben 
Gianda  haben  auch  die  Punkte  w^  auf  ß[  nui  in  der  Eichtung  der  Tangente, 
zu  ii\  unendlich  benachbarte  Punkte,  welche  innerhalb  Ä  und  ausserhalb  K 
184]  entsprechende  Punkte  w  besitzen.  Ist  daher  -R  der  Eadius  des  Grenz- 
kreises K,  r  ^=  R  +  dr  der  Eadius  des  unendlich  benachbarten  grösseren  Kreises 
K\  und  sind  w  =  w,  ii\  —  u\  zusammengehörige  auf  K"  gelegene  Punkte, 
welche  respective  tc  =  w",  ii\  =  w'  unendlich  benachbart  sind,  so  muss  ü"  auf 
der  Seite  ß[,  w^  auf  der  Seite  ß[  sich  befinden,  d.  h.  es  müssen  die  Punkte  w 
und  ü\  der  Peripherie  K'  respective  auf  den  Tangenten  in  ic"  und  »•'  der 
Peripherie  Jv  gelegen  sein.  Hieraus  folgt  die  Gleichung  (4.)  No.  1  der  oben 
citirten  Arbeit  in  Bd.  106^) 

(4.)  f7'o,  =  ±  d-i. 

Da 

Piic,iv,)  =  -    ,,  ^     ' 
^        '^  dlogto 

für  alle  Eichtungen  von  dw  und  die  entsprechenden  du\  einen  unabänderlichen 

Werth   hat,    wenn  F'{ic)  und  F'(ii\)  weder  Null  noch  Unendlich   werden,    so 

ergiebt  die  Gleichung 

dlogw,    ^   dr,    ^  ^.  da, 
d  log  10  dr  dr  ' 

dass  die  reale  endliche  Grösse  P(w,  Wj)  in  «•  =  iv"  positiv  ist.     Es  ist  näm- 
lich -^  negativ,  wie  es  der  Begriff  des  Grenzkreises  erfordert.     Die  Gleichung 

d  log  iVj   i    dr,       öts, 

d  log  10  B   ötp       öo 

zeigt  alsdann,  dass  ^  für  w  =  w"  negativ  ist.     Da  für  4^-  =  0 

~d^  ^  ~d^' 


1)  Abk.  LT,  E.  77  diues  budes.    B.  ¥. 
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SO  folgt  ans  Gleichung  (4.) 

^  =  -1. 

In  meiner  Arbeit  Bd.  7  5,  S.  181  —  1S2*)  ist  nachgewiesen,  dass  für  r  >  i?  bis 
zu  einer  gewissen  Grenze  ein  Continuum  von  Kreisen  K^.  existirt,  auf  deren 
Perij^herien  zusammengehörige  Werthe  w,  iv^  liegen,  wenn  nicht  eine  der  mit 
K  zusammengehöligen  Curven  (S  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf  K  fällt. 
Da  von  diesem  Satz  auch  in  Bd.  106^)  Gebrauch  gemacht  ist,  so  möge  derselbe 
hier  noch  mit  einigen  Worten  erläutert  werden.  Aus  der  gemachten  Voraus- 
setzung ergiebt  sich,  dass  erst,  wenn  r  —  R  einen  endlichen  Betrag  erreicht 
hat,  eine  der  mit  Ji,.  zusammengehörigen  Curven  S,.  ganz  innerhalb  K^  [185 
befindlich  sein  kann.  Es  können  aber  auch  nicht  sämmtliche  Curven  S,, 
ausserhalb  K^  verlaufen.  Denn  wenn  iv  von  w"  ausgehend  die  Peripherie  JfiC. 
in  w  =  ic  trifft,    so    wird  u\  von  w'  ausgehend   in    einem  Punkte  w,  =  w,  an- 

'  1  O  11 

langen,  der  entweder  auf  der  Perijjherie  K.  oder  ausserhalb  oder  innerhalb 
derselben  gelegen  ist.  Liegt  w^  im  Innern,  so  entspricht  demnach  einem 
Punkte  w  der  Peripherie  K^  ein  innerer  Punkt  u\.  Liegt  w,  im  Ausseren 
von  iC ,  so  hat  «;,  die  Peripherie  K^.  bereits  in  einem  Punkte  tv^  =  fö^  über- 
schritten, während  w  noch  in  einem  Punkte  w  =  h)  des  Innern  sich  befand. 
Der  Symmetrie  der  Gleichung  (y.)  wegen  würde  also  in  diesen  beiden  Fällen 
folgen,  dass  nicht  sämmtliche  Curven  S  ausserhalb  K  verlaufen  können. 
Es  muss  demnach  die  Peripherie  K^.  innerhalb  des  genannten  Bereiches  von 
r  unter  allen  Umständen  von  einer  der  mit  derselben  zusammengehörigen 
Curven  (S,,  getroffen  werden. 

II. 

"Wir  gehen  nunmehr  dazu  über,  einen  einfacheren  Beweis  des  in  der 
Einleitung  bezeichneten  Satzes  zu  geben,  welcher  zugleich  eine  tiefere  Ein- 
sicht in  die  algebraische  Natur  des  hier  behandelten  Problems  gewährt. 

Wir  setzen  in  der  Gleichung 

(1.)  '^{iv,tv,)  =  0, 

cpi  to.i 


1)  Abh.  XIV,  8.  365—367,  Bund  I  dieser  Ausgabs.    R.  F. 
»)  Abh.  LV,  8.  75  ff.  diesoa  Bandes.    K,  F. 

14* 
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•WO  /•;  r  die  Moduln,  z,  'j,  die  Argumente  von  iv,  il\  bedeuten.  Auf  der 
Peripherie  jedes  mit  dem  Radius  r  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreises 
K   suchen  wir  diejenigen  Stellen  auf,  für  welche 

P-)  t  =  »• 

Aus  (1.)  ergiebt  sich,  wenn  r  constant  und  9  veränderlich  angenommen  wird, 
in  der  Bezeichnung  der  Gleichung  (s.), 

(3.)  Fiw,tvJ--^t  +  ^  =  0. 

Es  giebt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Kreisen  K^,  auf  deren  Peripherie 
P(h?,m"J  unendlich  wird.  Demnach  folgt  aus  Gleichung  (3.),  dass  -^  längs 
der  Peripherie  K^  im  Allgemeinen  eine  stetige  Function  von  z  ist,  und  da 
186]  ;•  längs  K^  Maximal-  und  Miuimalwerthe  annimmt,  so  folgt,  dass  im  All- 
gemeinen auf  jedem  Kreise  JC.  Stellen  vorhanden  sind,  welchen  Wurzeln  der 
Gleichung  (2.)  zugehören.  Wir  bezeichnen  diese  Stellen  mit  m^,  »»].,»/',...  . 
Die  Gleichung  (3.)  ergiebt,  dass  in  allen  diesen  Stellen  P{w,  ii\)  reale  Werthe 
erhält.  Aus  derselben  Gleichung  folgt  umgekehrt,  dass,  wenn  P{w,  wj  in 
einem  Punkte  der  Peripherie  K^  real  und  endlich  ist,  dieser  Punkt  zu  den 
Stellen  m^,  m'^,  m",  . . .  gehört. 

Bezeichnen  wir  daher  mit  'l)^{w,ii\)  diejenige  Function  von  w,  w^,  welche 
aus  'li{w,ic\)  hervorgeht,  wenn  die  Coefficienten  der  letzteren  durch  ihre  con- 
jugirten  Werthe  ersetzt  werden,  und  mit  «■',  ii\  die  conjugirten  AVerthe  resp. 
von  IV  und  ic^,  so  folgt  aus  den  eben  gemachten  Schlüssen,  dass  die  Werthe 
von  y-j,  c5j,  cp,  welche  den  Stellen  ?n^,  m[,  m",  . . .  entsprechen,  durch  die  Glei- 
chung (1.)  und  die  Gleichungen 

(la.)  6,(10',  0  =  0 

und 

(4.)  P{w,w,)  =  P,i,c',w[) 

bestimmt  werden,  wenn  wir  unter  P,{w,  u\)  diejenige  Function  verstehen, 
welche  aus  P{w,  io\)  dadurch  hervorgeht,  dass  die  Coefficienten  der  letzteren 
durch  ihre  conjugirten  Werthe  ersetzt  werden.  Es  ergeben  sich  hiernach 
r,,  e  '  ,e      als  algebraische  Functionen  von  r.     Hierdurch  wird  auch  P(w,ii\) 
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eine  bestimmte  algebraische  Function  von  r.  Eliminiren  wir  zwischen  den 
Gleichungen  (1.),  (la.)  und  (4.)  e''  ,  e'^^  ,  so  erhalten  wir  zwischen  ;•,  )\  die 
algebraische  Gleichung 

(5.)  G(r,r.)  =  0. 

Wenn  wir  für  jeden  Kreis  K^  mit  dem  Radius  )\  diejenigen  Stellen  auf- 
suchen, für  welche  -j—  =  0,  so  wird  aus  demselben  Grunde 

dio,     ' 


010 


daselbst  real;  das  heisst  aber  nichts  anderes,  als  dass  P{w,w)  real  wird. 
Es  werden  also  die  Werthe  von  r,  e'^  ,  e^'  ,  welche  den  Stellen  auf  K  ent- 
sprechen,  wo  -^  =  ü  wird,  aus  denselben  Gleichungen  (l.),  (la.)  und  (4.)  zu 
bestimmen  sein.  Das  Eliminationsresultat  von  e'  ,<?''  aus  diesen  Gleichungen 
ist  also  wiederum  die  Gleichung  (5.).  Es  haben  aber  ;•  und  )\  jetzt  ihre 
Rollen  vertauscht;  hieraus  folgt: 

Die  Gleichung  (5.)  ist  in  Bezug  auf  r  und  r^  symmetrisch. 

III.  [187 

Die  auf  den  verschiedenen  Kreisen  K^.  gelegenen  Punkte  711^,  m' ,  m",  ... 
bilden  ein  System  von  Curven,  welches  wir  mit  T  bezeichnen  wollen.  Schreiten 
wir  längs  einer  dieser  Curven  fort,  so  folgt  aus  der  Gleichung 


(welche  durch  Diflerentiation  aus  Gleichung  (1.)  voriger  Nummer  hervorgeht), 
weil  P{w,wJ  real  ist,  dass 

(2.)  P{w,w,)^--^^^. 

Hierbei  ist  der  Werth  von  -'-^  aus  der  Gleichung 

zu  bestimmen. 
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Es  folgt  hieraus  zunächst,  dass  G{r,rJ  nicht  durch  eine  Potenz 
von  j-^  —  r  theilbar  sein  darf. 

Ist  nämlich  w  =  /»,  ein  solcher  Tupkt  der  Peripherie  K^  des  Kreis- 
continuums,  von  welchem  in  Xo.  I  die  Rede  war,  zu  dem  ein  auf  derselben 
Peripherie  gelegener  Punkt  u\  =  q^.  gehört,  so  würde  die  Voraussetzung,  dass 
G(r,i-J  durch  eine  Potenz  von  '■  —  '",  theilbar  sei,  zur  Polge  haben,  dass  die 
stetige  Eeihe  der  Punkte  p^  eine  C'urve  A  bildete,  welche  zu  den  Curven  des 

r/r 

Systems  T  gehörte  und  für  welche  -~  =  l  wäre.  Xach  Gleichung  (2.)  müsste 
dann  P{w,  u\)  für  alle  "Werthe  ic  der  Curve  A,  also  nach  einem  bekannten 
Satze  überhaupt  in  der  ganzen  w-^hene  gleich  der  negativen  Ein- 
heit sein.     Es  wäre  also 

^w  +  -~^n;  =  0, 
die  ciCj     ' 

was  zur  Folge  hätte,  dass  ii(w,wj  durch  einen  Linearfactor  u.\  —  civ  mit  con- 
stantem  c  theilbar  wäre.  Dieses  ist  aber  nicht  möglich,  weil  'l>{ic.  ?rj  nicht 
für  ir  =  0,  ir^  =  <i   verschwindet. 

Setzen  wir  daher  in  Gleichung  (5.)  voriger  Xummer  )\  ^=  r,  so  erhalten 
wir  eine  wohlbestimmte  algebraische  Gleichung 

(4.)  E(r)  =  0. 

Ist  r  gleich  einer  realen  "Wurzel  dieser  Gleichung,  so  fallen  die  Punkte  u\, 
welche  den  Stellen  ?«_,  m'^,  m",  ...  auf  der  Peripherie  jfiT  zugehören,  theilweise 
oder  ganz  auf  dieselbe  Peripherie. 

iss]  Der  Radius  des  Grenzkreises  ist  daher  mit  der  kleinsten  realen 
"Wiirzel  der  Gleichung  (4.)  übereinstimmend. 

Ist  r  =  a  eine  reale  Wurzel  der  Gleichung  (4.)  und  ic  =  fi  eine  der- 
jenigen Stellen  m^,  tn^,  m",  . ..,  denen  auf  der  Peripherie  K^  "NVerthe  ic,  zu- 
gehören,  und  setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  nicht  ^—  und  ^—  für  r  =  r  =a 
verschwinden,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (3.),  dass  P{w,u\)  in 
H  gleich  der  positiven  Einheit  ist. 

Ist  rt  =  JR  der  Radius  des  Grenzkreises,  so  bleibt  dieses  auch  bestehen, 
■«enn  -g^,  -^  für  r  ^  r^  =  R  verschwinden  würden.  Es  ist  nämlich  in  diesem 
Falle,  wenn  H'{r)  die  Ableitung  von  H{r)  bedeutet,  wegen  der  Symmetrie 
von  G(r,rJ  in  Bezug  auf  r  und  r^  auch  H'{R)  =  o.     Ist  A   die  Discriminante 
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von  H{r),  so  müsste  demnach  A  verschwinden.  Uie  Discriminante  A  ist  eine 
ganze  rationale  Function  der  realen  und  imaginären  Bestandtheile  von  Coefti- 
cienten  der  Function  F{w).  Es  sei  A  einer  dieser  Coefficienten.  Ferner  sei 
F^{w)  diejenige  Function,  in  welche  F{iv)  übergeht,  wenn  wir  A  durch 
A^  —  A  +  s.  ersetzen,  während  wir  die  übrigen  Coefficienten  beibehalten;  end- 
lich sei  H^{r)  aus  F^{w)  ebenso  hergeleitet  wie  H{r)  aus  F{w).  Wir  wollen 
6  real  nehmen,  wenn  in  A  der  reale  Theil  von  A  auftritt,  und  rein  imaginär, 
wenn  nur  der  imaginäre  Theil  von  J.  in  A  enthalten  ist.  Alsdann  wird  die 
Discriminante  A^  von  H^{r)  ausser  für  e  =  0  erst  für  einen  Werth  von  e  ver- 
schwinden, dessen  absoluter  Betrag  eine  gewisse  Grenze  g  überschreitet. 

Für  die  Wertlie  von  s  innerhalb  dieses  Bereiches  sind  aber  der  Radius 
des  Grenzkreises,  sowie  die  zusammengehörigen  Stellen  w,  u\  auf  seiner  Peri- 
pherie stetige  Functionen  von  s.  Demnach  ist  auch  P{ir,  ii\)  für  dasselbe 
Werthenjjaar  w,  u\  eine  stetige  Function  von  s,  so  lange  mod  £  <.g,  bis  s  =  (> 
einschliesslich  (wenn  nicht  auf  dem  zu  F(w)  gehörigen  Grenzkreise  F'{w)  Null 
oder  Unendlich  wird).  Da  nun  diese  algebraische  Function  P{w,  ivj  in  dem 
ganzen  Bereich  0  -<  mod  e  <  ^  den  Werth  Eins  hat,  so  muss  auch  für  s  ==  o 
derselbe  Werth  erhalten  werden. 

IV. 
Die  Gleichung  (4.)  voriger  Nummer  kann  auch  als  das  Resultat  der  Eli- 
mination von  e    ,  e       aus  den  Gleichungen 

(1.)  ^(re'f^re^'^■)  ^  0,  ['»^ 

(2.)  ^^{,,-ri^,,~9,i)^o, 

(3.)  P(re"f\  re^'0-^.('-e~'^',  re''^'')  =  0 

erhalten  werden  (siehe  No.  H),  und  es  ist  r  =  R,  der  Radius  des  Grenz- 
kreises, die  kleinste  reale  Wurzel  der  Gleichung  (4.)  voriger  Nummer. 

Die  Gleichungen  (1.),  (2.),  (3.)  können  auch  erhalten  werden,  wenn  wir 
den  realen  und  imaginären  Theil  von  '}(w,  wj  und  den  imaginären  Theil  von 
P{w,  wj  gleich  Null  setzen.  Unser  in  der  Einleitung  erwähnter  Satz  besagt 
daher : 

Wenn  r  —  R  der  kleinste  reale  Werth  ist,  für  welchen  diese 
drei    Gleichungen   reale    Tiösungen  cp  =  cp",  cp^  =  cp'  zulassen,    so    ist 
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von  selbst  der  reale  Theil  von 

p{Re''"\  Ee'^'') 
bestimmt.     Er  erhält  nämlich  den  Werth  Eins*). 

V. 

Im  75.  Bande  dieses  Journals,  Abth.  I,  No.  5  — 10')  habe  ich  folgende 
Aufgabe  behandelt. 

Es  seien  2^,  z^,  ...,  z^^^  in  der  Ebene  der  complexen  Variabein  z  willkür- 
lich gegebene  Punkte,  «,,  «j,  •••,  ß„^.,,  wi  +  1  verschiedene  ganzzahlige  "Wurzeln 
der  Einheit,  welche  durch  eine  Gleichung 

(1.)  w"-!  =  0 

bestimmt  werden,  wo  n>m  +  l.  —  Es  soll  die  rationale  Function 

(2.)  ,  =  F(w) 

(von  der  Gestalt  der  Gleichung  [u.)  in  der  Einleitung)  so  gewählt  werden, 
dass  jfc'  =  ß^.  werde  für  z  =^  z^^  und  dass  der  Radius  des  zu  F{w)  gehörigen 
Grenzkreises  grösser  als  Eins  werde.   — 

Wir-  haben  daselbst  diese  Bestimmung  durchgeführt  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  der  kleinste  Modul  der  Wurzeln  der  Gleichung  -F'(fi')  =  0 
190]  den  Radius  des  Grenzki-eises  liefert.  Wir  wollen  hier  dasselbe  für  den 
Fall  thun,  dass  dieser  Radius  vermittelst  der  Gleichungen 

i^itv,  tt\)  =  0 
und 

F'(u-)n-  +  F'{ic,)u\  =  0 
erhalten  wird. 

Sei  wie  in  Bd.  75,  S.  186"),  Gleichung  (2.) 


*)  Hierdurch  löst  sich  d?s  Paradoxon  des  Herrn  Nekrassoff  in  Ko.  3  seiner  Arbeit  von  selbst,  da 
seine  Gleichng  |(a)  =  0  eine  Identität  darstellt.    Aus  dem  Obigen  erkennt  man  auch  unmittelbar,  warum 

in  No.  4   seines  Aufsatzes  Herr  Neicrassoff   mit  der  blossen  Gleichung  — -  =  0  nicht  zu  meinen  Re- 

"    de 

sultaten  gelangen  konnte. 


1)  Abb.  XIV,  S.  S70-S78,  Band  I  dieser  Ansgabe.    R.  F. 

2)  Ebencl-  S.  371.    B.  F. 
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(3.)  9i^v)  ='"£f^/M, 

'^   '  tv  —  a, 


Wir  setzen  nunmehr 


=  h{w) 


w{Ato"+B) 
und 

(4.)  z  =  F{iv)  =  g{iv)  +  ah{w), 

wo  a,  A,  B  noch  verfügbare  Constanten  bedeuten,  von  denen  jedoch  A,  B 
real  sein  mögen.  Ist  der  Radius  des  zu  g{w)  gehörigen  Grenzkreises  grösser 
als  Eins,  so  sei  a  =  0. 

Im  entgegengesetzten  Falle  wollen  wir  beweisen,  dass  wir  a 
so  wählen  können,  dass  für  die  Function  F{w)  in  Gleichung  (4.) 
diese  Bedingung  erfüllt  ist. 


Die  Gleichung 


F(«.' )  =  Fiiv) 


geht  für  rt  =  oo  über  in 

(5.)  /.(»',) -A(m') 


hieraus  folgt: 


(6.) 


t«;'-!   Atv^'+B 


IV  «c"-l   Aiü^+B 

Befinden    sich    w    und    w^    auf    der   Peripherie    desselben    um    iv  =  0    be- 
schriebenen Kreises,  ist  also  w  =  re'^  ,  ti\  =  re°'  ,  so  folgt: 


mod  —^  =  1 , 


woraus  sich  ergiebt 

(7.)  [e  ^'  +  e      ^'  —[e  ^  +e       •  j\{A  —  BY  —  0. 

Sind  A,  B  von  einander  verschieden,  so  erfordert  diese  Gleichung,  dass  [191 
(8.)  e'"^''  =  e""^' 

FucUe,  matliein.  Werke.    III.  15 
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oder 

(8a.)  e  ^'    =^  e 

Aus  der  Gleichung 

F'{w)w  +  F'{w,)iv,  =  0 
folgt  für  a  =  oo 

-Äw"'+[{n-l)B  +  (n+l)A]iv''+B      -Äiv]''  +  [(n-l)B  +  (n+l)A]w^  +  B  ^ 
^   ''  tviAtv^+By  w.iAiv'^+Bf 

Im  Falle  (8.)  wäre  für  die  gemeinschaftlichen  Lösungen  von  (5.)  und  (9.) 


das  heisst 

(10.)  -  Aw'"  +  [{n  -1)B  +  {n  +  1)  A]  iv"  +  B  =  0 

oder 

(10a.)  Aio^+B  =^  0 

oder 

(10b.)  — +  —  =  0. 

^  '  IV         tVj 

Wenn  wir  n  als  ungerade  Zahl  wählen,    so  ist  (10b.)  auszuschliessen.  — 
Es  sei 

(11)  Z  =  _ii±i 

^     -^  A  n-1' 

so  liefern  (10.)  und  (lOa.)  nur  Werthe  von  iv,   deren  Modul   grösser   als  Eins 
ist.     Die  Gleichung  (10.)  stimmt  übrigens  mit  der  Gleichung 

h'{w)  =  0 
überein. 

Die  Gleichung  (9.)  kann  vermittelst  (.').)  auch  in  die  Form 

,      .      ^,   „      „.  _        -  {n  - 1)  IV'"  +U+1  -jn- 1)  wl"  +n+l         _ 

gesetzt  werden. 

Sei  a  =  u  +  ßi,  so  folgt  aus 

tvF'{tv)  +  w,F'{w,)  =  0: 

(12.)  ,  +  ßi  =  .^'(-l'f+/i["^)'!!^. 

'^  K{w  ,w") 
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Setzen  wir  voraus,  dass  von  den  Grössen  a,  ß  die  eine  unendlich  gi'oss 
werde,  während  die  andere  endlich  bleibt,  und  nehmen  wir  an,  dass  die  [192 
Gleichung  (8a.)  statt  habe.  Alsdann  müssten  auf  dem  Grenzkreise  von  F{iv) 
für  diesen  Werth  von  a  zwei  Werthe  m',  tv^  sich  befinden,  von  der  Beschaffen- 
heit, dass 

K(iv",  w^)  =  0 

und  dass  w",  w"  conjugirte  Werthe  sind.  Da  K{iv",  w")  reale  Coefficienten 
hat  und  in  Bezug  auf  die  Argumente  iv",  w^  symmetrisch  ist,  so  würde  der 
conjugirte  Werth  von  K{w'\  w")  für  dasselbe  Werthenpaar  verschwinden.  Aus 
Gleichung  (12.)  ergiebt  sich  demnach,  dass  auch 

_        g',(iv')iv'+(/',{w[)iv[ 

wo  ff^{i(')  aus  fj{w)  erhalten  wird,  wenn  in  letzterer  Function  die  Coefficienten 
durch  ihre  conjugirten  Werthe  ersetzt  werden,  für  dasselbe  Werthenpaar 
unendlich  wird.  Es  müssten  demnach  «  und  ß  für  dasselbe  Werthenpaar 
gleichzeitig  unendlich  werden,  gegen  die  Voraussetzung.  Wenn  demnach 
rt  =  «  +  /3»  so  gewählt  wird,  dass  der  absolute  Werth  nur  einer  der  beiden 
Grössen  a  und  ß  eine  gewisse  Grenze  überschreitet,  die  andere  aber  einen 
beliebig  gewählten  endlichen  Werth  hat,  so  kann  der  Fall  (8a.)  nicht  ein- 
treten. Der  Radius  des  Grenzkreises  von  F{w)  ist  daher  alsdann 
grösser  als  Eins.  Die  nähere  Bestimmung  von  a  erfolgt  auf  analoge 
Weise  wie  die  der  entsprechenden  Grösse  a  in  meiner  Arbeit  Bd.  75,  Abth.  I, 
No.  6—10*). 


1)  Abb.  XIV,  S.  372—378,  Band  I  dieser  Ausgabe.     R.  F. 
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ANMERKUNGEN. 


1)  Der  handschriftliche  Xachlass  meines  Vaters  lässt  erkennen,  dass  ihn  die  hier  gegebenen  Ausfuhrungen 
über  das  Abbildnngsproblem  noch  nicht  befriedigt  haben,  dass  er  vielmehr  wiederholt  auf  dasselbe 
zurückgekommen  ist.  Wie  der  Nachlass  zeigt,  hat  er  später  darauf  rerzichtet,  Methoden  zur  Bestimmung 
des  Radius  des  Grenzkreises  anzugeben,  und  hat  versucht  das  Abbildungsproblem  ohne  Kenntniss  der 
Grösse  dieses  Radius  durchzufahren.  Als  Ergebniss  dieser  Untersuchungen  ist  dann  schliesslich  die 
Arbeit  »Über  eine  besondere  Gattung  von  rationalen  Cnrven  mit  imaginären  Doppelpnnktenc  (Sitzungs- 
berichte 1900,  S.  "4  ff.,  Abh.  LXXII  dieses  Bandes)  anzusehen. 

2)  Zu  dem  S.  111  gemachten  Grenzübergang  e  =  0  ist  Folgendes  zu  bemerken:  Im  Nachlass  meines  Vaters 
findet  sich  zu  diesem  Grenzübergang  eine  Anmerkung,  die  ich  hier  wörtlich  zum  Abdruck  bringen  möchte: 

Bei  dieser  Gelegenheit  muss  ich  ein  A'ersehen  berichtigen,  welches 
sich  p.  18S,  Bd.  108  eingeschlichen  hat.  Dasselbe  betrifft  den  dort  ge- 
machten Grenzübergang  £  ^  0.  Wenn  nämlich  £  beliebig  klein,  aber  von 
Null  verschieden  angenommen  wii-d,  so  ist  es  nicht  nothwendig,  dass 
die  Gleichung  H^(r)  =  0  eine  reale  Wurzel  besitze,  welche  einer  ebenfalls 
realen  Wurzel  der  Gleichung  H(r)  =  0  hinlänglich  nahe  kommt.  Aus 
diesem  Grunde  ist  der  bezeichnete  Grenzübergang  nicht  immer  zulässig. 

3)  Zu  Gleichung  (12.)  S.  114  ist  zu  bemerken,  dass  der  im  Nenner  der  rechten  Seite  stehende  Ausdruck 
K{w'',tc^)  nicht,  wie  in  Gleichung  (9a.)  angegeben,  lautet,  sondern 

Kilo"  .r-l  =         ic"-l        (  (n-l)tr»  +  n  +  l     („^i)urr  +  n+\  i 

^     '    '■'         ic(^tc"  +  B)  ((ic"-l)[-(n-l)u)»+n  +  l]       (tc,"-l)[-(n-l)ic,"-Kn+l)]  i 

R.  F. 


LIX. 

ÜBER  LINEARE  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, 
WELCHE  VON  PARAMETERN  UNABHÄNGIGE  SUBSTITUTIONS- 
GRUPPEN BESITZEN. 

(Sitzungsberichte   der   Königl.   preussischen   Akademie    der   Wissenschaften    zu  Berün, 
1892,  XII,  S.  157—176;  vorgelegt  am  25.  Februar;  ausgegeben  am  3.  März  1892.) 


Die  folgende  Notiz  enthält  gewissermassen  eine  Fortsetzung  der  Unter-  [157 
suchungen  über  lineare  Differentialgleichungen,  welche  ich  in  den  Sitzungs- 
berichten*) veröffentlicht  habe.  Den  Ausgangspunkt  bildet  diejenige  Klasse 
von  linearen  homogenen  Differentialgleichungen,  welche  ich  in  den  Sitzungs- 
berichten**) eingeführt  und  angewendet  habe,  und  welche  sich  dadurch 
charakterisiren ,  dass  die  Substitutionen,  welche  ein  geeignetes  Fundamental- 
system von  Integralen  derselben  durch  die  Umläufe  der  unabhängigen  Varia- 
bein erleidet,  von  einem  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  auf- 
tretenden Parameter  unabhängig  sind.  Es  ergab  sich  daselbst,  dass  diese 
Eigenschaft  sich  mit  dem  Vorhandensein  gemeinschaftlicher  I^ösungen  eines 
gewissen  Systems  partieller  linearer  Differentialgleichungen  deckt. 

In  der  gegenwärtigen  Notiz  beschäftige  ich  mich  damit,  umgekelirt 
solche  Systeme  linearer  homogener  partieller  Differentialgleichungen  zu 
kennzeichnen,    deren    Untersuchung    auf    diejenige    solcher    gewöhnlicher 


*)  .lahrg.  1888,  S.  lU5ff.  und  S.  1273  ff. ;  .Talirg.  1889,  S.  713  ff.;  Jahrg.  1890,  S.  21ff.  ■)■ 
**)  Jahrg.  1888,  S.  1278ff. -'). 


1)  Xlh.  UV,  S.  1—68  dieses  Bandes.    B.  F. 
»)  Ebenda  8.  20  ff.    R.  K. 
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linearer  homogener  Differentialgleichungen  zurückgeführt  werden  kann,  deren 
Substitutionen  von  einer  Anzahl  in  den  Coefiicienten  auftretenden  Parametern 
unabhängig  sind.  Diese  partiellen  Differentialgleichungen  scheinen  eine  be- 
sondere Aufmerksamkeit  zu  verdienen.  In  dem  Folgenden  wird  unter  anderem 
gezeigt,  dass  zu  ihnen  auch  diejenigen  beiden  Arten  partieller  Differential- 
gleichungen gehören,  auf  welche  nach  einem  von  Herrn  Picard*)  für  be- 
sondere Fälle  gegebenen  Verfahren  das  Studium  derjenigen  eindeutigen  Func- 
tionen zweier  Variabein  begründet  werden  kann,  welche  Substitutionen  der 
Form : 


beziehungsweise 


zulassen. 

Die  erstere  dieser  beiden  Arten  partieller  Differentialgleichungen  hat 
neuerdings  Herr  Jacob  Horn**)  für  den  Fall  rationaler  Coefiicienten  darauf- 
hin untersucht,  unter  welchen  Umständen  ihre  Integrale  sich  in  der  Um- 
gebung der  singulären  Stellen  regulär  verhalten,  das  heisst,  in  der  von  mir 
gebrauchten  Terminologie,  ob  sie  daselbst  nicht  unbestimmt***)  werden.  In 
dem  Folgenden  werden  die  hierzu  erforderlichen  Bedingungen,  unter  Benutzung 
des  schon  erwähnten  Zusammenhanges  der  bezeichneten  partiellen  Differential- 
gleichungen mit  der  besonderen  Klasse  gewöhnlicher  Differentialgleichungen, 
welche  von  Parametern  unabhängige  Substitutionsgi-uppen  besitzen,  aus  der 
Untersuchung  des  Verhaltens  der  Integrale  einer  gewöhnlichen  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung  in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte  hergeleitet. 

1. 


Sind  in  der  Differentialgleichung: 


*)  Acta  Mathematica,  T.  5,  S.  176  fl'.;  Liouville  Journal,  IV.  str.  (1885),  p.  112  ff. 
**)  Acta  Mathematica,  T.  12,  S.  113  ff.  und  in  seiner  Freiburger  Habilitationsschrift  1S90. 
***)  Vergl.  Sitzungsberichte,  Jahrg.  1886,  S.  281  und  Sitzungsberichte,  Jahrg.  1888,  S.  1279.  No.  12'). 


1)  Abh.  Xl.Vir,  S.  894,  Band  II  dioser  Ausgabe  und  Abh.  LIT,  S.  22  dieses  Bandes.     R.  F. 
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die  Coefticienten  /'^  rationale  Functionen  von  x',  und  ist: 
(2.)  IC  =  A^ij  +  A,y-+-  +  A,„_,  y-", 

wo  A^,  A^,  ...,  ^4„,_j  rationale  Functionen  von  ,/;  und  y'^'  =  -j^,  so  haben  wir 
nach  dem  Vorgange  von  Riemann*)  die  Differentialgleichung,  welcher  w  ge- 
nügt, als  mit  (1.)  zu  derselben  Klasse  gehörig  bezeichnet. 

Wir  wollen  diese  Bezeichnimgsweise  auf  den  allgemeineren  Fall  aus- 
dehnen, wo  )\,  i\,  ...,  i\^  eindeutige  Functionen  des  Ortes  (.',5)  in  der  durch 
die  algebraische  Gleichung: 

(3.)  F{x,s)  =  0 

delinirten  RiEMANNSchen  Fläche  bedeuten,  und  wollen  von  der  linearen 
homogenen  Differentialgleichung,  welcher  w  genügt,  sagen,  dass  sie  mit  [159 
(1.)  zu  derselben  Klasse  gehöre,  wenn  die  Grössen  .4^,  .4^,  ...,  ^^^_j  eben- 
falls eindeutige  Functionen  des  Ortes  {x,  s)  bedeuten. 

Als  Functionen  des  Ortes  {x,s)  lassen  sich  die  Integrale  der  Differential- 
gleichung (1.)  als  lineare  homogene  Functionen  eines  Fundamentalsystems 
y,,  y,,  •• -i  y„,  ™it  von  x  unabhängigen  Coefticienten  darstellen.  Ist  G  die 
Gruppe  derjenigen  Substitutionen  von  y^,  y^,  •  ■ .,  y„i  welche  den  sämmtlichen 
geschlossenen  Bahnen  des  Ortes  {x,  s)  entsprechen,  so  ist  G  zugleich  die 
Gruppe  der  denselben  Bahnen  entsprechenden  Substitutionen  für  die  Integrale 
w,,  «;,,...,  w^,   welche    aus    Gleichung  (2.)   für   y  ^  y^,  y,,  ■  ■  ■■,  y,„   hervorgehen. 

Ist  umgekehrt  ti\,  ii\,  ...,  ?<-',„  ein  System  von  Functionen  des  Ortes  {x,s), 
welche  für  alle  geschlossenen  Bahnen  dieses  Ortes  in  solche  lineare  homogene 
Functionen  von  w  ,  iv  .....  w  mit  von  x  unabhäns^igen  Coefticienten  sich  ver- 
wandeln,  wie  sie  die  Gruppe  G  liefert,  und  setzen  wir: 

(■i-)  «•»  =  ^0  y* + ^,  Ä + •  •  ■  +  ^^.-1  >/r" , 

für  /i  =  I,  2,  .. .,  wi,  so  folgt: 

(5.)  An  =  ^,  (1  =  0,  l,...,m-i) 

wo  A  die  Hauptdeterminante  von  y,, //..,•••,  i/„,,  ^md  A^  aus  A  dadurch  hervor- 
geht, dass  die  A  +  l'°  VerticaLreihe  in  A  durch  w^,  w^,  ...,  u',,  ersetzt  wird. 


*)  Vergl.  Sitzungsberichte  1888,  S.  1275  •). 


1)  Abb.  LIT,  S.  17  dieses  Binde«.     B.  F. 
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Ist  einer  der  bezeichneten  Bahnen  entsprechend: 

(6-)  Vk  =  «i.  lU  +  «i,  «/,  +  •  •  •  +  a*™  2/™,  (^-  =  1,  2, . . .,  m) 

SO  ist  auch,  weil  a,,,  von  x  unabhängig, 


^'•)  (^)  ^  «-.y'."'+«*^yi'"+-  +  «t-y'" 


Der  Voraussetzung  nach  ist  auch: 

(8.)  «•    =  a^,  ic^  +  «^3  tf,  +  •  •  •  +  a^^  «;„ . 

Demnach  erhalten  Zähler  und  Nenner  in  Gleichung  (5.)  durch  denselben 
Umlauf  von  {x,s)  einen  gemeinschaftlichen  Factor,  woraus  sich  ergiebt,  dass 
A.^  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  (x,  s)  ist.  Die  Differentialgleichung, 
welcher  ii\,  ii\,  ...,  w^  genügen,  gehört  demnach  mit  (1.)  zu  derselben  Klasse. 
Wenn  y^,  y,,,  ...,  y^  sowie  h-^,  w\,  ...,  w^  überall  in  der  RiEJiANNSchen 
Fläche  bestimmt  sind  (in  dem  Sinne  wie  dieses  für  die  Integrale  derjenigen 
Klasse  von  Differentialgleichungen  statt  hat,  welche  in  meiner  i^beit  in 
Grelles  Journal,  Bd.  66,  Xo.  4,  Gl.  (12./)  deünirt  worden),  so  sind  die  Coefii- 
cienten  A-  rationale  Functionen  des  Ortes  {x,s). 

i6o]  2. 

In  derselben  oben  bezeichneten  Arbeit*)  haben  wir  eine  besondere  Gat- 
tung linearer  homogener  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefticienten 
eingefühlt,  welche  sich  dui'ch  die  Eigenschaft  auszeichnet  ein  Fundamental- 
system von  Integralen  von  der  Beschaffenheit  zu  besitzen,  dass  die  den  Um- 
läufen der  unabhängigen  A'ariabeln  entsprechenden  Substitutionen  desselben 
von  einem  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  auf- 
tretenden Parameter  unabhängig  sind. 

Es  ist  aber  die  Voraussetzung,  dass  die  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung rationale  Functionen  der  unabhängigen  Variabein  seien,  eine  un- 
wesentliche.    Sei  wieder: 


*)  Sitzungsberichte  1888,  S.  1278  ff.  -). 


>)  Abb.  VI,  S.  ISC,  Band  I  dieser  Aosgabo.    R.  F. 
»)  Abb.  LIV,  S.  20  ff.  ^=es->  Bandes.    R.  F. 
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WO  die  Coefficienteii  eindeutige  Functionen  des  Ortes  (.r.s)  der  IIiemann- 
schen  Fläche : 

(2.)  F{x,  s)  =  0 

bedeuten,  die  einen  Parameter  t  enthalten.  Es  werde  vorausgesetzt,  dass  ein 
Fundamentalsystem  von  Integralen  ?/,,  2/„,  • . .,  ?/„,  der  Differentialgleichung,  als 
Functionen  des  Ortes  (ar,  s)  existirt  von  der  Beschaffenheit,  dass  in  dem 
ganzen  Verlaufe  von  {x,  s)  die  Gleichungen : 

(3.)  ^  =  A,tj,+  A^y;+.-.  +  A,„_,  y'r" ,  (t  =  i,  2, . . . ,  m) 

erfüllt  werden,  worin  A^,  A^,  . . .,  A^^^_^  eindeutige  Functionen  von  {.r,  s)  be- 
deuten. Nach  voriger  Nummer*)  genügen  -J^  einer  Differentialgleichimg 
derselben  Klasse  mit  (1.),  und  ist  nach  einem  Umlaufe  von  {jr,s): 

(4-)  Vk  =  «ii »/.  +  «*s  y-i  +  •  •  •  +  O'tm  Vm  , 

so  ist  auch: 

''^■^  [dt )  ~  "*'  0/  +  "*-^  dt  '    ^ "*"  dt 

Es  ergiebt  sich  dann  auf  dieselbe  Weise,  wie  an  der  oben  angeführten 
Stelle**),  dass  die  Coefficienten  der  Substitutionen  von  y^-,y„i  ■•■i'y^,:  ['6i 
die  irgend  welchen  Umläufen  von  (rc,  s)  entsprechen,  von  t  un- 
abhängig sind. 

Es  sei  umgekehrt  vorausgesetzt,  dass  ein  Fundamentalsystem 
von  Integralen  »/,,»/,,...,?/„  der  Gleichung  (1.)  angebbar  sei,  von 
der  Beschaffenheit,  dass  die  Coefficienten  der  Substitutionen, 
welche  allen  Umläufen  von  (.r,  s)  entsprechen,  von  einem  in  den 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  auftretenden  Parameter 
t  unabhängig  sind.  Alsdann  genügen  in  dem  ganzen  Verlaufe 
von   {pc,  s)    die   Functionen   y^,  y,,  ■  ■  ■■,  y„,    einer   Gleicliung   der   Form 


*)  S.  auch  Sitzungsberichte  a.  a.  0. 
**)  S.  1279,  Gl.  (8.) '). 


1)  Abb.  LIV,  8.  2t  diese.t  Bandaa.    R.  F. 
Fuchs,  raithem.  Werk«.     III.  16 
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(3.),    deren    Coefficienten    A^    eindeutige    Functionen   von    (x,  s) 
sind*). 

Ist  nämlich  für  irgend  einen  Umlauf  von  (x^s): 

(6.)  yt  =  «t,yi  +  «i2!/.  + •••  +  «*■»«/«,  (fc=i,2,...,m) 

so  ist  nach  der  Voraussetzung  auch: 


dt 


Daher  gehört  die  Differentialgleichung,  welcher  -§fi^i---i-^  genügen,  zu 
derselben  Klasse  mit  (1.)  (S.  vorige  Xummer),  und  es  finden  im  ganzen  Ver- 
laufe von  (p:,  s)  die  Gleichungen  (3.)  mit  in  («,  s)  eindeutigen  Coefficienten  statt. 

Wir  wollen  von  den  Diff"erentialgleichungen  (1.),  welche  ein  Fundamental- 
system von  Integralen  besitzen,  das  zugleich  einer  Gleichung  der  Form  (3.) 
genügt,  kurz  sagen,  ihre  Substitutionen  seien  von  t  unabhängig. 

Sind  die  Coefficienten  der  Gleichung  ( 1 .)  rationale  Functionen  von  (x,  ä), 

und   haben   ihre    Integiale    keine    Unbestimmtheitsstellen,    so    haben    auch***) 

-P-  keine  solche  Stellen,  und  die  Coefficienten 
dt  ' 

sind  rationale  Functionen  von  (x,ä). 

3. 
Durch  Differentiation    der  Gleichung  (1.)  voriger  Xummer   nach  t   folgt: 

(1.)  S.^.^e^  +  S.-^^  =  o.  (..  =  1) 

162]  Differentiiren  wir  Gleichung  (3.)  voriger  Xummer  wiederholt  nach  x  und 
reduciren  auf  den  rechten  Seiten  die  Ableitungen  nach  x  vermittelst  der 
Gleichung  (1.)  derselben  Xummer  auf  solche  von  der  Ordnung  0,  1,  . . ., //i— 1, 


*)  Vergl.  Sitzungsberichte  a.  a.  0.,  No.  12  •). 

*)  Vergl.  Sitzungsberichte  a.  a.  0.,  S.  1280,  Gl.  (3.)  -). 

*)  Vergl.  Sitzungsberichte  a.  a.  0.,  3.  1281 »). 


•  )  Abb.  UV,  S.  22  dies«  Binde«.    K.  F. 
>)  Ebenda  S.  23.    R.  F. 
3)  Ebenda  S.  24.    B.  F. 
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und  substituiren  die  Resultate  in  dieselbe  Gleichung  (l.)  voriger  Nummer,  so 
ergiebt  sich  eine  Gleichung  von  der  Form: 

deren  Coefticienten  eindeutige  Functionen  von  {x,  s)  sein  sollen.  Ist  Glei- 
chung (1.)  voriger  Nummer  irreductibel,  so  ergiebt  sich  hieraus: 

(3.)  ii\  =  0,     i?,  =  0,     ...,     74,  =  0. 

Dieses  ist  ein  System  linearer  Differentialgleichungen  für  die  Functionen 
.4^,  ^,,  . ..,  ^„,_j  mit  Coefticienten,  die  von  {x,s)  eindeutig  abhängen,  und  es 
ist  zu  entscheiden,  ob  dasselbe  Particularintegrale  besitze,  welche  eben- 
falls eindeutige  Functionen  von  (.^•,  s)  sind. 

Wenn  wir  die  beschränkende  Voraussetzung  wieder  aufnehmen,  dass  die 
Coefticienten  der  Gleichung  (1.)  voriger  Nummer  rationale  Functionen  von 
ipo^s)  sind,  und  dass  die  Integrale  derselben  nicht  Stellen  der  Unbestimmtheit 
besitzen,  so  gilt  der  Satz: 

I.  Die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
der  Gleichung  (1.)  voriger  Nummer  sind  von  t  unabhängig,  wenn 
diese  Gleichung  von  t  unabhängige  Substitutionen  besitzt. 

Es  sind  nämlich  die  Wurzeln  einer  determinirenden  Fundamentalgleichung 
das  TT-^ fache  des  Logarithmus  der  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung*),  einer 

271»  ^  Ö  O       /7 

Gleichung,  deren  Coefticienten  der  Voraussetzung  nach  von  t  unabhängig  sind. 
Ist  unter  derselben  Voraussetzung  y^i  y^,  •■■,  y,,,  ^^^  Fundamentalsystem 
der  Gleichung  (l.)  voriger  Nummer,  dessen  Substitutionen  von  t  unabhängig 
sind,  oder,  was  dasselbe  besagt,  ein  solches  Fundamentalsystem,  welches  auch 
der  Gleichung  (3.)  voriger  Nummer  genügt,  so  wird  hieraus  das  zu  einer 
singulären  Stelle  x=  a,  s  =^  b  gehörige  Fundamentalsystem  n^,  ti^,  ...,  it^^ 
durch  die  Gleichungen : 

(4.)  «t  =  a;^,  rj,  +  a-j,  ?/2  +  •  •  •  +  X;,,,,  y„,  (fc  =  l,  2, . . . ,  m) 

hergeleitet ,  in  welchen  a-j, ,  ir^, ,  . . . ,  x^^  durch  die  Gleichungen : 


*)  Siehe  Ckelles  Journal,  Bd.  66,  S.  132,  Gl.  (6.) '). 


1)  Abb.  VI,  S.  171,  Band  I  dieser  Ausgabe.     B.  F. 

16* 
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(5.) 


163]  bestimmt   sind,    wenn   mit   a^^    die    ümlaufscoefficienten    von   i/,,  «/,,•••,  y 
für    den    singulären  Punkt  (a,  J)   und   mit  lu^  eine  der  m  AVuxzeln  der  Funda- 
mentalgleichung bezeichnet  werden*). 

Da  ß_,j  und  tu^  von  t  unabhängig  sind,  so  ergiebt  sich  für  den  Fall,  dass 
die  Fundamentalgleichung  ungleiche  AVurzeln  besitzt,  dass  die  Verhältnisse 
der  Grössen  .%  von  t  unabhängig.  Wir  können  demnach  die  unbestimmten 
Factoren  von  u,,u,,...,u  so  wählen,  dass  die  letzteren  ebenfalls  gemein- 
schaftliche  Lösungen  von  (1.)  und  (3.)  voriger  Nummer  werden. 

Es  ist  aber**)  zu  ersehen,  dass  auch  für  den  Fall,  dass  die  Fundamental- 
gleichung gleiche  Wurzeln  hat,  durch  solche  lineare  homogene  Functionen 
der  Integrale  y^-,  y^i  ■■•i  y^  ein  zu  (a,  fc)  gehöriges  Fundamentalsystem  ab- 
geleitet werden  kann,  dessen  Coefficienten  nicht  nur  von  x  sondern  auch  von 
t  unabhängig  sind.     Demnach  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

n.  Man  kann  unter  denselben  Voraussetzungen,  welche  im 
Satze  I.  gemacht  sind,  das  zu  irgend  einem  singulären  Punkte 
der  Gleichung  (1.)  voriger  Nummer  gehörige  Fundamentalsystem 
M,,  ?<,,...,  M^  so  wählen,  dass  auch  die  letzteren  Integrale  gleich- 
zeitig der  Gleichung  (3.)  voriger  Nummer  genügen. 

Im  Falle,  dass  die  Voraussetzungen  des  Satzes  I.  erfüllt  sind,  ergiebt 
sich  aus  demselben,  dass,  wenn  in  Gleichung  (1.)  voriger  Nummer: 

/  r,  dr 

mJ 
y  =  e  V 

gesetzt  wird,  die  Differentialgleichung  für  i-  ebenfalls  von  t  unabhängige  Sub- 
stitutionen hat,  dass  man  demnach  bei  der  Discussion  der  Gleichung  (l.) 
voriger  Nummer  da,  wo  es  zweckmässig  ist,  r^  =  0  voraussetzen  kann. 


*)  Siehe  Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  132,  Gl.  (5.) »). 
**)  Siehe  ebenda  S.  134ff. -). 


«)  *ik.  VI,  S.  171,  Easd  I  ilutt  kvtgtit.    B.  F. 
t)  Ebcsds  8.  174  ff.    B.  P. 
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Beispielsweise  lauten  die  Gleichungen  (3.) 

für   r,  =:  0 

m  =  2 

i   Af+2A':'  =  0, 

(^*-)  ^r  -  2 r,  A\"-  ,f  A,+  ^^^  =  0; 

m  =  3 
/  Al''+r,Al"-3r,A["-r',^^A,-rl''A,-3r^^^A'^^-Br,A^P+^^^-  =  0,  ['^^ 

(3b.)  s    ^i<^^^_2r^A["-r'rA,+  3AT-3r,A';'-3{rr+r,)A["-ir["+2r':^)A,+  -^f  =  0, 

\   Jf-  2r,  ^;;'  -  2r'^'A,  +  SA',"  +  3^™  =  0, 

WO  die  oberen  Accente  Ableitungen  nach  x  bedeuten. 

Wir  behalten  uns  vor,  bei  anderer  Gelegenheit  auf  eine  Discussion  dieser 
Differentialgleichungen  für  A^,  A^,  . ..,  A^_^  zurück/Aikommen. 

4. 
Indem  wir  nunmehr  dazu  übergehen,  Anwendungen  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  mit  von  Parametern  unabhängigen  Substitutionen  auf 
eine  gewisse  Gattung  von  Systemen  linearer  partieller  Differentialgleichungen 
zu  machen,  wollen  wir  die  Bezeichnungen  in  den  Gleichungen  (1.)  und  (3.) 
No.  2  abändern.     Es  sei  demnach: 

(A.)  -^  +  '•.-^  +  •••  +  '-.„^-  =  0 

eine  Differentialgleichung,  deren  Coeflicienten  >",,  »"j,  •••,  »■„,  eindeutige  Func- 
tionen der  von  einander  unabhängigen  Variabein  x,  x^,  x^,  ...,  x  und  einer 
gewissen  Anzahl  von  Grössen  y,  ?/,,  y,,  ...,  2/g_,,  welche  von  den  x,  a;,,  x^,  ...,  ;t;„_, 
algebraisch  abhangen. 

Machen  wir  die  "Voraussetzung,    dass   diejenigen  Substitutionen  der  Glei- 
chung   (A.),   welche   solchen    Umläufen    von   x   entsprechen,    für    die    zugleich 

ViVii  Uli  •  ••1  U'i-i  i^'i'^  Anfangswerthe  wieder  erhalten,  von  *',,  ■^„,-••1  •'(,-,  ^^'^- 
abhängig  seien,  so  folgt  aus  No.  2,  dass  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
a^j,  2:^,  ...,  if^  der  Gleichung  (A.)  existirt,  welches  zugleich  ein  System: 

dz  dz  d"'~^z 

(^•)  ö^  =  ^^»--  +  ^^'0^  +  -  +  ^^— öP^      a  =  i,2,...,,-i) 


126  ÜBER  LINEARE  DlFFERENTIALGLEICHrNGEX. 

befriedigt,  wo  ^-,.  eine  eindeutige  Function  von 

bedeutet. 

Aus  den  Gleichungen  (A.)  und  (B.)  folgt,  dass  die  sämmtlichen  Ab- 
leitungen jeder  gemeinschaftlichen  Lösung  derselben  nach  den  Variabein 
X,  rTj,  ajj,  ...,  x^_^  als  lineare  homogene  Functionen  der  ?»  — 1  ersten  Ab- 
i6s]  leitungen  dieser  Lösung  nach  x  darstellbar  sind,  deren  Coefficienten  ein- 
deutige Functionen  von 

X,  x^,  x„  ...,  a;,,_,,     y,  ?/,,  j/,,  ...,  ?/-_,. 
So  ergiebt  sich  z.  B. : 


im-l  ^ 


(1.)  ^^  B^^ls  +  B^,^  +  ...  +  B^:„_,^.       (,  =  1,2,. ..,m) 

Aus  diesen  Gleichungen  erhalten  wir  durch  Elimination  von 


dx  '   dx"        '    dx'"-' 
eine  Gleichung 

dm  „  ^m -i  ^ 

deren  Coefficienten  ;•',?•',...,>•'    eindeutige  Functionen  von 

•^)     •''ll     •*'2)     •••!     -^0-1)         Vt     Vit     y«!     •••!     ^3-1 

sind. 

Es  genügt  daher  z  auch  als  Function  von  a-^  einer  gewöhn- 
lichen linearen  homogenen  Differentialgleichung  mit  Coeffi- 
cienten von  derselben  Xatur,  wie  r  ,  r  .....  r  . 

Selbstverständlich  kann  das  System  (1.)  auch  so  beschaffen  sein,  dass  die 
Ordnung  der  Differentialgleichung  (A'.)  niedriger  als  die  m^  wird.  Dieses 
würde  geschehen,  wenn  die  Determinante 

I7}<i)|  /»  =  1,2 m-\\ 

'     "•  '  lu  =  1,2,  ...,m-l,/ 

verschwindet. 

Im  Allgemeinen  also  wird  die  Ordnung  der  Gleichung  (A'.)  die  w" 
sein,  und  es  wird  das  System  der  Gleichungen  (1.)  für  fj  =  1,  2,  . . .,  »j  — 1  die 
Auflösung  nach   g^>  g^?  '"'  a  «»-■   gestatten,  und  namentlich: 


von 

(^=0,1,2,., 

,.,e-i) 

[i66 
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ergeben,  wo  C^^  eine  eindeutige  Function  von 

ist.     Mit  Hülfe  von  (B.)  folgert  man  dann,  dass  allgemein: 

wo   C,^  wiederum  eine  eindeutige  Function  von 

X,  x^,  Xj,  ...,  x,,_i,     y,  y^,  y.,,  ...,  »/,_, 
ist. 

Im  Allgemeinen  geniesst  also  das  Fundameutalsystem  .2,,  ^r,,  ...,  ^^ 
die  Eigenschaft,  dass  die  Gruppe  der  Substitutionen  desselben 
von  X,  2\,  x^,  . . .,  a.\^_^  unabhängig  ist,  welche  der  Variabein  x,  x^,  .. .,  x^_ 
auch  als  allein  veränderlich  aufgefasst  wird. 

Zur  Kategorie  der  Differentialgleichungen  (A.)  gehören  z.  B.  diejenigen 
Differentialgleichungen,  welchen  die  Periodicitätsmoduln  der  AsELSchen  In- 
tegi'ale  als  Functionen  der  Klassenmoduln  genügen*). 

Wir  werden  bald  noch  andere  Beispiele  kennen  lernen. 

5. 

Es  sei  jetzt  umgekehrt  ein  System  linearer  homogener  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen mit  der  abhängigen  Variabein  z  und  den  unabhängigen 
Variabein  x,  x^,  x^,  ...,  Xg_^  vorgelegt,  deren  Coefficienten  eindeutige  Functio- 
nen von  a,  a'j,  . . .,  «„_,  und  den  von  diesen  algebraisch  abhängenden  Grössen 
!/t  Vii  •  ••1  Vs-\  seien;  und  es  werde  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  dieselben 
durch  eine  Function  z  befriedigt  werden,  deren  Zweige  (d.  h.  die  durch 
solche  Umläufe  der  Variabein  :/■,  r,,  a-^,  . . .,  .r__j  erzeugten  Functionswerthe ,  für 
welche  auch  y,  >/i,  y^,  ■■ -,  y,_^  ihre  Anfangswerthe  wieder  annehmen)  sich 
sämmtlich  durch  rn  derselben  z^,  z^^  .  ..^  z^^^  linear  homogeu  und  mit 
von  X,  x^,  x^,  ...,  x,,_^  unabhängigen  Coefficienten   darstellen  lassen. 


*)  Vergl.  Grelles  Journal,  Bd.  71,  S.  128  ff.;   Bd.  73,  S.  324  tf.;  Sitzungsbemlite  löSS,  S.  1285  ff. ')• 


>)  Abb.  n,  S.  283  tr.,  liand  I  nnd  Abb.  Xni,  S.  343  IT.,  Band  I  dieser  Ansgabe ;  Abb.  LIV,  S.  29  tT.  dieaes  Bande«.    R.  F. 
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Zunächst  ergiebt  sich: 

I.  In  Bezug  auf  jede  der  einzelnen  Variabein  genügt  z  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  höchstens  w'"  Ord- 
nung: 

deren  Coefficienten  eindeutige  Functionen  der  Grössen 


sind. 

Ist  nämlich: 


^z^ 
^^. 


/A:  =  0,l,...,»„-1\ 
\l  =  \,2,...,m      ) 


167]  die  Hauptdeterminante  von  z^^  z^^  ...^  z^  in  Bezug  auf  die  Variable  a:^, 
und  Aj"  diejenige  Determinante,  welche  aus  lii*  hervorgeht,  wenn  die  Ä-**  Verti- 
calreihe  durch  -^^ , -g^ ,■•■■, -g^^'^  ersetzt  wird,  so  ist: 


(2.)  rf'  -      "* 


Wegen  der  vorausgesetzten  Eigenschaft  der  Function  z  wird  für  einen  Um- 
lauf von  x^,  bei  welchem  Vi  y,,  y^,  ■  ■ .,  y^_^  unverändert  bleiben,  Zähler  und 
Nenner  in  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2.)  mit  demselben  Factor  multi- 
plicirt,  also  r'^'  ungeändert  bleiben. 

Aus  der  über  die  Zweige  der  Function  z  gemachten  Voraussetzung  ergiebt 
sich  ferner: 

II.  Lassen  wir  a^^  solche  Umläufe  machen,  welche  auch 
ViVii  Vii  •  ■•iVa-i  ^^  ihre  Anfangswerthe  zurückführen,  so  sind  die 
diesen  Umläufen  entsprechenden  Substitutionen  der  Integrale 
der  Gleichung  (k.)  von  a:,  .r^,  .r.^,  .. .,  a;,,_j  unabhängig. 

Wir  sind  hiernach  auf  die  in  No.  "2  hervorgehobenen  Differential- 
gleichungen wieder  zurückgeführt  worden. 

6. 

Wir  betrachten  wieder  ein  System  (S)  linearer  homogener  partieller 
Differentialgleichungen  mit  der  abhängigen  Variabein  z  und  den  unabhängigen 
Variabein   a?,  a'^,  a.^,  . . .,  a'^_j,    deren    Coefficienten    eindeutige    Functionen    der 
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letzteren  Variabein  und  der   von    denselben    algebraisch  abhängenden  Grössen 
y,y,,  y„  ■•■,  2/,-,  seien. 

Das  System  (S)  soll  jetzt  der  folgenden  Bedingung  genügen:  Dasselbe 
soll  identisch  befriedigt  werden,  wenn  die  sämmtlichen  Ableitungen  nach 
den  Variabein  x,  x^,  x^,  ...,x  durch  bestimmte  lineare  homogene  Ausdrücke 
eines  festen  Systems  von  m  Ableitungen  ersetzt  werden,  deren  Coefficienten 
eindeutige  Functionen  von  x,  r^,  x^,  ...,  x  ,  y,  y^,  y^,  ...,  y^_^  sind.  Dieses  feste 
System  von  Ableitungen  lässt  sich  dann  allemal  so  wählen,  dass  zwischen 
denselben  eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  in 

eindeutigen  Coefficienten  nicht  stattfindet. 

Für  ein  so  charakterisirtes  System  (S)  ergiebt  sich  zunächst: 

I.    Jede  Lösung  ^  desselben  genügt  in  Bezug  auf  jede  einzelne 

der  Variabein  .r^  einer  Differentialgleichung: 

deren  Coefficienten  ?•"'  eindeutige  Functionen  von  [i6S 

X,  rr,,  a;,,  ...,  a;g_,,     y,  y^,  y^,  ...,  y^_i 

sind,  und  deren  Ordnung 

n  <  m  +  1. 
Gleichzeitig  ist: 

wo  die  Grössen  -4^"'  eindeutige  Functionen  von 

X,  a;, ,  3^2,  ...,  Xj.,,    y,  y^,  «/.,,  .••,  2/j_, 
sind. 

Nach  den  Auseinandersetzungen  von  No.  4  genügt  es  im  Allgemeinen, 
um  die  Existenz  gemeinschaftlicher  Lösungen  des  Systems  (S)  nachzuweisen, 
die  Gleichung  (l.)  für  eine  der  Variabein,  z.  I>.  x,  aufzustellen 

Fnchs,  mathem.  Werke,    rn.  17 
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und  festzustellen,  ob  dieselbe  mit  den  Gleichungen 

(B-)  ^  =  ^"^+^''§+-+^»->£^  ^'=''' -^) 

gemeinschaftliche  Lösungen  besitzt. 

Nach  No.  2  lässt  sich  dieses  so  ausdrücken: 

II.  Im  Allgemeinen  ist  die  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  das  System  (S)  gemeinschaftliche  Lösungen 
besitzt,  die,  dass  die  Substitutionen  eines  geeigneten  Funda- 
mentalsystems von  Integralen  der  Gleichung  (A'.)  von  a;,,  ic^,  ...,  a;  _j 
unabhängig  werden,  wenn  x  solche  Umläufe  vollzieht,  die  auch 
y^  y  1  y  1  •  ••1  y -•,  in  ihre  Anfangswerthe  zurückführen. 

Die  Coefficienten  r,.  der  Differentialgleichung  (A^)  und  die  Coefficienten 
^*  in  (B'.)  müssen  hierzu  p  — 1  in  No.  3  Gleichung  (3.)  charakterisirten 
Systemen  von  Gleichungen  genügen,  welche  für  die  einzelnen  Parameter 
a;,,  a;,,  ...,  ;/^„_,  aufzustellen  sind. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  auch: 

III.  Die  Entscheidung  darüber,  ob  die  Lösungen  des  Systems 
partieller  Differentialgleichungen  (S)  Unbestimmtheitsstellen  zu- 
lassen, kann  von  der  Untersuchung  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung (AI)  abhängig  gemacht  werden. 

Diesen  Satz  werden  wir  bald  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern  Gelegen- 
heit haben. 

169]  7. 

Ein  besonders  interessantes  Beispiel  zu  den  Systemen  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen (S)  der  vorigen  Nummer  bietet  sich  in  den  folgenden  in 
neuerer  Zeit  vielfach  behandelten  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen 

dar: 

d'^z  dz  ds 

(!•)  -6^  =  «»"  +  «' ö^  +  «'ö^' 

d*z  dz  dz 
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WO  a,,  bj^,  i\  eindeutige  Functionen  von  x,  y  und  einer  von  a;,  y  algebraisch 
abhängenden  Grösse  |  sind. 

Auf  einen  besonderen  Fall  derselben,  wo  die  Coefficienten  a^,  6^,  q  ratio- 
nale Functionen  von  .r,  y  sind,  wui'den  die  Herren  Appell*)  und  Picard**) 
bei  der  Verallgemeinerung  der  GAUSsschen  Eeihe  geführt.  Auch  lässt  sich 
nach  einem  von  Herrn  Picard***)  in  besonderen  Fällen  angewendeten  Ver- 
fahren zeigen,  dass  die  eindeutigen  Functionen  a',  y  zweier  Variabein  u,  v, 
welche  Substitutionen  der  Form: 

/  Au  +  A^v  +  A^       Bu  +  B^v  +  BA 

V'^'    Gu  +  c,v  +  c\  '    Cu  +  c\v  +  c;  j 

zulassen,  und  für  ein  gegebenes  Werthsystem  x,  y  nur  eine  endliche  Anzahl 
incongruenter  Werthe  n,  v  liefern,  auf  die  Umkehrung  von  Quotienten  dreier 
Lösungen  ^,,  ^j,  ^^  des  Systems  (1.),  (2.),  (3.) 


=  it. 


zurückgefühlt    werden    können,    wenn    a^^  b^,  c^    rationale    Functionen    von 
X,  y,  I  bedeuten. 

Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  ergiebt  sich: 


(4.) 


+  a^+b, 


dx 


«0+«-2^0-«0- 


«0^ 


^  =  0, 


wo  die  oberen  Accente  Ableitungen  nach  x  bedeuten. 
Die  Gleichung  (1.)  schreiben  wir  in  der  Form: 

(5.) 


dz 

«„          a,    02        \    d's 

—  — 

3                          + 

äy 

«2          («2    öx       ttj    dx^ 

[170 


und  erkennen  durch  Vergleichung  der  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  mit  den 
Gleichungen  (A'.),  (B'.),  dass  die  Differentialgleichungen  (I.),  (2.),  (3.)  ein 
System  (S)  bilden. 


*)  Comptes  Rendus  de  l'Acad.  de  Paris,  1880,  1'"  Sem.  und  Liouville  Journ.  1882. 
**)  Ännales  de  l'Ecole  Norm.  Sup.  1881. 
***)  Acta  Mathem.,  T.  5,  S.  17G  ff. 

17* 
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Nach  voriger  Nummer  Satz  II.  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  dass  das  System  (1.)  bis  (3.)  gemeinschaftliche  Lösungen  hat, 
die,  dass  die  Substitutionen,  welche  die  Integrale  der  Gleichung  (4.)  erleiden, 
von  \j  unabhängig  sind,  wenn  x  solche  Umläufe  vollzieht,  für  welche  auch  | 
seinen  anfänglichen  Werth  wiedererhält. 

Die  Gleichung  (3.)  ist  eine  Folge  der  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  oder  (4.) 
und  (5.).  DifFerentiiren  wir  in  der  That  die  Gleichung  (5.)  nach  y  und 
Gleichung  (2.)  nach  x  und  berücksichtigen  (1.)  und  (2.),  so  ergiebt  sich: 


(3a.) 


S^z  dz  dz 


wo: 


c„  = 


(6.) 


1 

«2 
1 

«2 
1 


dK 


da„ 


dz 

dy 

db. 

da^ 

dx 

dy 

dh. 

da. 

7  +  ^'ih+K 
+  «2  ö,  —  a,  &,  —  a,  +  h; 


dx        dy 

Aus    der  Differentiation    von    (3a.)    nach   y   und   nachheriger   Elimination    von 
-f-4-  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (2.)  und  (3a.)  folgt: 

d  log  c, 


Sz  j 


d'z 


äy 


+  h^  +  c. 


d^z 
W 


dc^  d  log  c, 

'di'^^<'~^'      dy       '^^' 


,&j-C,J,J 


dz_ 

äy 


öc„  7  ö  log  c,  ,  , 


Schreiben  wir  Gleichung  (3a.)  in  dw^Form: 

dz  c. 


(5a.) 


dx 


= -s- 


c,    dz       1    d^z 
c,    dy       c,    dy' ' 


so  sind  die  Gleichungen  (4a.)  und  (5a.)  mit  den  Gleichungen  (4.)  und  (5.) 
aequivalent.  Das  Vorhandensein  gemeinschaftlicher  Integrale  der  beiden  er- 
steren  ist  mit  der  Unabhängigkeit  von  x  derjenigen  Substitutionen  überein- 
171]  stimmend,  welche  ein  geeignetes  Fundamentalsystem  von  Integralen  der 
Gleichung  (4a.)  erleidet,  wenn  y  solche  Umläufe  vollzieht,  die  auch  |  in 
seinen  Anfangswerth  zurückführen.  Übrigens  fällt  (in  Übereinstimmung  mit 
No.  6)  dieses  Fundamentalsystem  mit  dem  oben  erwähnten  Fundamentalsystem 
von  Integralen  der  Gleichung  (4.)  zusammen. 
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Die  Grössen  «^,  a^.  rt,^;  b^^  h^,  h,,  haben  demnach  den  sechs  Differential- 
gleichungen Genüge  zu  leisten,  welche  wir  erhalten,  wenn  wir  einerseits  in 
den  Gleichungen  (3.)  No.  3  an  die  Stelle  von  r^,  r^,  r^  die  Coefticienten  der 
Gleichung  (4.)  und 

setzen,   und    andererseits  in  denselben  Gleichungen  r^,  r^,  r^  durch  die  Coefti- 
cienten der  Gleichung  (-la.)  und  A^,  A^,  A,^  bezüglich  durch 

c,         c,     c, 
ersetzen. 

8. 

In  verschiedenen  Schriften*)  hat  Herr  Hörn  die  Frage  behandelt,  unter 
welchen  Umständen  das  System  der  linearunabhängigen  gemeinsamen  Integrale 
■^1?  ^ii  ^%  ^^^'  Gleichungen  (1.),  (2.),  (3.)  (seine  Existenz  vorausgesetzt)  sich  über- 
all regulär  verhalte,  oder,  wie  wir  im  Anschluss  an  unsere  in  den  Sitzungs- 
berichten (1886,  S.  281)**)  angewendete  Bezeichnungsweise  lieber  sagen  wollen, 
keine  Unbestimmtheitsstellen  besitze***).  Herr  Hörn  setzt  überdies  voraus, 
dass  a^,  «,,  ß^;  6^,  &,,  6,,  folglich  auch  [nach  No.  7  Gleichung  (6.)]  c^,  c^,  c, 
rationale  Functionen  von  x^  y  sind. 

Wir  wollen  zeigen,  wie  diese  Frage  mit  Hülfe  der  vorhergehenden  Er- 
wägungen darauf  zurückgeführt  werden  kann,  zu  entscheiden,  ob  die  Diffe- 
rentialgleichung (4.)  voriger  Nummer  mit  der  einen  unabhängigen  Variabein 
X  keine  Unbestimmtheitsstellen  besitze.  Selbstverständlich  kann  ebenso  die 
Gleichung  (4a.)  derselben  Nummer  mit  der  einen  unabhängigen  Variabein  y 
hierzu  dienen. 

Offenbar  zieht  die  Voraussetzung,  dass  z^^z^^z.^  als  Functionen  der  unab- 
hängigen  Variabein   *',  y    an    gewissen    Stellen    keine    Unbestimmtheiten    dar- 


*)  Acta  Mathematica,  T.  12,  S.  113  ff.    Habilitationsschrift  1890. 

**)  Wir  bemerken  bei  dieser  Gelegenbeit,  dass  in  den  Sitzungsberichten  1888,  S.  1279,  wo  dieselbe 
Stelle  citirt  worden,  in  Folge  eines  Druckfehlers  statt  des  Jahres  188G  das  .Tahr  1800  irrthümliih  angegeben 
worden  ist '). 

***)  S.  auch  oben  No.  1  ff. 


')  Abb.  XLVII,  S.  894,  Band  11  dieser  Ausgabe  and    Abli.  LIV,  S.  22  Fussnoto  dieses  Bandes,  wo  der  angegebene  Druckfehler  be- 
richtigt ist.    K.  F. 
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bieten,  die  nach  sich,  dass  dieselben  Grössen  z^,  2^,  z^,  auch  keine  Unbestimmt- 
heiten zulassen  dürfen,  wenn  wir  x  allein  verändern,  während  y  unverändert 
bleibt. 

172]  Sei  ^{x,y)  ein  in  den  Nennern  von  a^,  a^,  a^]  ^o>  ^i)  ^2  auftretender  irre- 
ductibler  Factor,  so  lässt  sich  die  Gleichung  (4.)  voriger  Nummer  in  die 
Form  setzen: 

(1.)  o.(.,,r|j+P.|^  +  p4+P3.  =  o, 

sodass  Pj,  P^,  P3  für  ein  41  annullirendes  Werthsystem  nicht  unendlich  werden. 

Sei  y  ^=  b  ein  willkürlicher  aber  so  beschaffener  AVerth,  dass  für  ihn 
(];  =  ()  weder  mit  v-  =  0  oder  ^  =  ü  noch  mit  6^  :=  0  eine  Wurzel  gemein- 
schaftlich habe,  wenn  '\)^  irgend  ein  von  '^  verschiedener  irreductibler  Factor 
der  Nenner  von  a^,  a^,  a^;  b^,b^,  b^  ist. 

Wir  können  alsdann  um  y  ^=  b  ein  Gebiet  T  abgrenzen,  von  der  Art, 
dass,  wenn  wir  die  Veränderlichkeit  von  y  auf  V  beschränken,  überhaupt 
(J;  ^  0  weder  mit  ~  ^  0  oder  -g~  =  0  noch  mit  ({^^  =  0  gemeinschaftliche 
Lösungen  besitzen  kann. 

Sei  X  ^  a  eine  Lösung  der  Gleichung: 

(2.)  <!^{x,y)  =  0; 

wenn  die  Variabilität  von  y  auf  F  beschränkt  wird,  so  muss  in  der  Umgebung 
von  X  =  fl,  wenn  daselbst  Unbestimmtheit  nicht  stattfinden  soll*): 


(3.) 


(>''  X-i 

P.  _     Q, 


<{<''  (x-af 

P,  _     Qs 


\      <>"  {x-ay 

sein,  wo   Q^,  Q^,  Q^  für  x  =  a  nicht  mehr  unendlich  werden. 

Die    zu   X  ^  a   gehörige    determinirende  Fundamentalgleichung   der  Glei- 
chung (1 .)  ist: 

(4.)  ,•(>•  -  1)  (r-  2)  +  Q,{a)  rir  -  1)  +  (?,(«)  r  +  Q,{a)  =  0. 


*)  Siehe  Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  146,  Gl.  (12.) '). 


J)  Abb.  VI,  S.  186,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
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Da  nach  No.  7  die  Substitutionen  eines  geeigneten  Fundamentalsystems 
von  Integi'alen  der  Gleichung  (1.)  von  y  unabhängig  sind,  so  folgt  aus  Satz  I. 
No.  3,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  (4.)  von  /y  unabhängig 
sind. 

Nun  ist  Q^{a)  eine  rationale  Function  des  Ortes  in  der  Riemann-  [173 
sehen  Fläche  (2.)  und  hat  einen  von  y  unabhängigen  Werth  s^: 

(5.)  (?,(«)  =  3,. 

Da  aber  'h{x^y)  irreductibel  ist,  so  folgt,  dass  die  determinirende 
Fundamentalgleichung  (4.)  dieselbe  bleibt,  welche  Wurzel  x  der 
Gleichung  (2.)  auch  für  a  gewählt  wird. 

Sind  daher  i\^  r,,  r^  die  Wurzeln  der  Gleichung  (2.),  so  folgt: 
Es  giebt  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung 
(1.),  C,,  C„,  Cj  von  der  Beschaffenheit,  dass 

ganze  rationale  Functionen  von  log<\i{x,y)  darstellen,  deren  Co- 
efficienten  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind,  solange  y  dem 
Gebiete  T  angehört  und  x  einem  entsprechenden  Gebiete  G, 
welches  sich  aus  Gleichung  (2.)  ergiebt*). 

Dieses  stimmt  mit  einem  Satze  des  Herrn  Hörn **)  überein,  welchen  der- 
selbe aus  anderen  Principien  und  an  den  Differentialgleichungen  (1.),  (2.),  (3.) 
No.  7  selbst  herleitet. 

Die  Einschränkung,  dass  y  in  dem  oben  bezeichneten  Gebiete  F  sich  be- 
wege, ist  erforderlich,  weil  entweder  die  Integi'ale  der  Gleichung  (1.)  in  der 
Umgebung  von  x  =:  a  für  solche  Werthe  von  v/,  für  welche 

6^0    mit   -^  =  0    oder    V-  =  0,     oder  mit    •li,  ^  0 
ax  ay 

gemeinschaftliche  Lösungen  besitzt,  unbestimmt  werden  können,  oder  die  de- 
terminirende Fundamentalgleichung  (4.)  ihren  Charakter  ändern  kann. 


*)  Siehe  Grelles  Journal,  Bd.  G6,  S.  148  ff. '). 
**)  Acta  Mathematica,  T.  12,  S.  152. 


>)  Abh.  TI,  S.  188  ff..  Band  I  dieser  Aasgibc.    B.  F. 
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Nach  Satz  IL  No.  3  lässt  sich  das  Fundamentalsystera  C  ,  Cj,  C  so  wählen, 
dass  dadurch  auch  Gleichung  (5.)  voriger  Nummer,  d.  h.  also  das  System 
(1.),  (2.),  (3.)  derselben  Nummer  befriedigt  wird. 

Ist  demnach  «[^(ä;,^)  weder  von  x  noch  von  y  unabhängig,  so 
genügt  es,  um  festzustellen,  ob  das  System  (i.),(2.),  (3.)  voriger 
Nummer  für  i  =  U  Unbestimmtheiten  zulässt,  die  Bedingungen 
(3.)  zu  entwickeln. 

Diese  Entwickelung  ergiebt  folgendes  Resultat: 

Sei: 


(6.) 


^/.+.  ) 


h  = 


A 


(»=1,2,3) 


174]  WO  h  so  gewählt  ist,  dass  A.,  B.  für  <|^  =  0  nicht  mehr  unendlich  werden. 
Alsdann  muss  sein: 


(7-) 

(8.) 

■ÖA, 
[  dx 

(9.) 

dx 

^  +  A„ 


d  log  A 


0,  mod.  ■}*, 


dx 


ölogA^ 
dx 


,1  '«+1 


^1-''+'  +  A^B,-A,B,  =  0,  mod.  t;-'\ 


+  A,B,-A,B.^  =  0,  mod.^^' 


Um  diese  Bedingungen  mit  den  von  Herrn  Hörn*)  aufgestellten  zu  ver- 
gleichen, ist  zweierlei  zu  beachten: 

Erstlich  brauchen  wir  nach  den  obigen  Entwickelungen  die  Grössen 
c„,  Cj,  c^  nicht  in  unsere  Bedingungsgleichung  aufzunehmen. 

Zweitens  sind  in  unserer  Darstellung  die  Bedingungen  für  die  Existenz 
des  den  Gleichungen  (].),  (2.),  (3.)  voriger  Nummer  gemeinsamen  Fundamental- 
systems ^~j,  ^^,  >^  nach  den  Vorschriften  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  ge- 
trennt zu  behandeln,  während  von  Herrn  Hürn  in  seine  Regularitätsbedingungen 
th eilweise  jene  Existenzbedingungen  mit  aufgenommen  worden  sind. 

Ist  ^{x,y)  von  x  unabhängig,  so  ist  das  Verhalten  von  z  in  der  Um- 
gebung  von   ({;  =  0    von   den    Coefücienten   der    Gleichung  (4a.)    No.   7    fest- 


*)  A.  a.  0.  Habilitationsschrift. 
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zustellen,  während  für  solche  <l){x,y),  die  von  y  unabhängig  sind,  dieses  Ver- 
halten nach  den  Coefficienten  der  Gleichung  (4.)  zu  beurtheilen  ist. 

9. 
Zu  den  Systemen  (S)  gehören  auch  die  partiellen  Differentialgleichungen: 

d'^z   d^s  ds  dz 

^  ''  dx"  dxdi/  dx  dy 

S'z  d'z       ^   dz  dz       , 

Denn  dui'ch  Differentiation  von  (1.)  nach  x  ergiebt  sich: 

,^.  d'z  d'z  d^z        ,    dz  dz       ^ 

^   '  öx'  dx"  d]i        '  dxdy        ■  dx        '  dy        ' 

Differentiiren  wir  ( 1 .)  nach  y,  so  folgt : 

d'z  d'z  d'z       ^   dz  dz       ^ 

^    '  dx^ dy  dx dy^  'dxdy       '  dx        '  dy        ^ 

Differentiiren  wir  endlich  (2.)  nach  a;,  so  ergiebt  sich;  [17s 

,^,  ä'^  d'z  d'z        ,    dz  dz       , 

^    '  ^  dx  dy       dx  dy  dx  dy  dx        *  dy        * 

Die  Grössen  rt^,  6^.,  q.,  d^,  in  den  Gleichungen  (3.)  bis  (5.)  setzen  sich  aus 
den  Coefficienten  der  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  und  ihren  Ableitungen  rational 
zusammen. 

Aus  (4.)  und  (5.)  folgern  wir: 

//.  \  r.  T     d'z  d'z        ,    dz  dz       -, 

^  ^  dx  dy  ^  dx  dy        ^  dx  dy 

/n\  r^  T     d'z  d'z        ,    dz  dz       , 

'dxdy  dxdy       '  dx  dy        ^ 

Substituii-en  wir  (6.)  in  (3.),  so  folgt: 
,a\  d'z  d'z        ,    dz  dz       ^ 

Differentiiren  wir  (8.)  nach  x   und   setzen   den  Werth  von    .  ,g     aus  (6.)  ein, 

i'nchs,  muthom.  Werke.    III.  18 
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SO  folgt: 

a-»  _  a. 

Eliminiren  wir  zwischen  (1.),  (8.)  und  (9.)  -g^—  und  -^^  so  erhalten  wir 
für  z  die  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  nach  der  Variabein  x: 

,   ,  Q'z  d'z  d'2      .    dz 

Eliminiren  wir  -r-rg—  zwischen  (1.)  und  (8.),  so  folgt: 

/«x  öz  .  .    dz        .    d'^z        .   d^z 

Die  Coefficienten  der  Gleichungen  («.)  und  (ß.)  setzen  sich  aus  den  Co- 
efficienten  der  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  und  aus  ihren  Ableitungen  rational 
zusammen. 

Demnach  fallen  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  in  die  Kategorie  der  in 
No.  6  discutirten  Systeme  (S).  Die  Gleichungen  («.)  und  (/3.)  sind  besondere 
Fälle  der  Gleichungen  (A'.)  und  (Bl). 

Von  den  Ausnahmefällen  heben  wir  hier  nur  den  Fall  hervor,  dass: 

(10.)  1-aa,  =  0, 

176]  welcher    entweder   auf  das  System  (I.),  (2.),  (3.)  No.  7    zurückführt   oder, 
wenn  wir: 

d''-z  d'z         ,  dz          dz       -,            _ 

dx  dxdy          dx          dtj 

d^z  d'^z       ,    dz  dz 

dif        'dxdy        '  dx  dy 

setzen,  erforderlich  macht,  dass  identisch  für  jede  Function  z  von  ;r,  rj 

dy  dx 

sei. 

Nach  einem  von  Hen-n  Picard*)  in  besonderen  Fällen  angegebenen  Ver- 
fahren   lässt    sich    zeigen,    dass    die    eindeutigen    Functionen   x   und    y   zweier 


*)  LiouviLLK,  Journal,  sOr.  IV,  T.  1  (1885),  i).  112-113. 
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Variabein  u,  ?;,  welche  Substitutionen  der  Form 

au  +  h       a'u  +  h'^ 


l  au  +  h       a'M  +  e>'\ 

\   '  ""'     cii  +  d  '     c'n  +  d'l 


zulassen  und  überdies  so  beschaffen  sind,  dass  einem  Werthenpaare  [x^y)  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  incongruenten  Werthen  {u,v)  entspricht,  durch 
die  Umkehrung  von  Quotienten  der  Lösungen  eines  Systems  von  partiellen 
Difierentialgleichungen  der  Form  (1.)  und  (2.)  mit  algebraischen  Coefficienten 
erhalten  werden  können. 


18^ 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  123,  Gleichung  (B.)  |^  statt  g|, 

_,    135,  Zeile  3  v.  u.  wurde  »mit«  vor  4,  hinzugefügt, 

„      2  V.  u.  wurde  »gemeinschaftliche  Lösungen  besitzt»  hinzugefügt, 
„    136,      „    13  wurde  »sein«  hinzugefügt, 
,    139,      „      4  V.  u.  »entspricht«  statt  »entsprechen«. 

2)  Zu  Gleichung  (B.)  S.  125  sei  bemerkt:  Dass  Aj^^  eindeutige  Functionen  von  x  sind,  folgt  aus  No.  2. 
Die  Thatsache  aber ,  dass  diese  Grössen  auch  eindeutige  Functionen  von  a;, ,  a;, ,  . . . ,  x„_i  sind ,  bedarf 
noch  des  Beweises.    Man  vergleiche  dazu : 

L.  Schlesinger,   Sitzungsberichte  der  Königl.  preuss.  Akad.  der  Wiss.  1902,  S.  288;  Journal  f.  d.  r. 

u.  a.  Mathematik,  Bd.  124,  S.  311,  312. 
R.  Fr  CHS,  Beilage  zum  Programm  des  Bismarck  -  Gymnasiums  Dt.  Wilmersdorf,  Ostem  1902,  No.  V, 

S.  13  ff. 
L.  SCHLESESGEK,  Joumal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  129,  S.  294,  No.  II,  Gl.  (6.).  R.  F. 


LX. 


flBER  DIE  RELATIONEN,  WELCHE  DIE  ZWISCHEN  JE  ZWEI  SINGU- 

LÄREN  PUNKTEN  ERSTRECKTEN  INTEGRALE  DER  LÖSUNGEN 

LINEARER  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  MIT  DEN  COEFFICIENTEN 

DER  FUNDAMENTALSUBSTITUTIONEN  DER  GRUPPE  DERSELBEN 

VERBINDEN. 

(Sitzungsberichte  der  Königl.  preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1892, 
LIV,  S.  1113—1128;  vorgelegt  am  22.  December  1892;  ausgegeben  am  12.  Januar  1893.) 


Die  folgende  Notiz  nimmt  auf  meine  Arbeit  im  76.  Bande  des  Grelle-  [1113 
sehen  Joiu'nals  S.  177  fF.  Bezug,  welche  den  Titel  führt:  »Über  Relationen, 
welche  für  die  zwischen  je  zwei  singulären  Punkten  erstreckten  Integrale  der 
liösungen  linearer  Differentialgleichungen  stattfinden«*).  In  dieser  Notiz  soll 
auf  die  Rolle  hingewiesen  werden,  welche  die  Coefiicienten  der  Fundamental- 
substitutionen der  Lösungen  der  Differentialgleichung  in  jenen  Relationen 
spielen.  Zu  diesem  Ende  ist  nur  eine  etwas  veränderte  Schreibweise  der 
rechten  Seite  der  in  der  citirten  Arbeit  mit  (S.)  bezeichneten  Gleichung 
erforderlich.  Durch  diese  Schreibweise  tritt  der  Umstand  besonders  hervor, 
dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (S.)  lediglich  von  den  Coefficienten  der 
Fundamentalsubstitutionen  der  Gruppe  der  Differentialgleichung  abhängt. 
Dieser  Umstand  aber  bringt  es  mit  sich,  dass  die  Relationen  (S.)  und  (T.) 
einen  invarianten  Charakter  haben,  in  dem  Sinne,  dass  sie  für  die  gesammte 
Klasse  von  Differentialgleichungen,  zu  welcher  eine  vorgelegte  Differential- 
gleichung gehört,  die  gleiche  Form  beibehalten.  Diese  Invarianz  macht  es 
möglich,  gewisse  beschränkende  Voraussetzungen,  welche  in  der  oben  citirten 
Arbeit    über    die  Wurzeln    der    determinirenden   Fundamentalgleichungen    ge- 

1)  Abb.  XVI,  S.  415,  Band  I  dieser  Anagabo.     K.  F. 
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macht  worden  sind,  aufzuheben.  Indem  wir  dieses  in  gegenwärtiger  Notiz 
nachweisen,  haben  wir,  um  Complicationen  in  der  Darstellung  zu  vermeiden, 
hier  noch  vorausgesetzt,  dass  die  Differenzen  zweier  jener  Wurzeln,  wenn  sie 
nicht  sämmtlich  ganzzahlig  sind,  aber  zum  Auftreten  von  Logarithmen  keine 
Veranlassung  geben,  nicht  zum  Theil  ganzzahlig  sein  sollen,  und  behalten 
II 14]  uns  vor,  an  anderer  Stelle  diesen  Punkt  einer  besonderen  Erörterung  zu 
unterwerfen.  Ebenso  haben  wir  die  Anwendungen,  welcher  die  Relationen 
(S.)  und  (T.)  fähig  sind,  für  eine  andere  Gelegenheit  aufsparen  müssen. 

1. 

.     Wir   behalten   hier,   mit   einigen    unwesentlichen  Abänderungen,    die  Be- 
zeichnungen der  Abhandlung  in  Bd.  76  des  CRELLESchen  Journals,  S.  177  —  213*), 
die  wir  im  Folgenden  mit  dem  Zeichen  Abh.  citii"en  wollen,  bei. 
Es  sei  hiernach 

F{x)  =  {x-a,)(x-a,)...(x-a,:)ix-bJ{x-b,)...(x-b,J 

(B-)  [yr  =  ia-p',„-<,„x-n(^)^(^r2/""  =  0, 

ü 

wo  jPx(a)  eine  ganze  rationale  Function   •/}'"  Grades  von  x  bedeutet,   und   wo 

(1.)  T    =     9  +  3 

gesetzt  ist. 

Wir  haben  mit  a^,  a^,  . . .,  a  diejenigen  singulären  Punkte  bezeichnet,  in 
welchen  sich  die  IntegTale  so  verzweigen,  dass  nicht  ihre  Quotienten  sämmt- 
lich ungeändert  bleiben,  mit  b^,  b^,  .. .,  b^  diejenigen,  bei  deren  Umkreisung 
sämmtliche  Integi-al- Quotienten  ungeändert  bleiben. 

Die  zu  Gleichung  (B.)  adjungirte  Differentialgleichung: 

(C.)  [zr  =  ±i-ir'j~[F,„_,,,._,,{x)F(xY.]  =  0 

bringen  wir  ebenfalls  in  die  Form: 

(2-)  Wr  =  ±.(^.n-an.-»{^)F{xyz^"  =  0, 

0 

G'.^(.t)  eine  ganze  rationale  Function  x*°"  Grades  von  .r. 

Wir  setzen  vorläufig  noch  wie  in  Abh.  voraus,  dass  die  Wm-zeln  der 
zu  a^^n^,...^a^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  in  ihren 
realen    Theilen    negativ    und    grösser    als    die    negative   Einheit    sind.      Dann 


«)  Abh.  XVI,  S.  415—455,  Band  I  dieser  Ansg.ibe.    K.  F. 
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haben*)  auch  bei  der  Gleichung  (C.)  die  Wiuzeln  der  zu  a,  «,...,«  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichungen  die  gleiche  Eigenschaft. 

Setzen  wir  [1115 

und  bezeichnen  mit  21.^  diejenige  Function  von  a,  welche  aus  A.  durch  Ver- 
tauschung von  X  mit  «  hervorgeht,  sowie  mit  P  den  Ausdruck  — "•' ~  ''• ,  so 
hat  der  in  Abh.  S.  178*)  eingeführte  Werth  U  die  Form 

Es  sei  ""l,)  T],!  •• -j  ""l,,  das  zu  o;  ^  cx)  gehörige  Fundamentalsystem  von  In- 
tegi'alen  der  Gleichung  (B.),  C,,C,,  ...,C„  das  entsprechende  Fundamental- 
system von  Integralen  der  Gleichung  (C),  und  zwar  derart,  dass  rj.^,  C.,  ad- 
jungirte  Integi'ale  darstellen. 

Ferner  bedeute  ''l,,,,  tj,^,  . . .,  vj^^  das  zum  singulären  Punkte  a^^^  gehörige 
Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung  (B.), 

r       '  r 

das  zu  demselben  singulären  Punkte  gehörige  Fundamentalsystem  von  In- 
tegralen der  Gleichung  (C),  derart,  dass  wieder  r^.^_^,  C^__  adjungirte  Elemente 
sind.     Wir  setzen,  wie  in  Abh.  S.  190*): 


l      ■^lü   —   Zic"ac^cu' 

(4.) 

l 

*                         1 

SO  ergiebt  sich***): 

(5.) 

2,^a.C6,   =    0, 

1 

(6.) 

0'). 

1 

*)  Siehe  Abb.  S.  18 

**)  Abh.  S.  179'). 

***)  Cf.  Abh.  S.  194- 

-195=^). 

(a^b) 


>)  S.  419,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 

»)  Ebenda  S.  417.    K.  F. 

3)  Ebenda  S.  417.     K.  F. 

•<)  Ebenda  S.  430.    K.  F. 

»)  Ebenda  S.  434—435.     K.  F. 
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wenn  über  die  willkürlichen  Factoren  in  r,  ,  C  ,  sowie  in  r    ,  C    ,  auf  dieselbe 

la /      a '  lau  '      au ' 

"Weise    wie   in  Abb.  S.  J93')  Gleichung  (8.)  und  S.  195*)  Gleichung  (3.)  dis- 
ponirt  wird. 

Sind    »-j,  )•„,...,  r^    die    Wurzeln    der    zu    a^^^    gehörigen    determinirenden 
Fundamentalgleichung   für    Gleichung  (B.),   so    fanden    wir  in    Abh.  S.  206*): 


(S.) 

,6](T.) 


/  d'x\  da  Vr,,  J,  =   (-  1)"  ::  2a  K.  C,, 


sm~r„ 


dx  j  daUr,.,i,  =  0     (x  =  1,  2,.. .,«;/=  1,2 n) 

(a, ,  a,,^,  von  jeder  der  Grössen  a^,  a^^,  verschieden). 

In    diesen   Ausdrücken   bedeutet   j,    diejenige   Function   von   a,    welche    aus    C^ 
durch  Vertauschung  von  x  mit  a  hervorgeht. 
Bezeichnen  wir  die  Substitution 

^1.  ■■■,  b„ 

mit  B, 


0-) 
die  Substitution 

(8.) 


^K>  •■■•,K 


;..,  0,  . 

0,    A„  . 

..,  0 
..,  0 

0,    0,    . 

••:  K 

mit  L 


K  =  «" 


und  endlich  die  Substitution,  welche  das  Fundamentalsystem 

durch  einen  Umlauf  um  a^^^  erleidet,  mit  S^,  so  ist: 
(9.)  S„  =  BLB-K 

"Wir  wollen 


(10.) 

B.  F. 

s,= 

/9u,  ■■ 

•  ,   ffi,, 

\{fm,    •• 

• ,  .l'-.r 

1)  S.  432,  Band  I  dieser  Ausgabe. 

2)  Ebenda  S.  435.    B.  F. 
•'<)  Ebenda  S.  447.    B.  F. 
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setzen,  und  nunmehr  um  Complicationen  zu  vermeiden,  zu  den  oben  über  die 
Wurzeln  der  zu  a^^...,a^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
gemachten  Voraussetzungen  noch  die  hinzufügen,  dass  nicht  die  Differenz 


zweier  einer  ganzen  Zahl  gleich  ist. 


Alsdann  ergiebt  sich*),  dass  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  der  Sub- 
stitution .B"',  folglich  auch  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  h.^  sich  rational 
durch  die  Grössen  q.    und  A  ,  A  .....  A    vollständig  bestimmen  lassen. 

Aus  den  Gleichungen  (5.)  und  (6.)  folgt 

(11.)  C,  =   ^■' 

■wo  A  die  Determinante 


'y.l 

A   ' 


(12.) 


^  = 


^1.    •••,    ^n 


■,    ^n 


und 


(13.) 


7?     -    ^^ 


[III7 


Wir  setzen  (11.)  in  Gleichung  (S.)  ein  und  erhalten 

t 


'71+1 


wo 


(14.) 


^(V.,ft 


^y.a  -ß/a 


Die  Grössen  Ä'^'''^  sind  nur  von  den  Verhältnissen  der  Grössen  6,„,  i^^, 
abhängig.     Es  ergiebt  sich  also: 

Die  Grössen  ^"''"  sind  wohlbestimmte  rationale  Functionen 
der  Grössen  A^,  A,^,  ...,A,^  und  ^.j,  sie  sind  daher  lediglich  durch  die 
auf  a^^^  bezügliche  Fundamentalsubstitution  bestimmt. 

Die  Gleichungen  (S'.)  repräsentiren  hiernach  iil'  Gleichungen 
für  die  w'  Coefficienten  <j.^  der  zu  a^^^^  gehörigen  Fundamental- 
substitution des  Fundamentalsystem  es 

''ll)    ■'is)    •  •  •)    '"in- 


*)  Siehe  meine  Arbeit  in  Grelles  Journal,  Bd.  G6,  S.  133,    woselbst  (/,jt  mit  «,4  und  die  Horizontal- 
reihen von  (B)~'  typisch  mit  o;, ,  a-j ,  . . . ,  a;„  bezeichnet  sind '). 


>)  Abb.  VI,  S.  172-173,  Bund  I  dieser  Ausgabo.     E.  F. 
Fuchs,  mathem.  Werke.    III. 
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2. 

Betrachten  wir  nunmehr  eine  lineare  Differentialgleichung 

(1.)  A,y  +  A,y+--  +  A„y-">  =  0, 

deren  Coefficienten  ganze  rationale  Functionen  von  x,  und  deren  Integrale 
überall  bestimmte  Werthe  haben.  Wir  wollen  für  dieselbe  die  einschränkenden 
Voraussetzungen,  welche  wir  in  Abh.  S.  183  — 184')  über  die  Wurzeln  der 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  gemacht  haben,  fallen  lassen,  und 
vorläufig,  um  Complicationen  zu  vermeiden,  nur  Folgendes  festsetzen:  Die 
singulären  Punkte  b^,  b^,  ...,  b^  seien  so  beschaffen,  dass  die  sämmtlichen 
Differenzen  der  Wurzeln  der  ihnen  zugehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichungen ganze  Zahlen  sind,  ohne  dass  sie  zum  Auftreten  von  Logarithmen 
in  ihrer  Umgebung  Veranlassung  geben.  Dagegen  seien  a^,  a^,  ...,  a^  singulare 
Punkte,  in  welchen  sich  sämmtliche  Integrale  verzweigen,  und  für  welche 
nicht  die  Differenzen  zweier  Wurzeln  einer  determinirenden  Fundamental- 
gleichung ganze  Zahlen  sind. 

Ist  nun 

(2.)  n  =  Pj/  +  p,y'+...  +  P„_.y"'->; 

iiis]  wo  P  ,  P  ,  . ..,  P^_^  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  so  genügt  u 
einer  linearen  Differentialgleichung  n'"  Ordnung 

(3.)  C,u+C\u+---  +  C\tr  =  0 

derselben  Klasse  mit  (1.),  welche  ebenfalls  die  singulären  Punkte 

«,,•••,«(,,    b^,  ...,  b^ 

besitzt,  und  deren  Integi-ale  denselben  Fundamentalsubstitutionen 
zugehören,  welchen  die  Integrale  von  (1.)  unterworfen  sind. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  dass  wir  die  rationalen  Functionen 
P^.,P^,...,P^^^  so  wählen  können,  dass  die  Gleichung  (3.)  über- 
haupt dieselben  singulären  Punkte  wie  (1.)  besitzt,  und  dass  die 
realen  Theile  der  Wurzeln  der  auf  a^,  a^,  ...,  a^  bezüglichen  de- 
terminirenden Fundamentalgleichungen  zwischen  Null  und  der 
negativen  Einheit  enthalten  sind. 


>)  8.  422,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
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Wir  können  zunächst  diuxh  eine  Substitution  der  Form 
(4.)  y  =  (a;-a,)-"■(x-«,)-"^..(a;-a„)-"«'«;, 

wo  die  Grössen  aj,«^,...,«^  Null  oder  positive  ganze  Zahlen  sind,  aus  (l.) 
eine  Differentialgleichung  in  w  herstellen  von  der  Beschaffenheit,  dass  die 
Wurzeln  der  zu  o^,  «,,...,  «„  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
in  ihren  realen  Theilen  positiv  sind.  Wir  setzen  demnach  voraus,  dass  schon 
die  Gleichung  (1.)  diese  Eigenschaft  habe. 

Sei  nunmehr  m^  —  \  die  höchste  ganze  Zahl,  welche  in  den  realen  Theilen 
der  Wurzeln  der  zu  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
enthalten  ist,  alsdann  werde 

(5.)  n(x)  =  [x-af\x-aS'\..(x-ap 

gesetzt. 

Sei  femer 
(6.)  ^{x)  =  (a;-«J(x-oJ...(x-a„) 

(7.)  T.,{x)  =     ■  ^y^^^  ^    ,  (y.  =  0,l,...,n-l) 


und 


wo  'f^(.i!), 'jj(.r),  . . ., 'f,^_,(.r)    noch   näher  zu  bestimmende  ganze  rationale  Func- 
tionen bedeuten. 

Wir  wollen  alsdann  in  Gleichung  (2.)  für  P^(.i)  die  dui'ch  die  Gleichung 
(7.)  bestimmten  rationalen  Functionen  setzen. 

Bezeichnen  ■wir  mit  r^,  i\,  ...,  i\  die  AVurzeln  der  zu  einem  Punkte  a  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichung,  wo  a  aus  der  Reihe  a^,a^^  ...,a^ 
entnommen  ist,  und  mit  2/,)  ^o»  ••  •»  2/„  ^^^  bezüglich  zugehörige  Fundamental- 
system von  Integralen  der  Gleichung  (1.).  Sei  ferner  )\  diejenige  der  [mg 
Grössen  '\, '■,,•■•,  ^„)  deren  realer  Theil  die  höchste  ganze  Zahl  »«  — 1  (die 
oben  dem  Punkte  a  zugeordnet  worden)  enthält.  ^A'ird  9„(rt)  von  Null  ver- 
schieden angenommen,  so  gehört  ti^,  welches  aus  (2.)  durch  die  Substitution 
y  =^  y^  erhalten  wird,  zu  einem  Exponenten,  dessen  realer  Theil  zwischen 
Null  und  der  negativen  Einheit  gelegen  ist.  Möge  der  reale  Theil  von  ?• 
die  gi'össte  ganze  Zahl  m  —  \—2)^  enthalten  {p^  eine  positive  ganze  Zahl  oder 
Null)  und  sei 

(8.)  2/a  =  c,(x-«)''''+r,(.r-a)''''+'  +  -, 
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SO  -wollen  wir  '■?„,  9,,  ••  •)  ?„_,  ^o  einrichten,  dass 

Co[^ ^'«?o+'-a-(X^iyr^«"'(?.'!')  + '•»('•.-1)^27! '^»"(■^'^')  + - 


(9.) 


+  c, 


(A 


— ijr  ^'."' ?o + (^ + 1)  "xy  ^a(?.  *»  +  K + 1)  »-a -^xnyr  ^-"  ('^' '^')  + ' 


+  (r„+l)r„...K-M  +  3) 


(A  +  w-2)! 


■D'a^""'('fn-. '!'''"') +  ••• 


+  Ca 


?o(«)  +  ('-a+^)-^-öa(?.'^)  +  K+^)(^  +  ^-l)-^^:('f,'n  + 


+  ('•.  +  A)  (r,  +  A  -  1) . . .  (r„  +  A  -  »  +  2)  ^-A^  Dr'  (?„-.  <!'"-')]  =  0. 
(a  =  2,3,...,«;  il  =  0, 1,  2, ..  .,2,„-l ;  Dg(/- a:)  =  [^^]  _   ) 

Wenn  in  diesen  Gleichungen  successive.  a  =  2,  3,  ...,)i  gesetzt  wird,  so  erhalten 

wir  für  A  =  0    n  —  i   Gleichungen  für  die  Unbekannten  ^„(a),  9,(0),  ..-,  '■?„_, (ß)- 

Ebenso    erhalten   wir   für   A  =  1    «  —  1  Gleichungen   für    die  Unbekannten 

?o(«)>  9i(«)' •  ••'?.-!(«);    '-?ö(«)' ?'.(«)'•••' '-?!-.(«).    ebenso    für    A  =  2    7i-\   Glei- 
chungen  für    die   Unbekannten   cpjrt), -.p^ («),...,  9„_^(a);  '^^(fl),  9', (a),  ...,  cp;_,(ö); 

cp-(«),  9:».  •••,?;.-.(«)«•  s.w. 

Denken  wir  uns  die  Grössen  r^,  r^,  ...,?"„  so  geordnet,  dass 
so  liefern  die  Gleichungen  (9.)  demnach  für  die  Unbekannten 


(p*(a),  cp</'(«),  ...,  <?«L.(«) 


,,«) 


(X  =  0,l,...,j^,-1) 


im    Ganzen  p^{n  —  i)  Gleichungen.      Da    die    Anzahl    der    Unbekannten    gleich 
jj^n  ist,  so  sind  die  Gleichungen  immer  erfüllbar. 

Dieselbe  Schlussweise   bleibt   für  jeden   der  singulären  Punkte  a^  gültig. 
II 20]  Sei 

(10.)  cp,(x)  =  {x-af-^\x-aj'-^\..{x-aj^-^'z, 

wo 


V    =    V 


L  '»+^      CiS' 


u 


^ija    ^^ 


■t'   (X-«J' 
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worin  C^"'  willkürliche  Grössen,  l^  positive  ganze  Zahlen  bedeuten.  Nach 
dem  Zusammenhange,  welcher  aus  der  Theorie  der  Zerlegung  einer  rationalen 
Function  in  Partialbrüche  zwischen  den  Grössen  C^"'  und  den  Werthen  ^l\a  ) 
sich  ergiebt,  folgt  daher,  dass  auch  (p*(aj  für  A  =  0,1,...,/^;  6  =  0, 1,  ...,  ?/  — 1; 
a^l,2,  ...,p  willkürlich  vorgeschrieben  werden  dürfen.  Ist  daher  ^  =  f^ 
mindestens  so  gross  als  der  höchste  Index  A  der  im  Gleichungssystem  (9.)  für 
a  =  a^  auftretenden  Grössen  '-Pj'^'(«o),  so  ergiebt  sich  demnach,  dass  wir  stets 
n  ganze  rationale  Functionen  ^„(a'),  9,(./;),  .  .  .,  9„_,(-')  von  der  Be- 
schaffenheit angeben  können,  dass  ^f{aj  den  {p,,  +  ]K^..-\ — +P„<,)i^^  —  ^) 
Gleichungen  genügt,  die  sich  aus  (9.)  für  a  =  a^,  a^,  .. .,  a^  ergeben, 
wenn  p^^  für  den  singulären  Punkt  a^  dieselbe  Bedeutung  hat  wie 
oben  allgemein  p,,  für  den  singulären  Punkt  a. 

Da  die  Wurzeln  der  zu  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichungen sich  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  und  da  die  höheren  Ab- 
leitungen 9*(«„),  die  noch  nicht  im  Gleichungssystem  (9.)  (für  a  =  a^,  a^, ...,  a) 
auftreten,  ebenfalls  willkürlich  wählbar  bleiben,  so  ergiebt  sich,  dass  daher 
?a(^)'  9.(*'))  ■  •  • »  9„_, O^')  noch  so  gewählt  werden  können,  dass  in  u^^_  (dem  Re- 
sultat der  Substitution  von  y^.^  für  p  in  (2.')  nicht  höhere  Potenzen  von 
x  —  a^  verschwinden,  als  es  die  Gleichungen  (9.)  erfordern,  so  dass  die  realen 
Theile  der  Wurzeln  der  sämmtlichen  zu  a^,  n,^,  ...,  a^  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  bei  der  Gleichung  (3.)  zwischen  Null  und  der  nega- 
tiven Einheit  liegen. 

Hiermit  ist  das  am  Eingange  dieser  Nummer  ausgesprochene  Theorem 
bewiesen. 

Für  den  Fall,  dass  bei  Gleichung  (l.)  unter  den  Wurzeln  der  zu  a^  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichung  eine  solche  sich  befindet ,  deren 
realer  Theil  ganzzahlig,  also  unter  den  Wurzeln  der  entsprechenden  Funda- 
mentalgleichung bei  (3.)  eine  solche,  deren  realer  Theil  Null,  wenden  wir 
auf  Gleichung  (3.)  die  Substitution 

(11.)  u  =  {x  —  a^f^.c  —  a^f^ . . .  (x  —  a„f"  w 

an,  Avo  £^  eine  reale  positive  zwischen  Null  und  Eins  gelegene  Grösse  be- 
deutet, von  der  Beschaffenheit,  dass  r  —  e  ,  r  —£,...,)•  —  s  noch  immer  fiizi 
zwischen  Null  und  der  negativen  Einheit  gelegene  reale  Theile  haben,  während 
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£^  die  Null  ist,  falls  sich  unter  den  Wurzeln  der  zu  a^  gehörigen  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichung  bei  (3.)  nicht  eine  solche  befindet,  deren 
realer  Theil  Null*). 

Sei    wiederum    die  Fundamentalsubstitution    der  Integrale    der   Gleichung 
(1.),  welche  dem  Umlaufe  um  a^^^  entspricht 


so  ist  dieses  auch  die  Fundamentalsubstitution  der  Integrale  der  Gleichung 
(3.),  welche  demselben  Umlauf  entspricht,  während  die  Integi-ale  der  Gleichung 
in  w  (die  aus  (3.)  durch  die  Substitution  (11.)  hervorgeht)  für  denselben  Um- 
lauf der  Substitution 


s-  = 


unterliegen,  wo  j  =  e      '"^''"  . 

Es  sind  aber  auf  Gleichung  (3.)  oder  die  Differentialgleichung 
für  w  die  Relationen  (S.),  (S'.)  und  (T.)  unmittelbar  anwendbar,  aus 
welchen  sich  alsdann  die  Beziehungen  für  die  Substitutionscoeffi- 
cienten  g.^j  bei  Gleichung  (1.)  ergeben. 

3. 

Die    Gleichungen    (S'.)    und    (T.)    repräsentiren    Relationen    zwischen    den 

Coefficienten    der    Fundamentalsubstitutionen    der   Integrale    r.  ,  r.  . t     und 

den  bestimmten  Integralen  der  Form 

(1.)  J!^:  =    \         X'r,,dx, 


(2-)  ^"  =  /        ^ 


flu 


*)  Siehe  Abb.  S.  208 '). 


1)  S.  449,  Band  I  dieser  Ausgabe.     E.  F. 
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Man  erkennt,  dass  diese  Ausdrücke  den  Gleichungen 
(3.)  J-1+  J«'+--+  J^  =    31.,  2zi^,„, 

(4.)  H^i  +  Hi,^:  +  -  +  H:,t  =  j^2zir,, 

genügen,  wo  il/,  den  Factor  bedeutet,  mit  welchem  v;.^  bei  einem  nur  um  die 
Punkte  a^,(i^,...,a  vollzogenen  Umlauf  multiplicirt  wird,  und  die  Grössen  [1122 
f*/a'  "/a  g^ii26  Zahlen  oder  Null  bezeichnen.  Die  Ausdrücke  J^^',  H'^^  bedeuten 
in  den  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  bez.  die  Integrale 

erstreckt  längs  des  von  a,  über  «^,0,,...,«,  führenden  Schnittes,  und  zwar 
auf  demjenigen  Ufer  desselben,  welches  dem  Ufer  gegenüberliegt,  längs  dessen 
die  Integrale  J^",',  K^^  für  ft  =  1,  2,  . . .,  9-I  vollzogen  sind. 

Setzen  wir  in  Gleichung  (B.)  y  =  yj.^,  multipliciren  dieselbe  mit  ;*;",  und 
integriren  zwischen  den  Grenzen  a^,  a^^^,  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  die  realen  Theile  der  Wurzeln  der  zu  a,,  «,,...,«„  gehörigen  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichungen  zwischen  Null  und  der  negativen  Einheit 
gelegen  sind,  durch  wiederholte  Anwendung  der  theilweisen  Integration 


n 


dx 


Ebenso  ergiebt  die  Integration  von  (C),  nachdem  wir  z  =  C^  gesetzt  und  mit 
x'  mviltiplicirt  haben, 

[x'H 


,C,rfx  =  0. 


Die  Grössen  [x'^\  und  [j;"],  sind,    wie    aus  No.  1   hervorgeht,   ganze   rationale 
Functionen  von  x  vom  Grade  ?<  (x  —  1 )  +  a. 

Wird  successive  a  =  0,  1,  2,  ...  in  (5.)  und  (6.)  gesetzt,  so  ergiebt 
sich  das  Resultat:  Sämmtliche  Grössen  ./""  lassen  sich  durch 

Till)         Jlfli  Till) 

"V.0  1    "vA  t     •  •  •!    "/.rKT-D-It 

und  sämmtliche  Grössen  H'^'^  durch 

TT(U)         TT(lt)  TTUl) 

-'•'■/.o  >    -'■'y.i  J    •  •  •)    -"/.iid-D-i 

linear  und  homogen  darstellen. 
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4. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  dass  die  Coefficienten  der  Funda- 
mentalsubstitutionen der  Integrale  "z],)  >lj)  ■  •  •)  ^„  vermittelst  der  Gleichungen 
(S'.)  mit  den  Grössen  J^^', -ff^ä'  für  a  =  0,  1,  2,  . . .,  n(T-l)-l  und  den  Para- 
metern der  Differentialgleichung  (B.)  algebraisch  verbunden  sind.  Zwischen 
den  Grössen  J!^^,  H^^  bestehen  überdies  die  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  voriger 
Nummer,  deren  Anzahl  gleich  2w^(-  — 1)  (nämlich  füi' q  =  0,  l,  2,  ...,  ?i-  —  l  —1, 
■/  =  1,  2,  .. .,  m),  vmd  die  im  Allgemeinen  2m' 9(9  — 3)  Gleichungen  repräsentirende 
Gleichung  (T.). 

1123]  Indem  wir  uns  vorbehalten,  auf  diese  Relationen,  ihre  Reduction  und 
ihre  Anwendungen  bei  anderer  Gelegenheit  näher  einzugehen,  beschränken 
wir  uns  hier  darauf,  noch  die  Rechnungen  für  «=  1  und  w  =:  2  auszuführen. 

Es  sei 

I.    n  =  1. 

(1.)  [yi^  F{x)y'+F,_,ix)y  =  0, 

(2.)  W,  =  [-  F,_,{x)  +  F'(x)]  z  +  F(x)  z'  =  0. 

Sei 

(3.)  %.M  =  -^^  +  ...  +  _^£_  +  _^  +  ,      .       ^^- 


F(x)  x  —  a,  ^  —  «y      x  —  b^  '   x  —  b, 


wo  die  realen  Theile  von  a^,  ...,  a    positiv  und  kleiner  als  Eins,  und  ß^,  ...,  ß, 
ganze  Zahlen  bedeuten.     Dann  ist 

(4.)  r,  ==  {x-a,r"^  ...{x-aj-'''-'  {x-hj-^^  ...{x-b,)-^\ 

(5.)  C  =  {x-aS'~'...{x-<t^P~\x-Kf~'...{x-bJ-^-\ 

Bezeichnen  wir  mit  t  ,  C    das  zu  a       gehörige  Integi'al  bez.  der  Gleichungen 
(1.)  und  (2.),  so  ist 

(6-)  -n  =  'i.M    ^  =  ^.u, 

und  es  wird  nach  einem  Umlaufe  von  x  um  «  ^  ,  r  und  C  bez.  in  re 

+  2a    .Tri  -, 

und  C';       ''  '      übergehen.     Auf   der   rechten  Seite  der  Gleichung  (S.)   haben 
b  und  c  den  Werth  Eins. 
Es  wird  ferner 

Fix)-F{a) 


(7.)  U=        -^T-.(^)-^x-.(«)    ,    <J 

x  —  tt  dx 


X  —  a 


sin  TT  «„^,    ' 
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und  (S'.)  und  (T.)  nehmen  die  Form  an 
(8.)  I         dx  I         daür^i  = 

(9.)  I         da;  /         rfat/Tjä  =  0, 

WO  j  aus  C  durch  Vertauschung  von  x  mit  «  hervorgeht. 

Betrachten    wir   den   besonderen  Fall,    dass    die  Gleichung  (l.)  mit  ihrer 
adjungirten  übereinstimmt.     Hierzu  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass 

(10.)  F,_,{x)  =  \F'{x). 


Es  fallen  alsdann  die  Punkte  b^,  ...,b^  weg,  und  es  wird 


[1124 


Die  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  werden: 


(la.) 
(2a.) 

Ferner  ist 

(4a.) 

(5a.) 

(7a.) 

(8a.) 

(9a.) 


F{x)y'+\F'{x)y  =  0, 
F{x)z'  +  ^F'{x)2  ^  0. 


C  = 


1 


\lFix) 


_       1  \F'{x)-F'{a) 


U  =  - 


x  —  a 


+ 


d_ 
dx 

U 


F{x)  -  F{a) 


I         dx  I         da  , 


VFpVi^C«) 


x  —  a 


=  iti. 


=  0. 


Die  Gleichungen  (8a.),  (9a.)  sind  unter  Berücksichtigung  der  abweichenden  Be- 
zeichnungsweise vollkommen  übereinstimmend  mit  den  von  Herrn  Weierstrass  *) 


*)  Programm  des  Braunsberger  Gymnasiums,  August  1849,  No.  1,  Glgn.  (4.)  und  (3.)'). 


1)  Mathematische  Werke  von  Karl  Weierstrass,  Bd.  I  (1894),  S.  111  und  117.    K.  F. 
Fache,  muthem.  Werke.    HI. 
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für    die  Periodicitätsmoduln    der   hyperelliptischen   Integrale   aufgestellten  Re- 
lationen, wie  ich  schon  in  Abh.  S.  177')  angemerkt  habe. 

IL    n  =  2. 
In  diesem  Falle  ist 

(11.)  [y],  =  F{xyr  +  F,_,{x)  F{x)  y'  +  F,,,_,,{x)  =  0, 

-i^»,T->(^)-  -^2  (--.)(«) 


(12.)       U  = 


x  —  a 


+ 


dx 
dx' 


F,_,{x)F{x)-F,_,{a)F{a) 

X  —  tt 

F{xY-F{af 


x  —  a 


in  Bezug  auf  jede  der  Variablen  x  und  a  vom  (2-  — 3)''°  Grade. 
ii2s]  Aus  No.  1    Gleichung  (14.)  folgt 


(13.) 


/       ^(11) 


A'r  = 


^(.2,    ^ 


Ar  = 


^11 ''22     ^111) 


A 

b 

,^. 

A 

h 

n&22 

A     ' 


>  -^2  ^1       ) 


/1(21)     J<äl) 


(14.) 
Daher  ist 


(15.) 


\   AT'  =     Äf\     ^f  =    ^;'", 


A['"  = 


^■-gn 


<■ 


A,  -  A.  ' 

.92. 


Bei  dieser  Rechnung  ist  zu  berücksichtigen,  dass  A^,  A^  der  Gleichung 
(16.)  A'-(^,.+  (/,)A  +  A,A,  =  0 

genügen,  und  dass 


♦)  Vergl.  meine  Arbeit  in  Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  133 '). 


1)  S.  415  and  416,  Band  I  dieser  Ausgabe.    B.  F. 
S)  Abb.  VI,  S.  172,  Band  I  dieser  Ansgnbe.    R.  F. 

« 
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Die  Gleichungen  (S.)  werden  daher,  wenn  wir 

dxj  daUr.^i,  =  P,, 


<V  "^-t 


setzen : 


(19.) 


27tt 

ffj 

-1], 

(^r 

-1)(^,- 

.1)  L^" 

-2rä 

(A.- 

-1)(A,- 
-2iri 

-1)^'" 

('l,- 

-1)(^,- 

-1)^'" 

^.,  = 


-L    an       


Sei  z.  B.  [1126 

(20.)  [yl  =  x{l-x)!r+[y-ia  +  ß+l):c],j'-ßa7j  =  0. 

Wir  setzen 

(21.)  1-y  =  p^,     y-a-ß  =  Q„     a-ß  ^  Q^, 

also 

(22.)  y  =   l-p„     «  =   i.(l_p^_p^  +  pj,     /J  =  i(l_p^_p^_pj. 

Substituiren  wir 

(23.)  y  =  x^^^^''\l-x)'^^^'^\t, 

so  geht  (20.)  über  in 

(20a.)  F{xyti}''+2F{x)F'{x)u'+Ä^u  =  0, 


*)  Bei  dieser  Gelegenheit  möge  ein  Rechenfehler  angemerkt  werden,  der  sich  in  dem  Beispiele  Ahh. 
S.  211')  eingeschlichen  hat.  Aus  den  dortigen  Gleichungen  (15.)  ergeben  sich  nicht  die  Gleichungen  (IG.) 
bis  (16a.),  da  bei  der  dortigen  Bestimmung  von  C,,  Cj  (S.  210)  und  Cm,  ^s  (S.  211) 

und 

(cf.  Ahh.  S.  192—194')  sein  muss,   und  demgemäss  aus   der   für  dieses  Beispiel  hiernach   abzuändernden 
Gl.  (J.)  sich  nur  &i,  fcjj  —  612  t..i  =  1  ergiebt'). 


1)  S.  453,  Band  I  dieser  Anspsbe.     B.  F. 

3)  Ebenda  S.  431—434.    R.  F. 

3)  Vgl.  die  Anmerkung  2),  S.  456,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 

20'' 
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•wenn  wir 

(24.)  F(x)  =  x{x-l), 

(26.)  A,  =  i(l-gl){x-iy+\{l-Q])x'+l[7  +  gl+Q]-Ql]Fix) 

setzen. 

Die  Wurzeln   der    determinirenden  Fundamentalgleichung  bei  (20a.)    sind 

für  X  =  0  :  r„  =  -i(9„+l),  >;,  =  1(q,-1), 
X  ^  l  :  r,,  ==  -|(9,+  1),  t\,  =:  i(p,-l), 
X  =  oo:   r^,  =       i  +  jQo,     >\i  =  l-vPo- 

Setzen  wir  voraus,    dass  p^,  p,,  q^  positive  Grössen  sind,   kleiner   als  Eins, 
so  liegen  ''o,) '■„a» ''„» '"u  zwischen  0   und  —1,  dagegen  J"^,,  J'^,  zwischen  1  und  2. 
In  unserem  Beispiele  ist 

(12a.)  ü=  nn-^i+gi-gi]-y{i-gi)(x  +  a). 

1127]  Die  zu  (2 (Ja.)  adjungirte  Differentialgleichung  lautet 

(26.)  F  (xy  iv'"'  +2F{x)F'  (x)  tv'  +  A^xo  =  0 , 

dieselbe  ist  also  mit  (20a.)  identisch. 
Es  ist  demnach 


(27.)  C.  - 


13  1  "2 


WO    7),,  7]j,   bez.    C,,  Cj    das   zu   o;  =  00    zugehörige    Fundamentalsystem    von    In- 
tegralen der  Gleichung  (20.)  bez.  (26.)  bedeuten,  und  es  ist 

I      17(10    T(,") 

(28.)  "    ~      "  ' 

>     -"2a  "la  • 

Die  Gleichung  (5.)  No.  3  lautet  in  unserem  Beispiele: 
(29.)  r  '■""  [a  (a  - 1)  {x  - 1)'  +  2  (a;  - 1)  (2 a;  -  1)  a  +  J J  x"  tj.^  dx  =  0. 

Demnach  ist  in  unserem  Falle  J'^l  folglich  nach  Gl.  (28.)  auch 
Jff^"'  linear  durch  /'''',  J!'''  ausdrückbar,  wie  es  nach  No.  3  erforderlich  ist. 
Bezeichnen  wir  mit 
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und  mit 

S. 


bez.   die  zu  x  =  0  und  x  =  1  gehörige  Fundaraentalsubstitution  von  rj^,  yj^,  so 
ergeben  die  Gleichungen  (19.),  wenn  wir 


(30.)  r dx  r  daür,,t^,  =  P'^\ 

(31.)  f  dx  r dal\,_X^,  =  Pil' 


und 


2  sin^  ^ 


(32.) 

setzen:  [1128 

(33.) 


2  sin'  - 

9, 
2 

p(0) 
•'^  11 



««(^^^'-1), 

p(0) 

-•^12 

= 

«o<;, 

p(0) 

-^  !1 

= 

«0^^', 

pw) 

= 

«o(C-l), 

p(0 

= 

«.(?'.v-i), 

Pi'' 

= 

«.^1'.', 

p(l) 

= 

<^J^:, 

p(l) 

= 

«.(i/'A'-i)- 

(34.) 


In  den  Ausdrücken  (30.)  und  (31.)  bedeuten  1)^,  \)^  Functionen  von  a,  die  aus 
Yjj,  Yjj  durch  Vertauschung  von  x  mit  a  hervorgehen. 

Nach  dem  Obigen  sind  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (33.)  und  (34.) 
homogene  Functionen  zweiten  Grades  der  Grössen: 


/O                         /•()  /«O  /»O 

rl^dx,    j    xr^^dx,  I    r,^dx,  j    xr^^dx, 

^i                        '^X  •^CD  •^00 

1    r^idx,    i    XT^dx,  I    T„(te,  1    XTi^dx. 

'^n                          'Je,  *'n  'Jn 
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Man  würde,  wie  wir  nebenbei  bemerken,  wenn  man  in  die  Gleichungen 
(33.),  (34.)  die  bekannten  Ausdrücke  von  r,j,  v;^  vermittelst  bestimmter  In- 
tegrale substituirt,  aus  diesen  Gleichungen  die  Fundamentalsubstitutionen  in 
der  bekannten  Form  durch  EuLERSche  Integrale  (Gammafunctionen)  darstellen 
können. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt : 

S.  142,  Gleichuiig  (B.)  Fix)"  statt  F(x), 

Zeile    4  v.  u.  wurde  hinter  ganze  rationale  Function  >7.'«i>  Grades«  eingeschoben, 
„    151,      „      10  V.  u.  ist  »haben»  hinzugefügt, 
„    155,      „      10  »Wir  setzen«  statt  »Setzen  wir«, 
in  den  Gleichungen  der  Fussnote  io  statt  (u. 

2)  Zu  dem  S.  146,  Zeile  G  v.  u.  ff.  angegebenen  Satze  ist  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  (3.)  bei  dem  hier 
angegebenen  Verfahren  nicht  in  den  Stellen  h,,  .■■,h^  mit  der  Gleichung  (1.)  übereinzustimmen  braucht, 
dass  vielmehr  durch  die  ganzen  rationalen  Functionen  tfx(^)  widere  derartige  Stellen  hinzutreten 
können.  R.  F. 


LXI. 

NOTE  ZU  DER  IM  BANDE  83,  P.   13  sqq.  DIESES  JOURNALS 

ENTHALTENEN  ARBEIT:  SUR  QUELQUES  PROPRIETES  ETC.; 

EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSEE  Ä  M.  HERMITE^). 

(Jovimal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  112,  1893,  S.  156 — 164.) 


Die  folgende  Notiz  enthält  einige  Ausführungen  der  in  meinem  an  [156 
Herrn  Hekmite  gerichteten  Briefe  (d.  J.,  Bd.  83,  p.  13sqq.  *))  skizzirten  Grund- 
lage der  Modulfunction,  wie  ich  sie  in  meinen  Vorlesungen  zu  geben  pflege. 
Zur  Mittheilung  derselben  werde  ich  nicht  nur  durch  das  allgemeine  Interesse, 
welches  gegenwärtig  die  Theorie  der  Modulfunctionen  gefunden,  veranlasst, 
sondern  auch  weil  das  von  mir  angewendete  Verfahren  einer  Verallgemeinerung 
fähig  ist  zur  Entscheidung  der  Frage,  wann  die  durch  Umkehrung  von  Quo- 
tienten von  Integralen  linearer  Differentialgleichungen  entstehenden  Functionen 
eindeutig  werden. 

Die  oben  citirte  Arbeit  aus  dem  83.  Baude  dieses  Journals  werde  ich 
der  Kürze  halber  mit  dem  Zeichen  B.  citiren. 


Wie  in  B.  sei 

-^0  v»/(i-y)0*- 

-y)' 

•'.a 

und  es  werde 

(2.) 

H 

i 


dy 


1   Vi/(2/-i)("-y) 


1)  Abh.  XXrV,  S.  85  ff.,  Band  II  dieser  .^ust'^lii).     R.  F. 
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gesetzt.  AVir  zerschneiden  die  Ebene  T  der  complexen  Variablen  ?<  durch 
einen  längs  der  realen  Axe  von  u  =^  0  über  u  =  1  ins  Unendliche  geführten 
Schnitt,  und  bezeichnen  die  so  erhaltene  ?*- Ebene  mit  T",  sowie  mit  t;"*,  ■»]"' 
die  in  T'  gültigen  Zweige  der  Functionen  r^j,  t^,,  wie  sie  in  B.  vermittelst 
157]  der  Differentialgleichung 


(3.) 


2«(u-l)|^+2(2„-l)^  +  l,  =  0, 


welcher  vj^,  tj^  genügen,    daselbst   durch    die  Relationen  (B.),  (C),  (E.)  definirt 
worden  sind.     Femer  sei 


(2a.) 


H„ 


(0) 


Die  Begrenzung  V  der  T'- Ebene  besteht  aus  den  beiden  Ufern  des  Schnittes 
(0,  1,  cx))  und  aus  einem  um  u  =  0  beschriebenen  unendlich  grossen  Kreise  Ä. 
(Siehe  Fig.  1.) 


FimiT  1. 


7"'- Ebene. 


00 
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161 


Wir    wollen    diese    Begrenzung    mit   Hülfe    der    Gleichung   (2  a.)    auf    die 
H- Ebene  abbilden.     (Siehe  Fig.  2.) 

In  dem  Theile  (oo,  «,  l)  von  F  gilt  für  H^  die  Gleichung 


(4.) 


wenn  wir 


(4a.) 


A  =  - 


TT 


S,(u)  +  log- 


[■58 


setzen.     (Siehe  B.  p.  24,  Gl.  (3.)').) 

Von  den  mehrdeutigen  Aus- 
drücken   log—,  log(?<  — 1)    und         I 
logu   in    den   Gleichungen  (1.), 


Figur  I 


H- Ebene. 


-il 


\ 

3 

)^ 

}m 

6o 

h 

^ 

3- 

') 

G, 

oo 


(2.),  (3.)  von  B.  p.  24^)  können  ~z 
wir  einen,  z.  B.  log  —  ,  willkür-  -    i 
lieh  fixiren,  während  die  beiden   _ii 

anderen    alsdann    durch    stetige      c};^,^ i_^oo 

Fortsetzung   von    H^   in   T'  sich 
von  selbst  bestimmen. 

Es    sei    daher   log  —   längs 
(oo,a,l)  real  gewählt,  so  sind 
A   und   H„    für   dieses    Intervall    -  Vi 
ebenfalls  real,  weil  (s.  B.  p.  1 6  ^j) 
«^p  folglich  auch  H^(2<)  für  reale  AVerthe  von  u  real  ist.     Aus  der  Gleichung 

1 


s, 


(5.) 


dA 
du 


du 


<i«("-l) 


dÄ 


(s.  B.  p.  18  Gl.  (C.)  und  p.  20';!)  ergiebt  sich,  dass  -j-  längs  (oo,  a,  1)  stets 
positiv  ist,  weil  nach  B.  p.  16  Gl.  (3.)')  t;'^^  dieselbe  Eigenschaft  hat. 

Während  also  u  die  Bahn  (oo, «,  ])  durchwandert,  nimmt  H^,  fortwährend  ab. 

Für  u  —  oo  ist  H^  ein  positiver  unendlich  grosser  Werth,  während  H^  für 
u  —  i  verschwindet  (s.  B.  p.  23   Gleichung  (/3.)*)). 


1)  S.  97,  Band  II  dieser  Ausgabe.    R.  F. 

2)  Ebenda  S.  88.    E.  F. 

s)  Ebenda  S.  90  und  .S.  93  Gl.  (I).).    K.  F. 
4)  Ebenda  S,  90.    K.  F. 
Fuchs,  matliem.  Worice.    III. 
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Es  entsprechen  sich  also  die  Punkte  der  Bahnen  (co,  «,  1)  von 
u  und  (00,0)  ((7  in  Fig.  2)  im  positiven  Theile  der  realen  H-Axe 
gegenseitig  eindeutig. 

Für  den  Theil  (2,«,  1)  der  realen  «<-Axe  gilt  neben  der  Gleichung  (4.) 
auch  die  Gleichung 

^^■^  ^°   ^    -fi.(M)-l0g(M-l)' 

(s.  B.  p.  24  Gl.  (2.)')). 

159]    Da  v\^  folglich  auch  H^{n)  für  reale  Werthe  von  u  real  ist  (s.  B.  p.  16^), 

und  da  H^,,  wie  oben  gezeigt,  in  dem  genannten  Intervalle  real  ist,  so  ergiebt 

die    Gleichung   (6.),    dass    wir    längs    (2,  «,  1)    den    Ausdruck   log(«  — 1)    real 

annehmen    müssen.     Setzen   wir    log(«  — 1)   längs  eines  Halbkreises  um  u  =^  i 

von  der  Strecke  (2,  «,  1)  nach  der  Strecke  (1,  /J,  0)    fort,    so   wird  in  letzterer 

Strecke 

(6a.)  log  (u  - 1)  =  (log  (1  -  M))  -  -i, 

wo  (log(l  — w))  real  zu  nehmen  ist. 
Sei 
(7.)  B  =  -  [iT. (»)  + (log  (1 -«))], 

so  ist  längs  (1,  ß,  0) 

(«■)  "^  =  -BlTiä- 

Nach  B.  p.  23   Gl.  (ß.y)  ist  füi-  u  =  0,  B  =  0,  und  für  ?<  =  1,  JB  =  00. 


Nun  ist 

(5a.) 

dB 
du 

d 
du 

m(1-h)< 


(s.  B.  p.  17  Gl.  (B.),  p.  20  Gl.  (D.)")).  Es  wird  also  -^  zwischen  1  und  0 
positiv  bleiben  und  daher  B  ununterbrochen  von  00  bis  0  abnehmen, 
während  ti  die  Bahn  (1,  ß,  O)  beschreibt. 

Aus  der  Gleichung  (8.)  ergiebt  sich  daher,  dass  H,  in  der  H -Ebene  einen 
nach  der  positiven  Seite  gelegenen  Halbkreis  2  mit  dem  Radius  |  um  den 
Punkt  (0,  —  I)  beschreibt,  während  ti  die  Bahn  (1, /3,  O)  durchläuft. 


1)  S.  97,  Band  n  dieser  Ansgabo.     B.  F. 

2)  Ebenda  S.  88.     E.  F. 
S)  Ebenda  8.  96.    E.  F. 

*)  Ebenda  S.  89  und  S.  93.    R.  F. 
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Die  Punkte  der  Bahnen  (1, /J,  0)  und  ?  entsprechen  sich  gegen- 
seitig eindeutig. 

Für  die  Bahn  (1,  ß,  u)  gilt  neben  (8.)  noch  die  Gleichung 

^  ■>  '  ~   TZ +  t[H,{ii)- log  u]' 

(s.  B.  p.  24  Gl.  (1.)')). 
Sei 
(10.)  H,{u)-logu=^  T-.G, 

so  wird  aus  der  Gleichung  (9.): 

(9a.)  H,  =        ^ 


1  +  iC 

Da  im  reciproken  Werthe  von  H^  nach  Gleichung  (8.)  der  Coefticient  von  i 
constant  sein  muss,  so  ist  erforderlich,  dass  logtc  längs  (1, /3,  0)  real  [i6o 
gewählt  werde.  Den  Werth  von  logM  längs  der  Strecke  (<»,}/,  1)  erhalten 
wir,  indem  wir  diese  Function  längs  eines  um  u  =  0  führenden  Kreises  von 
der  Seite  (l,/3,  0)  nach  der  Seite  (0,  y,  I)  fortsetzen,  also  (log?;)  — 2Tri,  wo 
(log2()  real  ist.     Demnach  ist  für  die  Bahn  (0,  y,  l) 


-l  +  iC 
Nun  ist 

^  du  t:  du\v^^/         tzvi^u^u  —  I) 

(s.  B.   p.  20    Gl.  (10.)^)). 

Da  log«  auf  der  Bahn  (l,|3,  0)  real  ist,  so  ist  C  ebenso  wie  v^^  auf 
derselben  Strecke  real,  und  es  ist  -j—  zwischen  0  und  1  fortwährend  negativ. 
Nach  B.  p.  23  Gl.  {ß-Y)  ist  für  H^  =  (•  ?/ =  1,  also  nach  Gleichung  (9a.) 
C  =  0.  Ebenso  folgt  daraus,  dass  für  ii  =  0  H^  =  —  *',  für  denselben  AVerth 
von  u  C  =  oo.  Es  nimmt  daher  C  ununterbrochen  von  oo  bis  0  ab, 
während  u  die  Strecke  (O,  y,  1)  durchläuft.  Die  Gleichung  (11.)  lehrt  daher, 
dass  H^  in  der  H- Ebene  einen  nach  der  positiven  Seite  der  realen  Axe  ge- 
legenen  Halbkreis  9)i    mit   dem  lladius   |    um    den  Punkt  (0,  —  f)   beschreibt, 


1)  S.  97,  Ban.l  11  dieser  Ausgabe.     B.  F. 
S)  Ebenda  S.  93.     R.  F. 
8)  Ebenda  S.  96.    K.  F. 

21^ 
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während  ti  die  Bahn  (0,  y,  1)  durchläuft.  Die  Punkte  der  Bahnen  (0,  j/,  1) 
vind  9)i  entsprechen  einander  gegenseitig  eindeutig.  Wenn  n  die 
Strecke  (1,5,  oo)  zurücklegt,  so  gilt  für  H^  wieder  die  Gleichung 


(4b.)  H„  =  ---  i^,(M)  +  log- 


TT 


1 


u 


Während  längs  (oo,  «,  1),  log—  real  war,  liefert  die  Fortsetzung  von  log  — 
längs  eines  um  ti  =  oo  führenden  Kreises  von  der  Seite  (oc,  «,  1)  nach  der 
Seite  (l,d,  oo)  für  diese  Function  längs  (l,ö,oo)  zu  dem  Werthe  (log— )+2-i, 
wo  wiederum  (log— 1  real  ist.  Die  Gleichung  (4b.)  wird  daher  nach  Glei- 
chung (4  a.) 

(4c.).  H„  =  \A-2i. 

Da  nach  dem  Obigen  A  real  ist  und  fortwährend  wachsend  von  0  bis 
oo  sich  bewegt,  während  u  die  Bahn  (1,  d,  oo)  beschreibt,  so  wird  demnach 
H^  die  im  Abstände  —2  zur  realen  H-Axe  parallele  und  nach  der  positiven 
i6i]  Seite  derselben  bis  ins  Unendliche  verlaufende  geradlinige  Bahn  g'  durch- 
wandern, während  ««  den  Weg  (1,  ö,  oo)  beschreibt. 

Die  Punkte  dieser  Bahnen  entsprechen  sich  wiederum  gegen- 
seitig eindeutig. 

Beschreibt  endlich  v  den  Kreis  Ä  mit  dem  unendlich  grossen  Radius  i?, 
so  durchläuft  H^  nach  Gleichung  (4c.)  eine  Bahn,  welche  durch  die  Gleichung 

(12.)  H„  =  -i{-4log2  +  2-j-logß-»i{ 

dargestellt  wird,  wenn  u  =  Re    . 

Wenn  cp  von  0  bis  2Tr  geht,  so  beschreibt  H^  in  unendlich  grossem  posi- 
tiven Abstände  von  dem  Nullpunkte  der  H- Ebene,  nämlich  — ^5jr__*'i.  _  eine 
Parallele  h  zur  lateralen  H-Axe,  von  g'  beginnend  und  in  g  endigend. 

2. 

Wir  wollen  das  von  den  Linien  ^,  ?,  SK,  </',  li  abgegrenzte  Gebiet  der 
H -Ebene  mit  G^  bezeichnen. 

Den  Werthen  u  der  T'- Ebene,  deren  Modul  sehr  gross,  entsprechen  nach 
den  Gleichungen  (4b.)  und  (12.)  Werthe  H^   innerhalb   G^   in    kleinem  Ab- 
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Stande  von  /«,  s.  B.  ]).  21'),  und  es  ündet  zwischen  diesen  Werthen  die 
Gleichung 

(1.)  i_16,-'^"o+,^(,-'tH„) 

u 

statt,  wo  '£{q)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  (j  fortschreitende 
Reihe  bedeutet  (s.  B.  p   25  Gl.  (2.)^)). 

Setzen  wir  die  durch  die  Gleichung  (1.)  definirte  Function  u  von  H  in 
der  nach  der  positiven  Seite  der  realen  Axe  gelegenen  Halbebene  der  Variablen 
H  gemäss  der  Gleichung 

(In    _    u  {u  - 1)  r,; 

^^■■>  7m  -        n 

fort,  so  können  wir  für  einen  endlichen,  ausserhalb  der  lateralen  Axe  ge- 
legenen Werth  von  H  nicht  zu  einem  der  Werthe  ^t  =  0,  1 ,  co  gelangen ,  da 
gemäss  der  Gleichung 

(3.)  H  =  ^, 


welche  sich  mit  der  functionalen  Beziehung  (2.)  deckt,  für  ti,  =  0,  u  =  1  [162 
der  Punkt  H  auf  die  laterale  Axe  entfällt,  und  für  ti  =  00  der  Punkt  H  ent- 
weder ebenfalls  auf  die  laterale  H-Axe  entfällt  oder  nach  der  positiven  Seite 
der  realen  Axe  ins  Unendliche  rückt  (s.  B.  p.  23^)). 

Wir  können  aber  bei  der  Fortsetzung  nach  Gleichung  (2.)  für  einen  end- 
lichen ausserhalb  der  lateralen  Axe  gelegenen  Werth  von  H  auch  nicht  zu 
einem  von  «*  :=  0,  1,  00  verschiedenen  Werth  u  =  «  gelangen,  für  den  r^^  =  0. 
Denn  da  für  ti  ^  u  bekanntlich  nicht  zugleich  r^^  =  (l  sein  könnte,  so  müsste 
für  u  =  a,  H  unendlich  werden. 

Dem  Fundamentaltheorem  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  zu 
Folge  wird  daher  ti  eine  eindeutige  Function  von  H  in  dem  ganzen 
Gebiete  der  letzteren  Variablen  sein,  welches  nach  der  positiven 
Seite  der  realen  Axe  gelegen  ist  (s.  B.  p.  26^)). 

Das  Gebiet  der  Variablen  u,  welches  durch  die  so  definirte 
Function  ti  von  H  als  Abbildung  des  Gebietes  G^  hergeleitet  wird, 
bedeckt  die  ganze  T'-Ebene. 


1)  S.  07,  Band  II  dieser  Ausgiibe.    R.  F. 

3)  Ebenda  S.  99.    R.  F. 

S)  Ebenda  S.  06  und  97.    B.  F. 

*)  Ebenda  S.  100.    U.  F. 
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Denn  wäre  ein  Theil  U  der  T'-Ebene  von  dieser  Abbildung  ausgeschlossen, 
so  könnte  seine  Begi'enzung  F  nicht  Punkten  des  Inneren  von  G^  entsprechen, 
weil  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  H^  im  Inneren  von  G^  die  Function  u 
eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  also  der  Umgebung  von  H^  =  H^  die  volle 
Umgebung  des  entsprechenden  Punktes  «  =  ?f'  entsprechen  würde. 

Wegen  der  Eindeutigkeit  der  Function  «  von  H  in  G^  kann  aber  u  für 
eine  Stelle  H'  auf  ^,  ?,  SD?,^'  nur  zu  dem  einen  AVerthe  n'  resp.  der  Theile 
(oo,  a,  1),  (1,  ^,  0),  (0,  y,  1),  (1,  d,  oo)  der  realen  Axe  gelangen,  welcher  bei  der 
obigen  Construction  des  Gebietes  G^  den  "Werth  H^  lieferte.  Für  Punkte  H^ 
auf  li  müsste  aber  u  unendlich  gross  sein.  Demnach  müsste  die  Begi*enzung 
r  von  U^  so  weit  sie  sich  im  Endlichen  befindet,  aus  Theilen  der  realen 
««-Axe  bestehen.  Da  aber  die  Coefficienten  der  Eeihen  H^{u) ^  H  {u) ,  H^{ii) 
real  sind,  so  ergeben  die  Gleichungen  (4.)  und  (4c.)  voriger  Nummer,  dass 
in  der  Nähe  des  Theiles  (1,  oo)  der  realen  ti-Axe  zu  beiden  Seiten  die 
zugehörigen  Werthe  H^  im  Inneren  von  G^,  und  zwar  resp.  von  ff  und  q' 
gelegen  sind.  Ebenso  ergeben  die  Gleichungen  (S.)  und  (M.)  voriger  Nummer, 
dass  in  der  Nähe  des  Theiles  (0,  1)  der  realen  ?<-Axe  zu  beiden  Seiten 
die  zugehörigen  Werthe  von  H^  im  Inneren  von  G^  resp.  an  ?,  ä)?  gelegen 
sind. 

163]  Demnach  kann  es  kein  Gebiet  U  der  Variablen  n  geben,  welches  bei 
der  Abbildung  von  G^  vermittelst  der  eindeutigen  Function  u  von  H  aus- 
geschlossen ist. 

Die  Abbildung  des  Gebietes  G^  vermittelst  der  Function  u 
von  H  auf  die  e« -Ebene  bedeckt  dieselbe  nur  einfach. 

Dieses  folgt  daraus,  dass  nach  den  Grundsätzen  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  die  Integrale  der  Gleichung  (3.)  No.  1,  folglich  auch 
H^  in  der  T-Ebene  eindeutige  Functionen  von  u  sind. 

Die  Ebene  T'  und  das  Gebiet  G^  sind  demnach  conforme  Ab- 
bildungen von  einander. 


Irgend  ein  Zweig  H  hat  die  Form 
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WO  A,  ft,  V,  Q  reale  ganze  Zahlen  sind,  welche  der  Bedingung 
(2.)  Aq  +  fir  =  1 

genügen,  und  wo  überdies  A,  p  ungerade  Zahlen,  (i,  v  gerade  Zahlen  bedeuten. 
(B.  p.  22'.) 

Da  nach  voriger  Nummer  allen  AVerthen  u  in  T'  nur  Werthe  H  mit 
positivem  realen  Theile  entsprechen,  so  ergiebt  sich  nach  dem  Satze  (B.  p.  24^;), 
dass  alle  Werthe  H  nach  der  positiven  Seite  der  realen  H-Axe  ge- 
legen sind. 

Da,  wie  schon  oben  bemerkt,  die  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  voriger 
Nummer  dieselbe  functionale  Beziehung  ausdrücken,  so  ist  eine  Fort- 
setzung der  für  die  AVerthe  H  mit  positivem  realen  Theile  defi- 
nirten  Function  u  vermittelst  der  Differentialgleichung  (2.)  voriger 
Nummer  über  die  laterale  H-Axe  hinaus  nicht  möglich. 

Seien  H  und  H'  zwei  verschiedene  Zweige,  und  sei  H  durch  die  Gleichung 
(1.)  gegeben,  während  H'  durch 

detinirt   wird,    wo    wiederum   A',  ft',  v',  q'   ganze  Zahlen,    welche    der    Gleichung 

(2'.)  A'p'+.u'v'  =  1 

genügen,  und  wovon  A',  q'  ungerade  Zahlen,  ,u',  v'  gerade  Zahlen  sind. 

Für  zwei  verschiedene  AVerthe  u  =  ti^  und  h  =  u^  kann  wegen  der  [164 
Eindeutigkeit  der  Function  u  von  H  nicht  H'(2<J  =  H'(2<J  sein.  Es  kann  aber 
auch  nicht 

(3.)  H\u,)  =  HK) 

sein.     Denn  aus  (1.)  und  (T.)  würde  alsdann  folgen 


\yi  ä  )         [v'i  q'  )    [vi  Q  )' 


M  S.  95  und  96,  Band  II  dieser  Auegabe.    B.  F. 
>)  Ebend»  S.  97  und  98.    £.  F. 
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Aus  (4.)  ergiebt  sich  wegen 

(6.)  ■  ud  +  ßy  =  1, 

tt-d 


(7.)  Ho==%-i±^V4-(«  +  ar. 

Nach  B.  p.  22*)  sind  a,  d  ungerade  Zahlen,  ^,  y  gerade  Zahlen.  Es  kann 
nicht  «  +  d  =  0  sein,  weil  sonst  nach  (6.) 

(8.)  /3y- 2  =  («-!)(«+ 1), 

was  nicht  möglich  ist,  da  die  rechte  Seite  dui-ch  4  theilbar  w^e,  die  linke 
Seite  aber  nicht.  Es  hat  also  (a  +  df  mindestens  den  Werth  4 ,  daher  liefert 
die  Gleichung  (7.)  einen  Werth  H^  auf  der  lateralen  Axe. 

Die  sämmtlichen  Zweigwerthe  H  erfüllen  daher  in  der  H- Ebene  Flächen- 
gebiete, welche  nirgendwo  ausserhalb  der  lateralen  Axe  Punkte 
gemeinschaftlich  haben. 

Da  wir  aber  bewiesen  haben,  dass  jedem  Punkte  H  in  der  die  positive 
Seite  der  realen  Axe  enthaltenden  Halbebene  AVerthe  u  entsprechen,  so  er- 
füllt   die    Gesammtheit    der    Zweige    diese    Halbebene    lückenlos. 

Es  müssen  daher  an  der  lateralen  H-Axe  über  alle  Grenzen  abnehmende 
Flächentheile  sich  anhäufen,  welche  Zweigwerthe  von  H  darstellen. 


1)  S.  95,  Band  11  dieser  Ansgate.    R.  i". 


ANMERKUNG. 


Änderung  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

S.  168,  Gleichung  (7.)  rechter  Hand  -^y  \'4- («+*)*  statt  ^i-{a  +  S)-.  R.  F. 


Lxn. 

ÜBER  LINEARE  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, 
WELCHE  VON  PARAMETERN  UNABHÄNGIGE  SUBSTITUTIONS- 
GRUPPEN BESITZEN. 

(I.  Theil,  Einleitang  und  Xo.  1—4,  Sitzirngsberichte  der  Königl.  praussischen  Akademie 

der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1893,  XLV,  S.  975 — 988;  vorgetragen  am  16.  November; 

ausgegeben  am  23.  November  1893.     II.  Theil,  No.  5—8,   Sitzungsberichte.   1891,  XLII, 

S.  1117—1127;  vorgetragen  am  1.  November;  ausgegeben  am  8.  November  1894.) 


Die  folgende  Notiz  schliesst  sich  der  Reihe  von  Arbeiten  über  lineare  [97s 
Differentialgleichungen  an,  welche  ich  in  den  Sitzungsberichten  veröffentlicht 
habe,  insbesondere  an  die  Notizen  vom  Jahre  1888,  S.  12  73^);  1892,  S.  157^ 
und  1113'),  worin  ich  eine  Kategorie  von  linearen  Differentialgleichungen  in 
die  Untersuchung  eingeführt  habe,  deren  Integi'ale  sich  bei  beliebigen  Um- 
läufen der  unabhängigen  Variabein  unabhängig  von  gewissen  in  den  Coeffi- 
cienten  der  Differentialgleichungen  auftretenden  Parametern  ändern,  und  deren 
Zusammenhang  mit  einer  Klasse  simultaner  partieller  Differentialgleichungen 
ich  insbesondere  in  der  Notiz  von  1892,  S.  157")  untersucht  habe.  Die  gegen- 
wärtige Note  dient  zur  Vorbereitung  für  weitere  an  die  bezeichnete  Kategorie 
von  Differentialgleichungen  sich  anschliessende  functionentheoretische  Folge- 
rungen. 

In  der  Notiz  von  1892,  S.  1118  — 1120*)  habe  ich  nachgewiesen,  wie  man 
jeder  linearen  Differentialgleichung,  für  Avelche  die  Wurzeln  der  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichung  nicht  um  ganze  Zahlen  verschieden  sind,  eine 

1)  Abb.  LIV,  S.  15  ff.  dieses  Bandes.    B.  F. 
•)  Abh.  LIX,  S.  117  ff.  dieses  Bandes.    E.  F. 
9)  Abh.  LX,  S.  141  ff.  dieses  Bandes.    R.  F. 
«)  Ebenda  S.  146—149.    R.  F. 
i'ncUs,  uiathem.  Werke.    HI.  22 
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Differentialgleichung  derselben  Klasse  zuordnen  kann,  bei  welcher  der  reale 
Theil  dieser  \Yurzeln  seinem  absoluten  Werthe  nach  die  Einheit  nicht  über- 
schreitet. Die  gegenwärtige  Note  enthält  eine  Ergänzung  zu  diesem  Satze, 
für  den  Fall,  dass  jene  Wurzeln  auch  um  ganze  Zahlen  verschieden  sind. 
Ich  habe  dieselbe  hier  aufgenommen,  weil  sich  davon  bei  der  Untersuchung 
der  Anzahl  der  singulären  Stellen  einer  Differentialgleichung  der  in  der  Über- 
schrift bezeichneten  Kategorie  mit  Yortheil  Gebrauch  machen  lässt. 

1. 

Zunächst  wollen  wir  einige  Sätze  aufstellen,  welche  auf  allgemeine  lineare 
Differentialgleichungen  Bezug  haben. 

Es  seien  die  Coefticienten  der  Differentialgleichung: 

976]  (1.)  _^+,,,-^  +  ...+,,„y  =  0 

in  der  Umgebung  eines  singulären  Punktes  a  von  der  Gestalt: 

wo  P,  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende  Reihe 
bedeutet,  und  r  =  g  eine  ,u -fache  Wurzel  der  determinirenden  Fundamental- 
gleichung : 

(3.)     r{r-l)(r-2)...{r-n  +  l)+P,ia)r{r-l)...{r-n  +  2)  +  ...  +  P„(a)  =  0, 

ferner  '/;,,  v;^,  ...,7;,  die  entsprechenden  Elemente  eines  zu  a  gehörigen  Funda- 
mentalsystems,  so  dass 

(4-)  r„  =  (X  -  ay  ['^t„  +r^^j  +  ...  +  ^^r], 

wo  t"'  die  höchste  Potenz  des  in  yj^  auftretenden  Logarithmus,  cp^  nach  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  fortschreitende  Reihen  bedeuten,  welche  nicht  sämmt- 
lich  für  a;  =  a  verschwinden,  und: 

(5.)  t  =  log(x-a) 

gesetzt  worden  ist**). 


*)  Ckelles  Journal,  Bd.  68,  S.  360,  Gl.  (3.)')- 
**)  Ebenda  S.  364  =). 


1)  AU.  TU,  S.  212,  Band  I  dieser  Ausgabe.    B.  F. 
»)  Ebenda  S.  216.    E.  F. 
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Es  seien   nunmehr  QX^),  Q^{x),  . . .,  Q,,_,{-c)   noch    zu   bestimmende    ganze 
rationale  Functionen  von  x,  und  sei: 

(6.)  «    =    <?«(^)2/  +  e.(^)-|-  +  ■••  +  Qn-^{^)^■ 

Setzen  wir: 

(7-)  ?to+?u^+ •••  +  %..«'"  =  fV)> 

so   ist: 

(8.)  r,,  =  (x-afat), 

und  es  ergiebt  sich: 

(^■)'  I?  =  [(»'•/•(0+^.9'-'r(0  +  ^.p'-Y'^'(0+---+^Ar''(0](^-«)H/Ä(O(^-«r'. 

Hierin  bedeutet  f"\t)  die  a'°  Ableitug  von  f{t)  nach  /S  und  f\{t)  eine  ganze 
rationale  Function  von  t,  deren  Coefficienten  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  x  —  a  fortschreitende  Reihen  sind. 

Setzen  wir  in  (6.)   i/  ^  -q^  und  bezeichnen  den  zugehörigen  Werth  von  u 
mit  «<j,  so  wird  demgemäss: 


(10.)     «,  =  (x-a)'^ 


F{9,  X)m  +  ^A''{t)  +  Z!!!^ /■-(;)  +  ...  [977 


1!       '  "■'  '         2! 


wo: 

j      F{q,  x)  =  (?„(^)  +  qxx)q  +  <?s(^)9^  +  •••  +  <?„-,(^)p"-S 

und  g{t)  eine  wie  f[(t)  beschaffene  Function  ist. 

Es   seien   nunmehr    die  Coefficienten   von  Q^(a?),  Qj(,t),  . . .,  Q,,_,(.r)    so    be- 
stimmt, dass  die  ganze  rationale  Function  von  r: 

(12.)  Fir,  a)  =  Q„{a)  +  Q,  (a)  r  +  Q,{a)  r'+.-  +  Q„_,  (a)  r«- 

den  Linearfaktor  r  —  g  genau  (m  +  l)-fach  enthält,  dagegen  aber  für  keine 
andere  Wurzel  der  Gleichung  (3)  verschwindet.  Dann  ist  /'""^"(O,  •..,/"'""" (0 
identisch  Null,  während 

(13.)  FiQ,a)  =  0,     ...,     F''"\Q,a)  =  0. 

22* 
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Es  ist 
(14.)  m  <n  —  l. 

Wir  können  die  noch  unbestimmten  Coefticienten  von 

Stets    so    wählen,    dass    p  +  1    auch    genau    der    Exponent    ist,    zu    welchem 
u.  u,  . ..,  u    gehören. 

Ist  r  =  o  eine  von  g  verschiedene  AYurzel  der  Gleichung  (3.)  und  C  ein 
entsprechendes  Element  des  zu  a  gehörigen  Fundamentalsystems ,  so  ist  unserer 
Voraussetzung  nach  nicht  gleichzeitig 

Fi^,a)  =  0,     F'iz,a)  =  0,     .  .  .,     F"-"(a,a)  =  0. 

Bezeichnen  wir    demnach   mit  v  das  Resultat  der  Substitution  y  ^  C   in.  Glei- 
chung (6.),  so  gehört  v  noch  immer  zum  Exponenten  o. 

Es  seien  diejenigen  "SVui-zeln  der  Gleichung  (3.),  welche  von  einer  be- 
stimmten Wurzel  /\  derselben  um  ganze  Zahlen  verschieden  sind,  derart  in 
Gruppen  vertheilt,  dass  in  jeder  Gruppe  gleiche  Wurzeln  sich  befinden.  Die 
Gruppe  R^  enthalte  die  Wurzel  i\  ft^^-fach,  die  Gruppe  R^  die  Wurzel  r  —g 
,Uj-fach  u.  s.  w.,  die  Gruppe  R^  die  Wurzel  r^—g^  ^^-fach,  wo  die  Grössen  g 
positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  sämmtlich  von  Xull  verschieden  sind 
und  mit  dem  Index  anwachsen.  Dann  giebt  es  ein  der  Gruppe  R.  ent- 
sprechendes System  von  Integralen: 

(«•)  ^ii'  2/^2'  •••'  V,' 

978]  welche  zum  Exponenten  r^  —  g.^  gehören  und  so  beschaffen  sind,  dass  nicht 
durch  eine  lineare  Combination  derselben  mit  Integralen  höherer  Exponenten 
ein  anderes  zu  r^  —  g^^  gehöriges  System  mit  einer  geringeren  Anzahl  von  Ele- 
menten erhalten  werden  kann,  während  jedes  andere  Integral,  welches  zum 
Exponenten  i\—g.^  gehört,  sich  durch  das  System  (a.)  und  Integrale  höherer 
Exponenten  linear  ausdrücken  lässt*). 
Wenn  umgekehrt: 

iß-)  u\,  u\,  . 


"V 


*)  Grelles  Journal,  Bd.  68,  S.  355 '). 


1)  Akh.  TU,  S.  206—207,  Band  I  dieser  Ansgibe.    K.  F. 
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ein  System  von  Integralen  ist,  welche  zu  einer  Wurzel  >',  — <7^  der  Gleichung 
(3.)  als  Exponenten  gehören,  und  wenn  das  System  (ß.)  nicht  durch  eine 
lineare  Combination  seiner  Elemente  mit  Integi-alen  höherer  Exponenten  auf 
ein  anderes  ebenfalls  zu  r,  —  f?^  gehöriges  System  mit  einer  geringeren  Anzahl 
von  Elementen  zurückgeführt  werden  kann,  während  jedes  andere  Integral, 
welches  zum  Exponenten  i\  —  ffj,  gehört,  sich  durch  das  System  (ß.)  und  In- 
tegrale höherer  Exponenten  linear  ausdrücken  lässt,  so  ist  i\  —  ff)  eine  p -fache 
"Wurzel  der  Gleichung  (3.).  Denn  wäre  r^—g^  eine  j-fache  AVurzel  und  q  '^p, 
so  müsste  nach  dem  eben  citirten  Satze  das  System  (j3.)  sich  durch  eine  ge- 
ringere Anzahl  von  Elementen  ausdrücken  lassen. 

Es  möge  nunmehr  u  aus  Gleichung  (6.)  der  Differentialgleichung: 

(15.)  d^^  +  «'^^+-  +  ^^"«=-0 

genügen.  Wir  setzen  in  (6.)  an  die  Stelle  von  y  successive  die  Elemente  des 
Systems  (k.)  und  bezeichnen  die  Resultate  mit: 

Möge  die  oben  mit  q  bezeichnete  Wurzel  der  Gleichung  (3.)  jetzt: 
(16.)  Q  =  r.-^. 

sein,  und  Q^,  Q,,  ...,  Q  _^  so  bestimmt  werden,  dass  F{r,a)  [Gleichung  (12.)] 
den  Linearfactor  »"  — ('',  — ^J  genau  /i^-fach  enthält.  Alsdann  gehören  die  In- 
tegrale des  Systems: 

(*.)  »11'    »10,    •••,    »1^^ 

zum  Exponenten  )\  —  g^+l,  während  für  A^l  das  System  (y.)  zum  Exponenten 
^i-3x  gehört. 

Die  Elemente  eines  Systems  (y.)  füi*  A  =i=  0  stehen  aber  weder  unter  ein- 
ander noch  mit  den  Integralen  eines  anderen  Systems  in  linearer  Beziehung, 
wenn  die  Gleichung  (1.)  irreductibel  ist.  Dasselbe  gilt  für  A  =  0, 
wenn  ^f,  >  1 . 

Die  zu  X  =  a  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung 
für  die  Gleichung  (15.)  besitzt  also  die  Wurzeln: 

(£•)  »"i,  »-. - .'/■  +  1 .  >•. - 5'.,  •  •  • .  '•. - 9.,  ["9 

resp.  n^,  (t,,;t,,  ...,  jit^-fach,  wenn  g^>  1. 
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Ist  _^j  —  1  >  1 ,  SO  sei : 
(6a.)  .  =  7^„„  +  /^-^  +  ...  +  i?„_.-^^, 

wo  jR^,  JSj,  ...,  12„_,  ganze  rationale  Functionen  sind,  welche  so  bestimmt 
werden,  dass: 

(12a.)  F,{r,  a)  =  2?„(«)  +  R,{a) r  +  ...  +  R^_^{a) r""' 

den  Linearfactor  r  —  {r^—g^+\)  genau  /i^-mal  enthält.  Alsdann  ergiebt  sich, 
wie  oben,  dass  die  Wurzeln  der  zu  a  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung für  die  Differentialgleichung: 

(15a.)  -^  +  s.-^^^+...  +  6„f  =  0, 

welcher  v  aus  (6a.)  genügt: 

und  zwar  genau  resp.  ft. ,  ft^,  ft^,  . . .,  jt^-fach  sind. 

Wiederholen  wir  den  Process  (6.),  (6a.),  ...,  so  ergiebt  sich: 
Wir  können  eine  mit  (J.)  zu  derselben  Klasse  gehörige  Diffe- 
rentialgleichung   aufstellen,    bei  welcher    die    von    t\    um    ganze 
Zahlen  verschiedenen  Wurzeln  der  zu  a  gehörigen  determiniren- 
den Fundamentalgleichung: 

(-)  '•i,  '■.-l,  r^-g„,  ...,  7\-g„ 

sind  und  resp.  ft,^,  ft^,  ji^,  ...,  fi^-fach  auftreten. 

Wiederholen  wir  denselben  Process  an  den  Gruppen,  deren  Repräsen- 
tanten »\— ^2) »',— ^3,  ■•,  ^\—ff,  sind,  so  gelangen  wir  zu  einer  mit  (1.)  zu  der- 
selben Klasse  gehörigen  Differentialgleichung,  deren  zu  a  gehörige  determi- 
nirende  Fundamentalgleichung  die  Wurzeln: 

M  »■,,  »•,-!,  '".-2,  ...,  r^-v, 

resp.  ft^,  ftj,  (i^,  ...,  fi^-fach  hat,  während  die  übrigen  Wurzeln  dieser  Gleichung 
mit  denjenigen  Wui-zeln  der  Gleichung  (3.)  übereinstimmen,  die  nicht  von  r^ 
um  ganze  Zahlen  verschieden  sind. 

Der  Process,  durch  welchen  von  einer  Differentialgleichung  zu  einer 
anderen  derselben  Klasse  übergegangen  wird,    ist    so    beschaffen,    dass  die  In- 
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tegrale  der  letzteren  nicht  an  einer  endlichen  Stelle,  welche  von  den  singu- 
lären  Punkten  der  ersteren  verschieden  ist,  unendlich  werden  können.  Da  die 
Integi-ale  der  letzteren  sich  aber  auch  nicht  an  einer  von  den  singulären 
Punkten  der  ersteren  abweichenden  Stelle  verzweigen  können,  so  können  in 
der  letzteren  Differentialgleichung  nur  ausserwesentlich  singulare  Stellen  [980 
hinzutreten  (ausserwesentlich  in  dem  Sinne,  dass  die  Integrale  in  ihnen  weder 
unendlich  werden,  noch  sich  verzweigen*)). 

Die  Functionsreihen  Q„,  Q,,  ...,  Q„_,;  R„,  -R,,  ...,  -R„_, ,  u.  s.  w.,  die  wir 
bei  den  auf  den  singulären  Punkt  a  bezüglichen  Transformationen  anwenden, 
können  wir  nun  so  wählen,  dass  die  zu  allen  von  a  verschiedenen  wesentlich 
singulären  Stellen  der  transformirten  Differentialgleichung  gehörigen  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichungen  dieselben  bleiben,  wie  die  zu  denselben 
Stellen  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  für  die  Glei- 
chung (3.). 

Indem  wir  nun  für  alle  wesentlich  singulären  Stellen  den  Transformations- 
process  ausführen,  gelangen  wir  zu  folgendem  Resultat: 

Es  giebt  stets  eine  mit  (1.)  zu  derselben  Klasse  gehörige  Diffe- 
rentialgleichung von  folgender  Beschaffenheit: 

Es  sei  a  irgend  ein  im  Endlichen  gelegener  wesentlich 
singulärer  Punkt,  )\,  1;^,  . ..,  7-  diejenigen  Wurzeln  der  zu- 
gehörigen determinirenden  Fundamentalgleichung,  die 
(A.)  sich  nicht  um  ganze  Zahlen  von  einander  unterscheiden. 
Der  Complex  der  von  r^  um  ganze  Zahlen  (Null)  ver- 
schiedenen Wurzeln  derselben  Gleichung  hat  dann  die 
Gestalt: 

worin  v  höchstens  den  Werth  n—\   erhalten  kann. 
Dieser    Satz    bildet    eine    Ergänzung    zu    einem    Satze,    welchen    ich    bei 
früherer  Gelegenheit  aufgestellt  habe**). 


*)  Sielie  Grelles  Journal,  Bd.  68,  S.  378 '). 
**)  Siehe  Sitzungsberichte  1892,  S.  1118-1120''). 


1)  Abb.  Vn,  8.  232,  Band  I  dieser  Ansgabe    K.  F. 

2)  Abb.  LX,  S.  148—149  diesos  Bandes,     li.  F. 
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Sei  die  Differentialgleichung,  welcher  diese  Eigenschaft  zukommt: 

und  a  einer  der  singulären  Punkte  derselben,  und  setzen  wir: 

(18.)  x-a  =  j, 

wodurch  die  Gleichung  (17.)  in: 

(17a.)  -^  +  9^m-^|n=^  +  ■■■  +  9nil)tc  =  0 

übergeht.     Wir  können  nach  dem  obigen  Theorem  durch  die  Transformation: 

(19.)  W^  H,(i)  +  HX^)^  +  ...  +  HU^^^, 

981]  wo  t  =  logl;  H^,  Jff ,  ...,  H^^  ganze  rationale  Functionen  von  ^,  eine  mit 
(17a.)  zu  derselben  Klasse  gehörige  Differentialgleichung: 

d'W  f7"~'lF 

(20.)  -^  +  GÄ^)^^  +  -  +  Gnii)W  ^  0 

von  der  Art  herstellen,  dass  die  zu  sämmtlichen  wesentlich  singulären  Stellen 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  die  im  Satze  (A.)  ange- 
gebene Eigenschaft  besitzen. 

Wird  in  der  Differentialgleichung  (20.)  wiederum  die  Substitution  (IS.) 
angewendet,  so  verwandelt  sie  sich  in: 

(^'^■)  ^  +  ^-(^^  ^^  +  •  •  •  +  £„(z)  TT  =  0. 

Diese  Gleichung  gehört  mit  (17a.)  also  auch  mit  (17.)  zu  der- 
selben Klasse  und  besitzt  die  im  Theorem  (A.)  angegebene  Eigen- 
schaft für  sämmtliche  wesentlich  singulare  Punkte  den  unendlich 
fernen  Punkt  eingeschlossen. 

2. 

Es  habe: 

die  Eigenschaft,  dass  die  Fundamentalsubstitutionen  ihrer  Integrale  von  einem 
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in  den  Coefficienten  jt^^,  jo,,  . .  .,p^  auftretenden  Parameter  t  unabhängig  sind*). 
Alsdann  giebt  es  ein  Fundamcntalsystem  von  Integralen  y-iV  ■,■■■■,  y  der- 
selben, welches  der  Gleichung: 


(2.) 


dt 


A„y  +  A,y'+---  +  A„_,i/''-" 


0*2/ 


be- 


genügt,   wo    A^,  A^,  . . .,  A^_^    rationale   Functionen    von   x   und   ?/*  = 
deuten  **). 

Ist  a  einer  der  singulären  Punkte  von  (1.)  und  geht  nach  einem  Umlaufe 
um  a  y^  über  in: 

(3.) 


2/t   =    «ti^i  +  «is^a  +  •••  +  «*,.2/„. 


(fc=l,2,...,«) 


so    sind    unserer    Voraussetzung    gemäss    die    Grössen    «^^    von    t    unabhängig, 
daher  auch  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung***) 


«u- 

tu 

«u         • 

a 

«« 

«jj  —  CO    . 

a 

«». 

«„»        • 

■    «nn- 

[982 


(4.) 


von  t  unabhängig. 

Sei  ■»],)  ■'I2,  •  ••,  T]„  das  zu  a  gehörige  Fundamentalsystem,  so  ist: 


(5.) 


^i    =    «■*.  2/1  +  <'k^y2  +  ---  +  Cfe,«/n- 


(Je  =  1,  2, 


,«) 


Die  Coefficienten  c  können  von  t  unabhängig  gewählt  werdent). 
Wir  wollen  nunmehr  voraussetzen,   dass  die  Integrale  der  Gleichung  (1.) 
überall  bestimmte  Werthe  haben,  dass  also: 


(6.) 


*)  Siehe  Sitzungsberichte  1888,  S.  1278ff.  und  Sitzungsberichte  1892,  S.  158 £f.'). 

**)  Sitzungsberichte  1888,  S.  1278»). 

***)  Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  132,  Gl.  (6.)"). 

t)  Siebe  Sitzungsberichte  1892,  S.  163*). 


>)  Abb.  LIV,  S.  20  ff.  und  Abb.  LIX,  S.  118  ff.  dieses  Bandes.     R.  F. 
>)  Abb.  LIV,  S.  20  dieses  Bandes.    R.  F. 
S)  Abb.  VI,  S.  171,  liand  I  dieser  Ausgabe.     H.  F. 
<)  Abb.  LIX,  8.  124  dieses  Bauden.     R.  F. 
Fochs,  mathem.  Werke.    III. 
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WO 

^(x)  =  (x-a,){x-a,)...{x-a^) 

und  F^       (x)  eine  ganze  rationale  Function  A(9  — l)**"  Grades*). 

Alsdann  sind  zwar  die  Wurzeln  der  Gleichung  (4.)  ü>^,  tOj,  ...,  a)^_  von  t 
unabhängig,  aber  da  g— rlogw^^  nur  bis  auf  eine  additive  ganze  Zahl  bestimmt 
ist,  so  ist  das  System  der  Exponenten,  zu  welchen  die  durch  die  Gleichung 
(5.)  bestimmten  Integrale  gehören,  nicht  nothwendig  mit  dem  Systeme 
der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung**): 

(7.)     rir-l)ir-2)...{r-n  +  l)  +  F^.,{a)r{r-l)ir-2)...{r-n  +  2)  +  ...  +  F„,^_,Xa)  =  0 

übereinstimmend.  Ist  r^  eine  Wurzel  der  Gleichung  (7.),  welche  sich  nicht 
von  einer  anderen  AVurzel  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet,  so  ist  unter 
den  Integralen  (5.)  eines  vorhanden,  welches  r^  zum  Exponenten  hat.  Wenn 
aber  r,  von  einer  anderen  Wurzel  der  Gleichung  (7.)  um  eine  von  Null  ver- 
schiedene ganze  Zahl  abweicht,  so  ist  es  nicht  erforderlich,  dass  r^  einen  Ex- 
ponenten für  ein  Element  von  (5.)  darstellt. 

Wir   wollen    daher  unter  ^,)  "'l^)  ■  ••,  "1„    stets    das  Fundamentalsystem    ver- 
stehen,   dessen  Exponenten    sich  mit  den  Wurzeln  der  Gleichung  (7.)  decken 
(wie  wir  dasselbe***)  beschrieben  haben). 
9S3]    Setzen  wir  nun: 

(8.)  Vk  =  Ck,-'U  +  et,Tt,+  ---  +  ei„ri„,  (fc=  1,2,...,«) 

so  sind  e^^  im  Allgemeinen  Functionen  von  t. 


Wir  heben  nunmehr  aus  den  Differentialgleichungen 

(1.)  d^+^'^  +  -+^^"2/  =  o, 

deren  Integrale    von    einem  Parameter  t   unabhängige   Substitutionscofficienten 
besitzen,  folgende  Kategorie  hervor: 


*)  Ckelles  Journal,  Bd.  66,  S.  146,  Gl.  (I2.)>). 
**)  Ebenda  S.  147,  Gl.  (15.)'). 
***)  Ebenda  Bd.  68,  S.  355 '). 


1)  Abb.  VI,  S.  186,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 

S)  Ebenda  S.  183.    R.  F. 

3)  Abb.  VII,  S.  206—207,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
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(a)  Es  sollen  die  Integrale  derselben  überall  bestimmte  Werthe  erhalten, 
die  Coefticienten  p^^  demnach  die  in  Gleichung  (6.)  voriger  Nummer  angeführte 
Form  haben.  Hierbei  sollen  a^^  a^^  .. .,  a  ^^  von  t  unabhängig  sein,  dagegen 
a   =  t  werden. 

(b)  Sei  a  ein  beliebiger  singulärer  Punkt,  y  ein  Element  des  zugehörigen 
Fundamentalsystems  von  Integralen,  r  die  entsprechende  Wurzel  der  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichung,  so  dass: 

y  ^  {x-  aj  [o„  +  9,  log  {x  -  ä)  +  9,,  (log  {x  -  a)Y  +  ■ . .  +  cp,„ (log  {x  -  «))"■]. 


0 


Es  sollen  cp^,,  cp^  ...,  cp^,^  in  der  Umgebung  eines  willkürlichen  Werthes  t^ 
von  t  nach   ganzen   positiven  Potenzen   von  x  —  a  und  t  —  t^    entwickelbar  sein. 

Dass  es  Differentialgleichungen  giebt,  welche  den  Forderungen  (a)  und 
(b)  Genüge  leisten,  dafür  bieten  diejenigen  Differentialgleichungen  Beispiele 
dar,  denen  die  Periodicitätsmoduln  der  AsELSchen  Integrale  Genüge  leisten*). 

Sei  für  ein  Integral  der  Gleichung  (1.): 

(2.)     y  =  (^-n)'[cp^+o,log(^-a)  +  cp,(log(a;-a))^+---  +  «„(log(x-«)r], 

wo  a  einer  der  Punkte  o^,  a^,  ...,  a^_^  und  cp^^,  cp^,  ...,  ^^^^  nicht  sämmtlich  NixU 
und  nicht  unendlich  für  einen  willkürlichen  Werth  von  <,  so  ist  nach  der 
Voraussetzung  (b): 

(3.)    %  =  {x-  aJ-  ['1^0  +  ^j-,  log  {X  -  a)  +  J.,(log  {x  -  ajf  +■■■  +  -},„(log  {x  -  «))"'], 

wo  ([i^,  (1*^,  ...,  i^^  für  X  =  a  und  einen  willkürlichen  Werth  von  t  nicht  un- 
endlich werden. 

4.  [9S4 

Wenn  die  Differentialgleichung  (1.)  No.  2  die  Eigenschaft  hat,  dass  die 
Fundamentalsubstitutionen  ihrer  IntegTale  von  einem  in  ihren  Coefticienten 
auftretenden  Parameter  unabhängig  sind,  so  hat  jede  Differentialgleichung 
derselben  Klasse  die  gleiche  Eigenschaft.  Hat  die  Differentialgleichung  (I.) 
No.  2  überdies  die  Eigenschaft  (b)  No.  3,   so   behält  die  Differentialgleichung 


*)  Vergl.  Ceelles  Journal,  ISd.  71,  S.  118  und  Bd.  73,  S.  329;  Sitzungsberichte  1888,  S.  1286;  1889, 
S.  713;   1890,  S.  21 '). 


1)  Abh.  VIII,  S.  270  und  Abb.  XIO,  S.  3-19,  Band  I  dieser  Ausgabe ;  Abb.  LIV,  S.  30,  35  and  4»  dieses  Ilandos.    R.  F. 
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für  u,   welche    durch   eine  Transformation  der  Form  ((j.)  No.  1   erhalten  wird, 
dieselbe  Eigenschaft  (b)  No.  3. 

Wir  können  daher  voraussetzen,  dass  die  Differentialgleichung  (l.)  No.  2: 


(1-) 


d"y 


d''-'y  d^-'y 


ä^^^^ib^'^i'^-d^^-^p-y 


sowohl  in  Bezug  auf  die  im  Endlichen  gelegenen  wirklich  singulären  Punkte, 
als  auch  in  Bezug  auf  a?  =  oo  die  im  Theorem  (A.)  No.  1  angegebene  Eigen- 
schaft besitzt. 

Seien  \,  vj^,  .-.,  v]^  die  Elemente  des  zu  einem  wirklich  singulären  Punkte 
a  gehörigen  Fundamentalsystems ,  »', ,  »"j ,  •■•)''„  •^^  entsprechenden  AVurzeln  der 
determinirenden  Fundamentalgleichung,  und  sei  y,,  2/j,  •  •  •,  2/„  ein  System  von 
Fundamentalintegralen  von  (1.),  welches  der  Gleichung  (2.)  No.  2: 


dt 


Ä,y  +  A,y'+...  +  Ä,_,y"^-" 


(2.) 

genügt.     Setzen  wir: 

(3.)  «/*  =  ej.Tj, +  ej,T(,+  ---  +  eit„T,„,  (A:  =  1,2,  ...,n) 

in  (2.)  ein   und  bezeichnen  mit  e^,  die  Ableitung  von  e^i  nach  t,   sowie  mit  A 
die  Hauptdeterminante  von  i]^,  '^l,)  ■  ■  ■■,  fl^i  so  erhalten  wir  aus  (2.): 

(4.)  A^„.. 

dru 
dt 

wenn  wir  eine  Determinante: 


dt  ' 


enri.  +  -  +  c:„Ti„+e„-^  +  ...  +  e,„^,  e„r;.''-"  +  -  +  e.„T;r",  ■•-,  e,,r,,  +  --  +  e,„r,„ 


«1, 


kurz  durch  ihre  erste  Zeile: 

Kl  «u  •  •  •  «.«] 
darstellen. 

98s]    Aus  (4.)  ergiebt  sich: 

(5.)     A^„..  =  [e;,,,,  +  ...  +  c;„7i„,  e„r/r"+  •••  +  e.„Vr", 


dt 


+  S 


_     (•-»)  1 
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WO 

(6.)  d  =  h.,e„,...,e.J. 

Nun  aber  ist: 

wo  Aj,  A^,  ...,  A^^  die  Werthe  der  Zahlenreihe  1,  2,  3,  ...,  w  annehmen.  Es  sind 
jedoch  A.^,...,A^  von  einander  verschieden  anzunehmen,  während  A^  mit  einer 
dieser  Zahlen  zusammenfallen  kann.  Bezeichnen  mr  daher  mit  "^r  die  Summe 
der  Wurzeln  der  zu  a  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung,  so 
gehört  das  Product: 


„      „(n-2)     (n— 3)  „ 

'l    U         'i        ■  •  ■    'X 


zum  Exponenten: 


(8.)  2^^_(n-^2)(,.-l) 


oder 


(9.)  ^r  +  r-r- 


2 

(„_2)(«-l) 


ie   nachdem   A,    von    den   Zahlen    der  Reihe  A.  A.  ...,A     verschieden    ist    oder 
mit   einer   derselben   zusammenfällt.     Andrerseits   gehört   A   zum  Exponenten: 

^,      n(n-l)*). 

Demnach  gehört: 

_        „(B-2)_.(n-8)  „ 

(10.)  P.  .        .    =  -!!^i-^ ^ =5- 

zum  Exponenten  m  — 1  oder  zum  Exponenten  r^^  —  ?-^  +n  — 1,  je  nachdem  A^  von 
Aj,  X^,  ...,  A^^  verschieden  ist  oder  mit  einer  dieser  Zahlen  zusammenfällt. 

Da  wegen  der  Voraussetzung  (b.)  No.  3  -^  für  einen  von  t  unabhängigen 
singulären  Punkt  a  mindestens  zum  Exponenten  r^  gehört,  so  gehört  der  Aus- 
druck : 

dt    '    "         '  •••'^' 


(11.) 


*)  Siehe  Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  145 '). 


1)  Abh.  VI,  S.  ISS,  Band  I  dieser  Ausgabe.    B.  F. 
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986]  mindestens  zum  Exponenten  w  — 1  und  ist  in  der  Umgebung  von 
X  =^  a  eindeutig. 

Aus  der  Gleichung  (5.)  oder: 

(5a.)  A„_,  =  SP,^,^...,J«u_,«i,^,...,ej^J  +  <JE, 

und  aus  der  Erwägung,  dass  A^_^  eine  rationale  Function  von  x,  also  in  der 
Umgebung  von  x  =  a  eindeutig  sein  soll,  ergiebt  sich,  dass  diejenigen 
Coefficienten  Wix  ^  ^ix  ^  •••■>  ^ix]  verschwinden  müssen,  für  welche 
>•J^— rJ^    keine  ganze  Zahl  ist. 

In  den  übrig  bleibenden  Gliedern  sind  die  Differenzen  r,  —r„  ihrem  ab- 
soluten  "VVerthe  nach  nicht  grösser  als  n  —  i,  weil  unsere  Gleichung  (1.)  die 
im  Theoreme  (A.)  vorausgesetzte  Beschaffenheit  hat.  Daher  gehören  in  den 
zurückbleibenden  Gliedern  die  P^^  ^  ^  ™  Allgemeinen  zu  positiven  ganz- 
zahligen Exponenten.     Ausgenommen  ist  ein  Glied,  für  welches: 

(12.)  r    -r      =  -{n-1). 

Dieser  Fall  kann  nur  eintreten,  wenn  die  determinirende  Fundamentalgleichung 
die  Wurzeln  r^,  r^  — ],  r^— 2,  . . .,  r^  — («  — 1)  hat,  und  für  die  Combination: 

(13.)  -l,  =  1,    K  =  »• 

Setzen  wir  in  (1.): 

(14.)  y  =  {x-af'~^"~'^\t, 

so  würde  die  Differentialgleichung  für  u  beim  singulären  Punkte  a  die  Zahlen 
w  — 1,  ?t— 2,  ...,  1,  0  als  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
besitzen.  Die  Hauptdeterminante  der  Differentialgleichung  für  u  würde  dem- 
nach für  a;  =«=  a  weder  Null  noch  unendlich.  Die  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung für  u  würden  daher  ebenfalls  für  x  ^=  a  endlich  bleiben,  und  es 
würde  a  überhaupt  nicht  mehr  singulärer  Punkt  sein,  wenn  nicht  die  Integi-ale 
in  ihrer  Entwickelung  um  x  ^  a  Logarithmen  enthielten. 

Denken  wir  uns  also  aus  (1.)  solche  Punkte,  welche  durch  die  Substitution 
der  Form  (14.)  beseitigt  werden  können,  entfernt  —  wodurch  die  Natur  der 
Gleichung  (1.)  nicht  geändert  wird  —  so  schliessen  wir,  dass  der  Fall  (12.) 
nur  eintreten  kann,  wenn  P,  ,       ,     losrarithmische  Glieder  enthält.     Da  aber 
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^^_    in  der  Umgebung  von  a  eindeutig  sein  muss,  so  folgt,  dass  der  Complex 
der  bezüglichen  Glieder  in  Gleichung  (5a.)  verschwinden  muss. 
Aus  dem  Vorhergehenden  orgiebt  sich  das  Theorem: 

Die  rationale  Function  A       von  x  wird  für   die  nicht  von 

n-l 

(B.)     t  abhängigen    singulären  Punkte  Null   mindestens   erster 

Ordnung. 

Für   den    singulären  Punkt  a  =  t   gehört  -^   mindestens   zum  Expo-  [987 

nenten  )\—l,    daher  E  mindestens  zum  Exponenten  w  — 2,    es   ist  folglich,   für 

71  >  2,  A^_^  auch  Null  für  x  =  t,    und    für   w  =  2  jedenfalls    nicht   unendlich. 

Für  a;  =  00  setzen  wir: 

(15.)  "^  =  r 

Alsdann  ergiebt  dieselbe  Rechnung  wie  die  obige,  dass  A^^^^^"''"  für 
1  =  0  nicht  unendlich  wird. 

Es  ist  daher  A  für  a;  =  00  höchstens  von  der  2(w  — l)'""  Ord- 
nung  unendlich. 

Anlangend  die  ausserwesentlich  singulären  Punkte,  so  kann  die  Trans- 
formation (6.)  No.  1  so  gewählt  werden,  dass  die  Hauptdeterminante  der  In- 
tegrale der  transformirten  Gleichung  in  den  durch  die  Transformation  ent- 
standenen ausserwesentlich  singulären  Punkten  ß  nur  einfach  verschwindet. 
Die  auf  einen  solchen  Punkt  bezügliche  determinirende  Fundamentalgleichung 
hat  dann  die  Wurzeln  0,  1,  2,  .. .,  ?i  — 2,  w.  Bei  der  Transformation  (6a.)  No.  1 
bleiben  die  singulären  Punkte  ß  und  die  zugehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichungen erhalten,  während  neue  ausserwesentlich  singulare  Punkte 
y  eintreten,  deren  zugehörige  determinirende  Fundamentalgleichungen  eben- 
falls die  Wurzeln  0,  1,  2,  . . .,  k— 2,  ?i  sind.  So  weiter  schliessend  folgern  wir, 
dass  wir  bei  unserer  Gleichung  (1 .)  voraussetzen  dürfen,  dass  zu  allen  ausser- 
wesentlich singulären  Punkten  derselben  determinirende  Fundamentalgleichungen 
mit  den  Wurzeln  0,  1 ,  2 ,  . . . ,  w  —  2 ,  ?j  gehören. 

Setzen  wir  in  Gleichung  (2.)  für  1/  successive  y^,  1/^,  ■  ■-,  y„i  so  ergiebt 
sich  aus  dem  entstehenden  Gleichungssystem: 

(16.)  AA^  =  Z^,  (fc  =  i,2,...,n-i) 

worin  Z^  eine   ganze  Function   von  !/,,  y^,  ■•■,  !/„   und    ihren  Ableitungen    nach 
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X  und  von  -^—^  -^^  ...^  _^^  und  wo  A  die  Hauptdeterminante  von  ?/,,  t/^,  .••,2/„ 
ist.  Da  A  für  einen  ausserwesentlich  singulären  Punkt  nur  erster  Ordnung 
verschwindet,  und  da  y^^  y^^  ...,  y^^  und  ihre  Ableitungen  nach  a;,  sowie,  wegen 
der  Voraussetzung  (b)  No.  3,  ~§ri  '^i  '"i  ~§r  nicht  unendlich  werden,  so  er- 
giebt  sich,  dass 

für  einen  ausserwesentlich  singulären  Punkt  höchstens  erster  Ordnung  unend- 
lich werden. 
988]    Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  dass: 

(17.)  A,-.  =  f , 

wo  der  Zähler  Z  jedenfalls  für  die  von  t  unabhängigen  Werthe  «,,  a,,  . . .,  or  _j 
mindestens  erster  Ordnung  verschwindet,  während  der  Nenner  N  nur  für  die 
ausserwesentlich  singulären  Punkte  und  zwar  nicht  höherer  als  erster  Ordnung 
verschwinden  kann.  Da  andererseits  A^_^  für  x  =  00  höchstens  2(?j  — 1)**'  Ord- 
nung unendlich  ist,  so  ergiebt  sich: 

Ist  die  Anzahl  der  ausserwesentlich  singulären  Punkte  der 
Gleichung  (1.)  =  m,  so  ist: 

(18.)  Q<2n  +  m-l. 

Wenn  die  aus  (6.),  (6a.),  . ..  No.  1  resultirende  Transformation  so  einge- 
richtet werden  könnte,  dass  keine  ausserwesentlich  singulare  Stelle  eingeführt 
würde,  alsdann  träte  an  die  Stelle  der  Ungleichung  (IS.)  eine  Ungleichung 
der  Form: 

(18a.)  p<2w-l. 

Würden    die   Grössen  e^^   [Gleichung  (3.)]   von    t   unabhängig    werden,    so 

würde    in  Gleichung  (5.)    auf   der   rechten  Seite    nur    das    mit   8   multiplicirte 

Glied  verbleiben,  und  daher  A^^_^  für  die  p  — 1  von  t  unabhängigen  singulären 

Punkte    «  — 1'"  Ordnung   verschwinden,    und    es    müsste    dann,    da    in    diesem 

Falle    die   Transformationen  (6.),  (6a.)   u.  s.  w.    No.  1    überÜüssig    werden,    und 

demnach  m  =  Q   wäre,  sein: 

(M-I)(p-1)<2»-1 
d.  h. : 

(18b.)  9^^^- 

H  — 1 
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5.  [1117 

Aus  den  Entwickelungen  der  vorigen  Nummer  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 
Es  seien  in 

die  Coefficienten  p^,p^,  ■•■■,P„  so  beschaffene  rationale  Functionen  von  x,  dass 
die  Integrale  der  Differentialgleichung  überall  bestimmte  Werthe  haben.  Es 
werde  überdies  vorausgesetzt,  dass  es  ein  Fundamentalsystem  von  Integi-alen 
derselben  gebe,  für  welches  zugleich  die  Gleichung 

(2.)  ^  =  Ay  +  A,y'+...  +  Ä„_jr-" 

befriedigt  werde,  wo  t  ein  in  p^,  p^,  ••■iPn  auftretender  Parameter  und 
A^,  A^^  . . .  ^  A^_^  rationale  Functionen  von  x  sind,  und  wo  ?/"*' ^  ^-^-  gesetzt 
ist.  Sind  alsdann  die  Differenzen  der  eine  Grupjie  bildenden  Wurzeln  einer 
zu  einem  singulären  Punkte  a  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung 
nicht  grösser  als  w  —  2 ,  so  verschwindet  A^  _  für  x  =  a  mindestens  erster  Ord- 
nung. Hierbei  ist  es  für  n>2  gleichgültig,  ob  a  von  t  abhängig  oder  un- 
abhängig ist.      Für  w  =  2   wird  a  von  t  unabhängig  vorausgesetzt. 

"Wir  wollen  von  diesem  Satze  einen  neuen  Beweis  geben,  welcher  zu 
gleicher  Zeit  erkennen  lässt,  dass  für  sein  Bestehen  die  Voraussetzung 
(b)  in  Nummmer  (3.)  überflüssig  ist. 

Ist  y  irgend  ein  Integral  der  Gleichung  (1.),  so  ist  [mS 


\dt  I       dt  ''  dt   ^'  dt 

Ist  ^j,  «/j,  ...,  y^^  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung  (1.), 
welches  zugleich  die  Gleichung  (2.)  befriedigt,  und 

(4.)  y  =  c,2/,  +  c,y„+-- ■  +  £„?/„, 

also 

/-  ^         ö?/  de,  de,  dc„  dl/,  dii,  diL, 

so  erhalten  wir 

(6.)  f(^^~)^  =  ^(?^^4'^)  =  ^(S.^.^(2/j)  =  P(^(2/)), 

Fuchs,  matliem.  Werkü.    m.  24 
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■WO 

(7-)  ^(y)  =  Ä,y  +  A,y'+-  +  A„.,y"'-" 

gesetzt  ist. 

"Wir  erhalten  demnach  für  ein  willkürliches  Integral  der  Gleichung 
(1.)  die  Beziehung 

(8.)  PU  (y))  +  ^  y-"  +  -^  y'"-  +  ...  +  ^y  =  o. 

Seien  nunmehi*  \t  "r,,,  •■  ■,  t^^  ^^  Elemente  eines  zum  singulären  Punkte  a 
gehörigen  Fundamentalsystems,  '■,)'■,>•••,»'„  die  entsprechenden  "Wurzeln  der 
zu  a  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung,  so  ist 

(9.)  p(^Air,,))  +  ^r:r"+^r,r"+-  +  ^r„  =  0.     (t  =  1,  2, . . .,«) 

Bezeichnen  wir  mit  Cj,  C,,...,C„  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
der  zu  (1.)  adjungirten  Differentialgleichung  und  zwar  so,  dass 

(1Ct\  r     /      1  ^n^■t  -^  ( ''in  ^n  I  •  •  • !  ^it-i  T  ''it+i ;  •  •  •  I  ''in  j 

^       ''  *  ~   *•"    ■'  n(r     T  71  ' 

■WO  Z)(?/j,  M,, ...,  ?/y)  die  Hauptdeterminante  der  Functionen  ti^,  u^,  .. .,  u^  nach 
der  Variablen  x  bedeuten  soll,  alsdann  gehören  C,,  C,,  •■•,  C„  zu  den  Expo- 
nenten —  r^  +  n  —  1,  —  i\  +  n  —  l,  . . . ,  —r^-j-n  —  1*). 

Ist  p  irgend  eine  Function  von  x,  so  ist  bekanntlich  das  allgemeine 
Integral  der  Gleichung 

(11.)  P{iv)+p  =  0 

II 19]  in  der  Form 

(12.)  't'  =  -  i.  r,Jp  ;  dx  +  ±,  y,  r, 

enthalten,  wo  y.  von  x  unabhängige  Grössen  sind**). 
Setzen  ■wir  demnach 


(13.)  ±,ruf%-r;r'':,^^  =  Pu, 


*)  Vergl.  meine  Arbeit,  Grelles  Journal,  Bd.  76,  S.  180 '). 

**)  Siehe  meine  Arbeit,   Annali  di  Matematica,  Ser.  II,  Bd.  4,  p.  37,  Mai  1870'),    und  Fbobexits, 
Grelles  Journal,  Bd.  77,  S.  256. 


i)  Abh.  Xn.  S.  419,  Band  I  dieser  Ansgske.    R.  F. 
»)  Abh.  X,  S.  296,  B»nd  I  dieser  Aasgabe.    E.  F. 
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SO  ergiebt  die  Gleichung  (9.) 

(14.)  Mr,k)  =  -'ExPu  +  'kaC,.rta>  (fc=l,2 n) 

I  1 

WO  Cj  ^  von  X  unabhängig. 

Multipliciren  wir  die  Gleichungen  (14.)  bez.   mit  C,,  C,,  .-.,  C„  und  addiren 

dieselben,  so  ergiebt  sich  aus  den  Beziehungen 

i:*r,fCt  =  0,    für  A<:«-1, 
(15.) 

s*^r"c*  -=  1*), 

(16.)  A„_,  =  -±,±,  P,,  Ci  +  Si  S.  %,  r,„  C, . 

11  11 

Ehe  wir  aus  dieser  Gleichung  unsere  Folgerungen  ziehen,  schieben  wir 
hier  die  folgende  Bemerkung  ein. 

Substituiren  wir  in  (1.)  und  (2.) 

(17.)  y  =  (x-aft,, 

wo  a  einen  der  singulären  Punkte,  q  eine  beliebige  von  t  unabhängige  Grösse 
bedeutet,  so  erhalten  wir 

(18.)  —^B,u  +  By+.-  +  S„_,  «*"•-"  +  ^„_,  n'"-", 

worin  B^,  B^,  ...,  B^_^  im  allgemeinen  von  Ä^,  A^,  ...,  A^_^  verschiedene  ratio- 
nale Functionen  von  x  sind. 

Die  Gruppe  der  durch  die  Substitution  (17.)  aus  (1.)  erhaltenen  Diffe- 
rentialgleichung ist  also  ebenfalls  von  t  unabhängig,  und  die  t!oefticienten 
der  höchsten  Ableitungen  nach  x  in  den  Gleichungen  (2.)  und  (IS.)  sind 
übereinstimmend. 

Bilden  die  Wurzeln  der  zu  a  gehörigen  determinirenden  Fundamental-  [1120 
gleichung  für  die  Integi'ale  1/,  eine  Gruppe  ?\,  r,,  ...,i\,  so  bilden  die  ent- 
sprechenden Wurzeln  der  zu  a  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung für  die  Integrale  u,  ebenfalls  eine  Gruppe  s^,  s^,  . . .,  s^,  und  um- 
gekehrt. 


*)  Siehe  Frobenius,  Grelles  Journal,  Bd.  77,  S.  248. 

24^ 
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Die  Differenzen  entsprechender  Wurzeln  dieser  Gruppen  haben  gleiche 
Werthe. 

Wir  können  demnach  voraussetzen,  dass  die  Wurzeln  der  sämmtlichen 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  für  unsere  Gleichung  (1.)  keine 
ganzen  Zahlen  sind. 

Weil  die  Integrale  der  Gleichung  (1.)   überall   bestimmt    sein   sollen,    ist 

wo  Rj^   eine    rationale  Function    von  x  ist,    die  für  x  ^  a  nicht  mehr  unend- 
lich wird. 

Weil  andererseits  die  Wurzeln  sämmtlicher  determinirender  Fundamental- 
gleichungen von  t  unabhängig  sein  sollen*),  so  ist  a.j  von  t  unabhängig. 
Daher  ist  für  einen  von  t  unabhängigen  singulären  Punkt  a 


*>     ''  dt  (x-af-'  ^   '   ^  x-a  "^    dt    ' 

und  für  einen  von  t  abhängigen  singulären  Punkt 

ton   \    ^  _  ^^  ^^       ^Jl ■        "^      ^^^ 

(^Ua.j       ^^     -    (a;  _  af^'  +         (x-  af         +  (a;  -  a)'--  +  ' ' '  +  ^3^  +  "öT ' 

Demnach  gehört  ~irflk~^'^i  mindestens  entweder  zum  Exponenten  r^—r^ 
oder  7-^—r  —  2,  je  nachdem  a  von  t  unabhängig  oder  abhängig  ist,  und  P^^ 
mindestens  zum  Exponenten  i\+\  im  ersten  und  zu  »\— 1  im  zweiten  Falle**). 
Endlich  gehört  P^^C^  mindestens  zum  Exponenten  ti  im  ersten  und  zum  Ex- 
ponenten n  —  2  im  zweiten  Falle. 
ii2i]  Es  ist  demnach,  wenn  a  von  t  imabhängig  ist,  der  Ausdruck 

n        n 

S*  Sa  ^u  ^it 
1      1 

für  a;  =  a  gleich  Null.     Ist  a  von  t  abhängig,  so  verschwindet  für  w  >  2   der- 
selbe Ausdruck  noch  immer  für  x  =  a. 


*)  Vergl.  Sitzungsberichte,  25.  Februar  1892,  S.  162  ')■ 
**)  Vergl.  Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  155  ■). 


1)  Abh.  LIX,  S.  123  dieses  Bandes.    E.  F. 

2)  Abh.  VI,  S.  197,  Band  I  dieser  Aasgabe.    E.  F. 
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Da  A^^_^  eine  rationale  Function  von  x  sein  soll,  so  können  in  (16.)  von 
den  Gliedern  f^.^Tj^Ci  nur  solche  verbleiben,  welche  zu  einem  ganzzahligen 
Exponenten  gehören,  d.  h.  wo  i\—'>\  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Da  nun  der  Ausdruck  vj^Cj.  zum  Exponenten  ^\  —  '>\  +  n  —  \  gehört,  so  folgt 
demnach  aus  Gleichung  (16.):  A^_^  verschwindet  stets  für  x  ^=  a,  wenn  a  von 
t  unabhängig  und  keine  Differenz  der  eine  Gruppe  bildenden  Wurzeln  der 
zu  a  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  ihrem  absoluten  Werthe 
nach  die  Grösse  n  —  2  überschreitet.  Für  7i>  2  verschwindet  unter  denselben 
Umständen  A       für  x  ^  a,  auch  wenn  a  von  t  abhängig  ist. 

n—i  '  o  o 

Hiermit  ist  der  Eingangs  dieser  Nummer  erwähnte  Satz  bewiesen. 

Wir  erkennen  zugleich,  dass  A^_^  für  x  =  a  auch  dann  verschwinden 
muss,  wenn  auch  die  Differenzen  r^  —  r,.  absolut  genommen  den 
Werth  n  —  2  überschreiten,  sobald  die  Glieder  c^.^v3„Ci.  in  Gleichung 
(16.),  welche  zu  einem  verschwindenden  oder  negativen  Exponen- 
ten gehören,  in  dieser  Gleichung  sich  wegheben. 

Dieses  tritt  aber  immer  ein,  wenn  vj^C^  mit  log  (.«  —  «)  behaftet  ist,  weil 
A^_^  eine  rationale  Function  von  x  sein  soll. 

6. 

AVenn  die  Differentialgleichung 

(],.)  P(y)   =   2,'»>  +  p,  J/'"-"  +...+p^y  =   0 

wieder  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Substitutionsgruppe  derselben  von  einem 
in  den  Coefficienten  p^  auftretenden  Parameter  t  unabhängig  ist,  d.  h.  wenn 
ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  derselben  zugleich  die  Gleichung 

befriedigt,  wo  A^,  A^,  ...,  A^_^  rationale  Functionen  von  x  sind,  so  genügen*) 
A^,  A^,  . . .,  A^_^  einem  Systeme  linearer  Differentialgleichungen,  deren  [1122 
Herleitung  a.  a.  ().  angedeutet  worden  ist.  Wir  wollen  hier  eine  independente 
Darstellung  dieser  Differentialgleichungen  entwickeln. 


*)  Siehe  Sitzungsberichte,  25.  Februar  1892,  S.  162 '). 


I)  Abb.  LIX,  S.  123  dioaos  Bandes.    R.  F. 
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Wir  bilden  zu  dem  Ende  P{uv),  wo  u,  v  beliebige  Functionen  von  x 
bedeuten,  und  erhalten 

(3.)     P{uv)  =  ''i,n'''-'-'[n,v''-'  +  {n-l\_,py-"  +  (n-2\_,py-^>  +  ...  +  (n-l\p>v], 

wenn  Avir  mit  den  oberen  Accenten  die  Ableitungen  nach  x  und  mit  /."^  den 
ji'™  Binomialcoefficienten  von  k  bezeichnen. 

Setzen  wir  in  (3.)  v  =  y''",  u  =  -4^.,  so  ergiebt  sich 

(4.)         P(A  /')  =  S.  ^r-"  [n,  y"''"  +  {n  - 1),_.  p,  y"^'-" 

+  («-2),_,p,/-^'-"+  ■••  +  {n-X),p,y*']. 

Ist  y^,  y^j  ■  ■  .>  Vn  ^^^  beliebiges  Fundamentalsystem  von  Integralen  der 
Gleichung  (1.),  z^,  2.^,  . . .,  s^  das  adjungirte  Functionssystem .  welches  durch 
die  Gleichung 

/,^  „  _  /  .v.+t-P(y..y2.---.yt-,,  yk+,,---,yi) 

^^■^  n-(-i)  D{y„y,,...,yJ 

(s.  vorige  Nummer,  Gleichung  (10.))  definirt  ist,  so  sind  die  Ausdrücke 

(6.)  s„^  =  y^r^/r+y^:^/f+...+y^:^.T 

ganze  rationale  Functionen  der  Grössen  Pi,  Jl,,  ...■,  P„  und  ihrer 
Ableitungen. 

Insbesondere  ist  s^^  =  0,  wenn  u  +  ß<:n  —  l,  und  s^^  =  (—1)',  wenn 
a  +  ß  =  n-\*). 

Substituiren  wir  nunmehr  in  (4.)  successive  y,,y^,...,y^  für  y,  multi- 
pliciren  die  erhaltenen  Gleichungen  bez.  mit  z'^\  2'^'\  . . . ,  z'j^^  und  addiren  die- 
selben, so  folgt 

(7.)    ±,4''P(A,y'n  =  S;.^r"(%^w.„.  +  («-i).-.iV''*.i-,,u 

1  0 

+  in-2\_„p,s^^),_,,,  +  .--  +  {n-kX2h%)  =  9«(A)- 
Aus  (1.)  folgt 


*)  Vergl.  Feobenius,  Grelles  Journal,  Bd.  77,  S.  248—249. 
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Nach  voriger  Nummer  Gleichung  (8.)  ist  also: 


dt  -^       ^   dt  -^  dt 


(9-)  S*  PiA  2/*)  +  ^  2/'"-"  +  ^  2/'"-"  +  •  •  •  +  -^  2/  =  0. 


Setzen  wir  in  Gleichung  (9.)  für  y  successive  2/,,  ^/j,  ••  •,  «/„,  multi-  [1123 
pliciren  die  entstehenden  Gleichungen  bez.  mit  z'l^\  ^^^\  . . . ,  z'J^'  und  addiren 
die  Resultate,  so  erhalten  wir 

(10.)     Q^(A^)  +  Q^XA)  +  -  +  Q,iA-^)  +  ^s„_,^^  +  ^s„_,^^+...  +  ^s,^,  =  0. 

Für  fi  =  0,  1,  2,  ...,  »— t  repräsentirt  die  Gleichung  (10.)  die  indepen- 
dente  Gestalt  des  Systems  von  linearen  Differentialgleichungen,  welchen 
A^,  A^,  ...,  A^_^  als  Functionen  von  x  genügen  müssen. 

7. 
Um  in  eine  Discussion  dieser  Differentialgleichungen  einzutreten,  be- 
ginnen wir  mit  dem  Falle  w  ^  2.  "Wir  können  ohne  die  Allgemeinheit  zu 
beeinträchtigen,  wie  a.  a.  O.*)  hervorgehoben  worden  ist,  den  Coefficienten 
der  ersten  Ableitung  p^  gleich  Null  voraussetzen,  vmd  haben  daher,  wenn  p^ 
mit  —p  bezeichnet  wird,  die  Differentialgleichung 

zu  betrachten. 

Das  System  von  Differentialgleichungen  für  A^,  A^  lautet  in  unserem 
Falle**) 

,^s  ö".!.      „     dA,        ,  .  dp 

wo  ;j'  =  -^  gesetzt  ist. 

Es  sei  a  einer  der  singulären  Punkte  von  (l.),  so  ist  in  unserem  Falle 
C,  =  —  vj^,  Cj  =  1]^,  und  es  liefert  die  Gleichung  (10.)  (No.  5) 


*)  Sitzungsberichte,  25.  Februar  1892,  S.  163  '). 
**)  Ebenda  S.  163  '). 


>)  Abb.  LIX,  S.  121  dieses  Bandes.    11.  F. 
ä)  Ebenda  S.  125.    B.  F. 
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dp 


6t  "'■^'»'''^ 


DifFerentiiren  wir  die  Gleichung  (2.)  nach  x  und  subtrahiren  von  dem 
Resultate  die  mit  2  multiplicirte  Gleichung  (3.),  so  folgt 

Wir  schliessen  hieran  die  folgende  Bemerkung: 
Der  Gleichung 

(6.)  ^-'Pj^-'P'"-^ 

genügt  das  Fundamentalsystem  Ir^,  \r^i,  —"I,''],.  Sie  ist  sich  selbst  adjungirt 
und  zwar  so,  -dass  gemäss  den  Gleichungen  (10.)  (No.  5)  |-/j',  —  7]^-/;^,  yr^'^  und 
bez.  |7]|,  —  ■'],v],,  ~7j^  einander  zugeordnet  sind. 

Wir  würden  also  aus  der  Gleichung  (5.),  nach  dem  in  Gleichung  (12.) 
(No.  5)  enthaltenen  Satze,  den  Ausdruck  (4.)  für  A^  unmittelbar  erhalten 
können. 

Wir  behandeln  nunmehr  den  folgenden  Fall: 

Von  den  singulären  Punkten  a^,  a^,  ...,  a^  der  Gleichung  (l.)  seien 
«,)  «2,  •  •  •;  «„_!  von  t  unabhängig,  dagegen  n  —  t.  Ferner  sei  vorausgesetzt, 
dass  A^  für  r?;  =  a^,  a^,  .  . .,  ct  _^  verschwinde  und  für  x  ^^  t  nicht  unendlich 
werde.  Letzteres  tritt  allemal  ein,  wenn  die  Wurzeln  der  zu  diesen  singu- 
lären Punkten  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  nicht  um 
ganze  Zahlen  differiren.  Aber  auch,  wenn  für  einen  dieser  Punkte  a  die 
Wurzeln  r^,  r^  sich  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  aber  das  zugehörige 
Fundamentalsystem  nicht  von  log(a;  — «)  frei  ist,  muss  A^  für  x  =  a  ver- 
schwinden, wenn  a  von  t  unabhängig  ist.     Denn  ist 

wo  ()  eine  positive  ganze  Zahl,  so  folgt  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  für 
jeden    endlichen    singulären  Punkt   der  Gleichung  (1.)  bestehenden  Beziehung 

(8.)  r^  +  r,  =.  1, 

(9.)  (2..=   !  +  ,, 

^    ^  I    2,-    =   l-.v. 
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Ist  nun 


(10.) 


r„  =  {x-af'^,{x-a), 


'   -fh  =  (■^•'  -  «)  '  'M^  -  «)  +  yu  log  (a;  -  a) , 

wo  ^j,  ^j  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende  Reihen 
sind,  die  für  x  =  a  nicht  verschwinden,  und  y  von  Null  verschieden,  so 
müssen  in  Gleichung  (4.)  die  Glieder  mit  tj^tj^  und  mit  tj^  sich  wegheben,  da 
sie  mit  log(3;  — a)  behaftet  sind.  Das  Glied  mit  7]^'  aber  verschwindet  für 
X  ^  a. 

Aus  Gleichung  (4.)  ergiebt  sich,  dass  A^  für  einen  nicht  singulären  [1125 
Punkt  der  Differentialgleichung  (1.)  nicht  unendlich  würd.  Es  ist  daher  A^ 
eine  ganze  rationale  Function,  welche  für  x^=a,a,...,a  ver- 
schwindet. 

Ist  Tjj,  vjj  das  zu  rr  ==  00  gehörige  Fundamentalsystem  und  ist 


(11-)  { 


s., 
X 


wo  ^1  und  ^,  nach   ganzen    positiven  Potenzen   von  —  fortschreitende  Reihen 
bedeu.ten,  welche  für  a;  =  cxj  nicht  verschwinden,  so  ist 

(12.)  s,  +  s,  -  1. 

In  Gleichung  (4.)  werden  die  mit  IntegTalen  behafteten  Bestandtheile  für 

o;  =  00  nicht  unendlich,    und   die   übrigen  Glieder  heben  sich  nur  dann  nicht 

heraus,  wenn  2«^,  2^^  ganze  Zahlen  sind.     Findet  dieses  nicht  statt,   so  ist  A^ 

für  X  =  oa   überhaupt   nicht    unendlich.     Sind  aber  2*^  und  2^^  ganze  Zahlen, 

so  muss 

2s,  =  l  +  g, 

2s,  =  1-f/ 

sein,  wo  g  eine  positive  ganze  Zahl. 

Ist  y  in  Gleichung  (1  1.)  nicht  Null,  so  heben  sich  die  Glieder  mit  y),7)^ 
und  mit  y)^  heraus,  und  das  Glied  mit  ^  wird  für  x  =  a  nicht  unendlich. 

Nur  wenn  y  =  0,  kann  in  Gleichung  (4.)  ein  Glied  vorkommen,  welches 
für  ic  =  00  von  der  {g  + 1 )'°"  Ordnung  vinendlich  wird.     In  diesem  Falle  ist  A^ 

Fachs,  mathom.  Work«.    III.  25 
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eine  ganze  rationale  Function  vom  Grade  g  +  \.     Da  sie  für  x  ^  a  ,a,,  ...,a  _ 
verschwinden  muss,  so  ist 

e-i<^+i 

oder 

9^9  +  2. 

8. 
Sei  z.  B.  ^  =  1,  so  ist  9^3. 

Wir   wollen  untersuchen,    ob    die  Gleichung  (5.)  voriger  Nummer  durch 
eine  ganze  rationale  Function 


(1.) 


A^  =  m{x  —  aj(x  —  a,)  =  m<f(z), 


wo  m  von  x  unabhängig,  befriedigt  werden  kann. 
1126]  In  diesem  Falle  ist 


(2.) 


P  = 


ßi  «.  ßi  «'  ß' 


{x  —  a^y      x  — a,       {x  —  a,y      x  —  a^       i^  —  tY       x  —  t 
Substituiren  wir  den  Werth  von  A^  aus  Gleichung  (l.)  in  die  Gleichung 


(3.) 


daf'         ^^  dx 


2p'^.+  2f  =  0 


und  erwägen,  dass  a^,  a^,  «'  von  t  unabhängig  sein  müssen,  da  nach  Voraus- 
setzung die  Wurzeln  der  determinir enden  Fundamentalgleichungen  von  t  un- 
abhängig sind,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Bedingungsgleichungen: 


(40 


»H[2«3  +  /?,(a,-a.)]--^  -  0, 


dt 


a[m{t-a,){t-a,)  +  l]  =  0, 
ß'[m(t-a,)it-a,)  +  l]  =  0, 


m[2a'+ß'(2t-a^-a^)]- 


dt 


ß^  +  ß^  +  ß'  =    0. 

Da  nicht   gleichzeitig  a   und   ß'  verschwinden,   so   ergiebt   sich    aus   den 
fünf  ersten  Gleichungen: 
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m  = 


9(0' 
Ö/3,    ,   (a,-a,)ß,   ,    2«, 


+  ■ 


(5.) 


=  0, 
=  0, 


dt  +  9(0  "  9(0 
dß,  {a,-ajß,  2a, 
dt   ^       9(0        +  9(0 

eß-       (2t-a-a,)  2a'    _ 

dt  +  9(0  P"*"9(0   ~     ■ 


Durch  Integration  der  drei  letzten  dieser  Gleichungen  erhalten  wir: 


yA^-n,)  _^   2«, 


t  —  a. 


f-a.' 


(6.) 


3    =    nC^-«.)    .      2«.2 
1     '^^  i-a,     '^  t-a,' 

f   -3'  _  _y 1^ 

\     '^  9(0       9(0' 


''^o  y,,  y,,  y'  von  i  unabhängige  Grössen  bedeuten. 

Aus  den  Gleichungen  (6.)  und  der  letzten  der  Gleichungen  (4.)  folgt:   [1127 

|(ai-«2)yi  =  -«,-«,  +  «', 
(«.-ojy,  =  -«'  +  «,  +  «,, 
/  =  («i-«2)(«2-".)  +  «'(«i  +  «2)- 
Wir  können  a^  =  0,  a,  —  1  voraussetzen,  dann  wird 

y,  =  -«'+«.  +  «2, 

y'  =  «,  —  «;,+  «'. 


Es  sind  demnach 


(8.) 


(«,  +  «^—  «')(<  —  1)  +  2a, 


t 

(«' 

-«. 

— 

ajt+2a. 

i! 

_  1                ' 

«1 

-a. 

+ 

a'-2«t 

t{t-l) 

die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  die  Substitutions- 
gruppe der  Differentialgleichung 


(9)  ^  - 

von  t  unabhängig  ist. 


+ 


ß. 


+ 


ß' 


a^      ßj_     (■_ 
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ANMERKUNGEN. 


1)  Die  Änderungen  gegen  das  Original  sind  ausgeführt  entsprechend  den  von  meinem  Vater  als  Anhang 
zu  der  Arbeit  in  den  Sitzungsberichten  1894,  S.  1127  angegebenen  »Errata  in  der  Mittheilung  vom 
16.  Nov.  1893  der  Sitzungsberichte«.  Im  Anschluss  an  die  letzte  der  dort  gemachten  Angaben  ist  dann 
noch  gesetzt : 

S.  184,  Zeile  14  2(«-l)*er  statt  2nt«r, 
„    184,  Gleichung  (18.)  2n  +  ;»-l  sUtt  2n  +  »!  +  l, 
Zeile  3  v.  u.  2n-l  statt  2n  +  l, 
Gleichung  {18b.)    ^"~^   statt     ^" 


n— 1  n— 1 

Ferner  wurde  hinzugefügt: 

S.  172,  Zeile  3  v.  u.  und  S.  173,  Zeile  6  »und  Integrale  höherer  Exponenten«. 

2)  Zu  der  am  Schlüsse  der  No.  4,  S.  184  gegebenen  Andeutung  zur  Aufstellung  einer  Ungleichung  für  die 
Anzahl  der  wesentlichen  und  ausserwesentUchen  singulären  Stellen  sei  bemerkt,  dass  die  Betrachtung 
von  A„.i  allein  zu  einer  genauen  Formulierung  derselben  nicht  führen  kann.  Will  man  auf  dem  hier 
angegebenen  Wege  zu  dieser  Ungleichung,  wie  sie  von  anderen  Gesichtspunkten  aus  (Riemaxx,  Werke, 
II.  Auflage,  S.  389,  390;  Poincake,  Acta  Mathematica,  Bd.  IV,  S.  217— 219;  L.  Schlescjger,  Grelles 
Journal,  Bd.  123,  S.  168  und  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  II,,  S.  363) 
aufgestellt  worden  ist,  gelangen,  so  muss  man  noch  A^,  Ä^,  .. .,  A„_^  heranziehen.  Im  Allgemeinen 
verschwindet  j1„_,  für  eine  von  t  verschiedene  wesentlich  singulare  Stelle  von  der  Ordnung  n  —  i,  für 
X  =^  t  aber  von  der  Ordnung  n  —  i—  1.  Nimmt  man  nun,  was  durch  eine  einfache  Transformation  stets 
zu  erreichen  ist,  an,  dass  a;  =  oo  eine  wesentlich  singulare  Stelle  ist,  so  kann  -4„_,  für  x  ^  oc  höch- 
stens von  (n—l)t"  Ordnung  unendlich  werden.  Bedeutet  also  tn„_,-  die  Anzahl  der  einfachen  Unendlich- 
keitsstellen von  .4„_,,  so  ist 

-m„_,-f  (n-t)(e-l)-fn-i-l  <  m  -  i, 
also 

»!„_,>  (n-i)(e-l)-l. 

Es  werden  also  im  Allgemeinen  für  alle  .4,-  zusammen  mindestens 

""'  I  1  nCn— 11 

m  =  Jj («-»•) (e-i)-ii  =  (e-i)^3    ^-("-1) 

Unendlichkeitsstellen ,  d.  h.  ansserwesentliche  singulare  Stellen  erforderlich  sein.    Die  genaue  Form  der 
Ungleichung  ist  also 

nin-l)ie-l)<2m  +  2n-2. 
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3)  Zu  dem  in  No.  7  und  8  behandelten  Falle   sei  Folgendes   bemerkt.    Ist  |   ein  Integral  der  Gleichung 

et  ~    '  dx' 


so  ist 

1 


dx 


■wenn  f  und  ep  willkürliche  Functionen  ihres  Arguments  sind  und 


Lrgume 


'0  = 


2    öa;»   dx 


( 


die  SCHWARZsche  Derivirte  von  1  nach  a;  bedeutet. 
Wenn  nun 


so  ist 


Wird  dann 


gesetzt,  so  ist 


Ai  =  (»<p(a;)  =  «j(a;— a,)(a;— a^)  ■  •■  (-K— «j-i), 

1 

m  =  — — 


-  +  •••  +  - 


(p(a;)  a;— «1  x  — a,,_, 

f  X  -  ao-i  \'?-> 


*  =  «|(^:tr(^)^ 


wo  iP  eine  willkürliche  Function  ihres  Arguments  ist,  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 
für  |.    In  dem  Falle  der  No.  8  ist 

\{x-a^)(t-a,)) 
In  der  That  geht,  wenn 

" ^         '"       "      und  2/  =  — =-Ti{u) 


(x— a,)((— a,) 


V  dx 


gesetzt  wird,  die  Differentialgleichung  für  y  (Gl.  (9.\  No.  8)  über  in 

9^T)    a,  M-  +  (a'— a,  — <3(j)M  +  a, 

4)  Bemerkenswerth  ist  S.  180,  Zeile  5  und  8  die  Bezeichnung  »wirklich  singulärer  Punkt«  für  eine  singulare 
Stelle,  die  sonst  von  meinem  Vater  immer,  wie  z.  B.  auch  in  Satz  (A.)  der  No.  1  »wesentlich  singulärer 
Punkt«  genannt  wird.  R.  F. 


Lxm. 

REMARQUES  SUR  UNE  NOTE  DE  M.  PAUL  VERNIER. 
(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  114,  1895,  p.  231—232.) 


Dans  le  Bulletin  de  la  Societe  Mathematique  de  France  t.  XXII,  [231 
n°  8,  p.  133,  M.  Paul  Vernier  vient  de  publier  une  note  intitulee:  »sur  les 
formes  binaires  dont  les  variables  sont  des  integrales  fundamentales  d'nne 
equation  difFerentielle  lineaire  du  second  ordre«. 

M.  Vernier  veut  indiquer  une  demonstration  du  theoreme  suivant: 

(a)  Si  une  forme  binaire  dont  les  deux  variables  sont  deux  integrales 
fundamentales  de  l'equation  —^  =  Py  est  egale  ä  une  racine  d'une  fonction 
rationnelle  de  »,  eile  renferme,  ä  une  meme  puissance,  tous  les  facteurs  lineaires 
qui  forment  un  Systeme  reduit  de  racines  pour  l'equation  irreductible  verifiee 
par  Tun  de  ses  facteurs  lineaires. 

Dans  mon  memoire  t.  81  de  ce  Journal  p.  114 — 115*)  on  peut  lire  les 
deux  theoremes  suivants: 

II.  Inversement,  F{y^,y^)  etant  la  racine  d'une  fonction  rationnelle  et 
Y]  = -4^j ?/,  +  ^„, ?/j  Tun  des  facteurs  de  la  forme,  et  ^,  T],)  ""Ij»  •  ••;  ^„_,  formant 
un  Systeme  reduit  de  racines  de  l'equation  irreductible  verifiee  par  i],  alors 
7]^.  a  la  forme  yj^.  =  A^^y^  +  A.^y^,  et  la  forme  F{y^,y^)  renferme  aussi  les  fac- 
teurs Y),,  ■/],,  ...,vj„_,. 

VI.  Si  une  forme  f{y,,yj  est  la  racine  d'une  fonction  rationnelle,  eile 
renferme  tous  les  facteurs  qui  forment  ensemble  le  Systeme  reduit  d'une 
equation  irreductible,  ä  une  meme  puissance. 


>)  Me'm.  XX,  p.  28—31,  1. 11  de  cetU  udition.     B.  F. 
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L'on  voit  donc  que  le  theoreme  (a)  n'est  qu'une  composition  des  theo- 
xemes  I  et  VI. 

Mais  cette  composition  ctant  presque  litterale  et  renfermant,  en  par- 
ticulier,  la  terminologie  que  j'ai  introduite  dans  mon  memoire  cite,  je  ne 
peux  pas  supposer  que  M.  Verxier  ait  eu  l'intention  de  faire  croire  que  le 
232]  theoreme  (a)  etait  un  theoreme  nouveau,  je  suppose  plutot  que  M.  Ver- 
kier  a  oublie  d'indiquer  l'origine  de  ce  theoreme. 

Mais  aussi  dans  la  demonstration  du  theoreme  («)  contenue  p.  135  du 
Bulletin,  M.  Vernier  a  simplement  reproduit  la  demonstration  des  theoremes 
I.  et  VI.  que  j'ai  donnee  p.  114 — 115*)  de  mon  memoire  cite. 

J'ajoute  les  remarques  suivantes: 

M.  Vernier  developpe  p.  133 — 134  du  Bulletin  un  lemme,  dont  il  tire 
la  consequence  que  f  etant  racine  dune  fonction  rationnelle,  H{f),  le  hessien 
de  la  forme  /",  est  aussi  racine  d'une  fonction  rationnelle.  Mais  pour  tirer 
cette  consequence,  il  ne  faut  pas  partir  d'une  expression  explicite  du  hessien, 
car  le  hessien  etant  un  covariant  de  f,  ce  theoreme  n'est  qu'un  cas  special 
du  theoreme  p.  106,  th.  IIP)  de  mon  memoii-e  cite  dont  voici  la  teneur: 

Soit  y^,  y^  un  Systeme  fondamental  d'integi-ales  de  l'equation  (B.)  (-^  =  Py\ 
tous  les  covariants  d'une  forme  qui  est  egale  ä  la  racine  d'une  fonction  ration- 
nelle, sont  aussi  des  racines  de  fonctions  rationnelles. 

Mais  enfin  on  ne  sam^ait  du  tout  comprendre,  poui-quoi  M.  Verxier  fait 
intervenir  ledit  lemme.  II  aurait  pu  ometti'e  tout  le  contenu  des  pages  133 
et  134  du  Bulletin  qui  suit  les  mots:  »j'indiquerai  ici  une  demonstration  tres 
simple  de  ce  theoreme«,  comme  il  neu  fait  aucun  usage  dans  la  demonstration 
du  theoreme  (a)  p.  135  du  Bulletin,  quil  a  empruntee  completement  aux 
pages  114  — 115')  de  mon  memoire  cite. 

Mais  je  voudrais  bien  savoir,  quel  est  le  but  de  la  note  de  M.  Verxier, 
puisqu'il  emprunte  ä  mon  memoii'e  un  theoreme,  de  meme  que  sa  demon- 
stration, sans  indiquer  la  souixe  dans  laquelle  il  les  a  puises? 

Berlin,  novembre  1894. 


1)  Mem.  XX,  p.  29-81,  t.  U  de  cette  edition.    R.  F. 
S)lbid.  p.  21.     B.  F. 


LXIV. 

ÜBER  DIE  ABHÄNGIGKEIT  DER  LÖSUNGEN  EINER  LINEAREN 

DIFFERENTIALGLEICHUNG  VON  DEN  IN  DEN  COEFFICIENTEN 

AUFTRETENDEN  PARAMETERN. 

(Sitzungsberichte   der   Königl.   preussisclien  Akademie   der  Wissenschaften   zu  Berlin, 
1895,  XXXVIII,  S.  905-920;   vorgelegt  am  25.  Juli;   ausgegeben  am  L  August  1895.) 


Die  folgende  Notiz  bezieht  sich  auf  die  Frage  der  Abhängigkeit  der  [905 
Lösungen  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  von  einem  in  den 
Coeflicienten  derselben  auftretenden  Parameter,  welche  ich  bereits  in  einer 
Reihe  früherer  Aufsätze  in  den  Sitzungsberichten  ins  Auge  gefasst  habe. 
"Wenn  die  Coefficienten  der  zur  Differentialgleichung  gehörigen  Substitutions- 
gruppe vom  Parameter  unabhängig  sind,  so  genügen  die  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung, aufgefasst  als  Functionen  des  Parameters,  ebenfalls  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  höchstens  derselben  Ordnung,  wie 
die  vorgelegte*).  Es  bietet  sich  naturgemäss  die  Aufgabe  dar,  festzustellen, 
was  umgekehrt  für  eine  vorgelegte  Differentialgleichung,  deren  Coefficienten 
rationale  Functionen  der  unabhängigen  Variablen  und  des  Parameters  sind, 
gefolgert  werden  kann,  wenn  es  feststeht,  dass  ein  Fundamentalsystem  von 
Integi-alen  derselben,  aufgefasst  als  Functionen  des  Parameters,  ebenfalls  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  Genüge  leistet,  deren  Coefficienten 
rationale  Functionen  des  Parameters  und  der  unabhängigen  Variablen  der 
vorgelegten  Differentialgleichung  sind. 


*)  Siehe  Sitzungsberichte  vom  25.  Februar  1892,  S.  165 '). 


1)  Abb.  LIX,  S.  126  dioBOs  Bandes.    B.  F. 
Fnchs,  mathora.  Werke.    ITI.  26 
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So  genügt  das  hyperelliptische  oder  elliptische  Integral  z  als  Function 
der  Variablen  x  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, deren  Coefficienten  rationale  Functionen  der  Variablen  x  und  eines  der 
Verzweigungswerthe  n.  Dasselbe  Integi'al  z^  aufgefasst  als  Function  des  Ver- 
zweigungswerthes  ««,  genügt  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
der  Form 

906]  wo  q^ ,  q^  rationale  Functionen  von  x  und  ti,  ß^,  ß^,  . . .,  ß^_^  rationale  Func- 
tionen von  IC  allein  sind  und  n  den  Grad  des  Radicanden  der  zu  Grunde 
liegenden  Quadratwurzel  bedeutet.  —  Die  Folge  aus  diesem  Umstände  ist 
aber,  dass  die  Periodicitätsmoduln  r^  des  hyperelliptischen  oder  elliptischen 
Integrals  der  Differentialgleichung 

Genüge  leisten.  Diese  Periodicitätsmoduln  sind  aber  eben  nichts 
anderes  als  Coefficienten  der  zur  genannten  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zugehörigen  Substitutionsgruppe*). 

Wir  beschränken  uns  an  dieser  Stelle  der  Kürze  halber  darauf,  die  Aus- 
führung der  oben  bezeichneten  Aufgabe  an  dem  Falle  vorzunehmen,  dass  die 
vorgelegte  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  ist,  und  dass  von  der 
Voraussetzung  ausgegangen  wird,  dass  die  Differentialgleichung,  welcher  die 
Integrale  derselben  als  Functionen  des  Parameters  aufgefasst  genügen,  dritter 
Ordnung  wird. 

1. 

Es  sei  vorgelegt  die  Differentialgleichung 

/-.  N  ö'^         dz      ,  - 

W  ^  +  ^0^  +  '^^  =  ^' 

deren  Coefficienten   rational   von  x  und  y   abhangen,    und    es   werde   voraus- 


*)  S.  meine  Arbeit  in  Grelles  Journal,  Bd.  71,  S.  91  ff.  •). 


1)  Abh.  Vm,  S.  241  ir.,  Band  I  dieser  Ansgabe.    B.  F. 
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gesetzt,  dass  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  derselben,  als  Functionen 
von  y,  einer  Differentialgleichung 

,„.  d^z  S'z  dz 

(2.)  -^+P.^+P.-^+lh^  =  0, 

deren  Coefficienten  ebenfalls  rationale  Functionen  von  x  und  y  sind,   genüge. 
Sei 

wo  G(x,y)  und  H(x,y)  ganze  rationale  Functionen  ohne  gemeinschaftlichen 
Theiler  sind,  und  zwar 

(4.)  Mix,  y)  =  n,{x,  ytH,{x,  yt...  H,{x,  yf', 

wo  a^,  a^,  .. .,  0^  positive  ganze  Zahlen,  H^{x^y)  irreductible  ganze  rationale 
Functionen  und  H^{x,y)  von  IIi{x,y)  verschieden,  wenn  k  und  /  ver-  [907 
schieden  sind.     Alsdann  kann  man  bekanntlich  g  in  die  Form  bringen: 

r(x,  y)  H,{x,  y)  H,{x,  y)...  H,(x,  y) 


^'•^  ^-2^,H,ix,y)  +  dx 


U{x,y) 
1 

wo  Fj^{x,y)  und  V(x,y)  ganze  rationale  Functionen  von  x,  deren  Coefficienten 

rational  von  y  abhängen*). 

Bezeichnen  wir  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(6.)  n,[x,y)^0 

in  Bezug  auf  x  als  Unbekannte  mit  a^^  «j,,,  ...,  so  ist 

H^{x,y)  x-a^,       x-a^. 

Wir  machen  nunmehr  die  vereinfachende  Voraussetzung,  dass  «j,,  w^^'  •••  ^°^ 
y  unabhängig  sind.  Diese  Voraussetzung  ist  beispielsweise  erfüllt,  wenn  die 
Integi-ale  der  Gleichung  (1.)  sich  überall  bestimmt  verhalten  und  die  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalgleichung  von  y  unabhängig  sind.  Wenn 
flj,,  a^,,...  von  y  abhangen,  so  ist,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  nach  dem 
PuiSEuxschen  Satze  durch  Umläufe  von  y  jedes  a^^  in  jede  andere  Wurzel  der 
Gleichung  (6.)  übergeführt  werden  kann,  und  andererseits  darauf,  dass  solche 


*)  Vergl.  IIermite,  Cours  d' Analyse,  premifere  partie,  annde  1873,  p.  268. 

26* 
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Umläufe  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (7.)  nicht  ändern, 
(8.)  «*.  =  «*.  =  •••  =  «*• 

Es  ist  daher 


(9.)    |^=y  «i_^_,+_^+ 


+  ■ 


V(x^y)H,  (x,y)H,ix,y)...  H,{x,  y) 


dxdy 
und  demnach 

da^j  da 


B{x,  y) 


(10.)        A  fgäx  =  -V  «,[-^  +  -^  +  ...1 

^     d  \V{x,y)H,{x,y)H,{x,y)^ 
dy  [  H{x,  y) 


SXx,  y) 


eine  rationale  Function  von  x  und  y.     Zu  den  Summen  liefern  nur  diejenigen 
Factoren  H^{x^y)  einen  Beitrag,  für  welche  «j^,  a^^,  ...  von  y  abhängen. 
908]    Substituiren  wir  nunmehr  in  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.) 

(11.)  ■  z  =  e~'-^^^t, 

indem   wir   bei    der  Bildung   von  Jgdx   aus  Gleichung  (5.)  kein  von  x   unab- 
hängiges Glied  hinzufügen,  so  verwandeln  sich  (1.)  und  (2.)  in 

(la.)  £  +  *.'  =  ». 

Der  Coefficient  li^  und  nach  Gleichung  (10.)  auch  die  Coefficienten 
jP,,  Pj,  P3  sind  rationale  Functionen  von  x  und  y,  und  es  genügt  ein 
Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung  (la.)  der  Gleichung  (2a.), 
wenn  ein  solches  der  Gleichung  (1.)  die  Gleichung  (2.)  befi'iedigt,  imd  um- 
gekehrt. 

Wir  düifen  also  von  vornherein  in  Gleichung  (l.)  den  Coefficienten  g 
gleich  Null  annehmen  und  von  den  Gleichungen 
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(B.)  -e7  +  ^'-e7+^»ä7+^^^^'  =  ° 

ausgehen,  in  welchen  ^^i  Pii  P^i  P,  rationale  Functionen  von  x  und  y  sind. 

2. 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  halber       ^  J'^    mit  (/i;,^?    so    ergiebt    die    zwei- 
malige Differentiation  der  Gleichung  (B.)  nach  x 

(1.)      (1,3) +^,,(1,2) +^,,(1,1)+     ^(0,2) +^.3(0,1)+     ^(0,1)4-^^(0,0)  =  0, 
(2.)      (2,3)+i,.(2,2)+2;,(2,l)  +  2-g-(l,2)+;.3(2,0)  +  2^Hl,l) 

Die  dreimalige  Differentiation  der  Gleichung  (A.)  nach  y  liefert 
(3.)  (2,l)  +  /,(0,l)4--^(0,0)  =  0, 

(4.)  (2,2)  +  «(0,2)  +  2|^(0,l)  +  |A(0,0)  ^  0,  [^°^ 

(5.)  (2,3)  +  /,(0,3)  +  3^(0,2)  +  3|^(0,l)-,|A(0,0)  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich: 

(C.)  ^(l,2)  +  5(0,  2)  +  (7(l,l)  +  D(l,0)  +  i;(0,l)  +  i^(0,0)  =  0, 

wo 

dx  dx  dl/ 

C=2p-,      D=2^, 
(6.)  '  '^  '^ 

-  ~    dx"       dl/      ^'  df      ^^'  dy ' 

Differentiiren  wir  die  Gleichung  (C.)  nach  a;,  so  folgt  durch  Anwendung 
der  Gleichungen  (1.)  bis  (5.) 

(D.)      ^.(1,2)  +  £,(0,  2)  +  C,(l,  1)  +  Z).(l,  0)  +  £.(0,  1)  +  F,{0,  0)  =  0, 


206  ÜBER  LINEARE  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

WO 

.  dÄ       ^       ^  . ,       dB 


(7.) 


dx  '         '  dx  ' 

oy  dx 

Aus  (C.)  und  (D.)  ergiebt  sich: 

(E.)  5,(0,  2)  +  C,(l,  1)  +  D,(l,  0)  +  i;,(0, 1)  +  F,{0,  0)  -  0, 

wo 

B,  =  AB,-A,B;     C,  =  AC,-Ä,C;     D,  =  AD,-A,D; 


^^■^  '   E,  =  ^J?.-^,JS;     F,  =-  AF,-A,F. 

Die  Gleicliung 
(9.)  B,  =  0 

lässt  sich  in  die  Gestalt  bringen: 

A^-B^-hA'-B'  =  0 
dx  dx 

910]  oder 

(-)  ^(x)  =  '-©'• 

Setzen  wir 
(10.)  —  =       ^  log " 

so  geht  diese  Gleichung  über  in 

(11.)  eF  +  ^'"  =  ^- 

Die    Gleichung  (9.)   erfordert   also,   dass   die    Gleichung   (A.)    durch    ein 
Integial  der  Form 


(12.)        .  is  =  e 


-Si" 


befriedigt  werde,  wo  -j-  eine  rationale  Function  von  x. 
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Tritt  dieser  Fall,  den  wir  später  einer  besonderen  Unter- 
suchung unterwerfen  werden,  nicht  ein,  so  sind  also  nicht  sämmt- 
liche  Coefficienten  der  Gleichung  (E.)  Null,  namentlich  ist  jB, 
von  Null  verschieden. 

3. 

Sei  z^^  z^  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung  (A.), 
welche  zugleich  Gleichung  (B.)  befriedigen,  und  seien  az^-ir  ßz^^  yz^  +  dz^  zwei 
Zweige  von  z^  oder  z  ,  in  welche  diese  Fanctionen  nach  einem  Umlaufe  der 
Variablen  x  übergehen,  so  folgt  aus  (E.) 

I   ««'i?,  +  f-'R,  +  aS,  +  ß-S,  =  0, 

j   y<"jB,  +  8"'E,_  +  y'S,  +  8'S,  =  0, 


(F.) 
wenn  wir 


i?,  =  B^z^;    R^  —  B,s, 


2  ~2I 


(1-) 


setzen. 


«*  =  #    ^"  =  #--- 


Wir  setzen  zunächst  voraus,  dass  B^  von  Xull  verschieden  ist. 

Es  können  nun  zwei  Fälle  eintreten:  [9" 

I.    Es  giebt  unter  den  Zweigen    der  Functionen  z^  und  z^,   welche    diuxh 

die  verschiedenen  Umläufe  der  Variablen  x  erzeugt   werden,    wenigstens   zwei 

solche,  für  welche 

(2.)  e  =  ad'-ß'y' 

von  Null  verschieden  ist,  oder 

n.    Es  ist  für  alle  Zweige  £  ;=  0. 

Im  Falle  I  folgt  aus  den  Gleichungen  (F.) 


1  > 


WO 
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Setzen  wir 

so   folgt   aus    den  Gleichungen  (3.),   dass  D{zJ  und  X)(^,)  Integrale    der 
Gleichung  (A.)  sind. 

Im  Falle  II  folgt  aus  (F.) 

£.iJ,  +  £,7?,   =   0, 


(8.) 


(6-) 

d.  h.,  da  ^Jj,  g^  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung  (A.)   sind, 
(7.)  £,  =  0,    c,  =  0,     z,  =  0,    z,  =  0. 

Aus  den  Gleichungen  (7.)  folgt 

/  =  c«';     d'  =  cj'; 
(c-c.)«™^'-  0,     (c-c.)«'r  =  0, 

wo  c  und  Cj  von  a;  und  y  unabhängige  Grössen  bedeuten.  Die  beiden  letzten 
Gleichungen  erfordern,  dass  entweder  «'  =:  0  oder  /3'  =  0  oder  a''  ==  0  und 
/S"'  =  0,  oder  endlich  c^  =  c.  Für  «'  =  0  müsste  nach  der  ersten  Gleichung 
auch  y' =  0  sein,  und  demgemäss  nach  den  Gleichungen  (F.)  die  Function 
-D(^J  der  Gleichung  (A.)  Genüge  leisten.  Für  ß'  =  0  folgt  aus  der  zweiten 
Gleichung  (8.),  dass  auch  d' =  0,  und  dann  aus  den  Gleichungen  (F.),  dass 
die  Function  -D(^,)  die  Gleichung  (A.)  befriedigt.  Für  die  Combination 
«""  —  0,  ß'"  =  0  folgt  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (8.),  dass  auch 
y"'  =  0,  d""  =  0,  dass  also  «',  ß',  y',  d'  von  p  unabhängige  Werthe  a,  b,  c,  d 
912]  annehmen.  Es  ergiebt  sich  alsdann  aus  (F.),  dass  für  das  gemeinschaft- 
liche Integi'al  der  Gleichungen  (A.)  und  (B.) 

(9.)  u  =  a^,  +  hz, 

die  Function  D(«)  die  Gleichung  (A.)  befriedigt. 

Für  den  Fall  c^  =^  c  ergeben  die  Gleichungen  (S.) 

(10.)  y  =  ca  +  r,     d  =  f/3  +  r„ 

wo  auch  r  und  F^  von  y  unabhängig  sind. 

Wenn  uz^  +  ßz^\  yz^  +  Ss^  demselben  Umlaufe  der  Variablen  .r  entsprechende 
Zweige  bezw.  von  z^,  z^  bedeuten,  so  folgt  mit  Rücksicht  darauf,  dass  in  Glei- 
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chung  (A.)  -^  nicht  auftritt  und  demgemäss  ■^a  "ä^ "" '^i  "ö~^  ^*^^  ^  unabhängig 
wird, 

(11.)  a8-^y  =  1. 

Substituircn  wir  in  diese  Gleichung  die  Werthe  y  und  /3  aus  den  Gleichungen 
(10.),  so  ergiebt  sich 

«r,-^r=  1, 

also 

r,ß'-r/3'  =  0. 

Sei  also 

(12.)  «  =  rr.  +  r.^„ 

so    folgt   aus  (F.),    dass  T){ti)  der  Gleichung  (A.)  Genüge  leistet.     Es  können 
nicht  beide  Grössen  F  und  F^  verschwinden,   weil   sonst  z^^  z^  nach  dem  Um- 
laufe von  X  aufhören  würden  ein  Fundamentalsystem  zu  bilden. 
Fassen  wir  das  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich: 

I.  Wenn  B^  von  Null  verschieden  ist,  so  existirt  stets  ein  den 
Gleichungen  (A.)  und  (B.)  gemeinschaftliches  Integral  ««,  für 
welches  die  Function  J)(h)  ebenfalls  die  Gleichung  (A.)  befriedigt. 

Sei  Mj  ein  anderes  gemeinschaftliches  Integral  der  Gleichungen  (A.)  und 
(B.),  welches  mit  u  ein  Fundamentalsystem  für  die  Gleichung  (A.)  bildet, 
und  möge  nach  einem  Umlauf  der  Variablen  x   die  Function  u  übergehen  in 

M  =  Am  +  fttf,, 
so  geht  jD(«<)  über  in 

(13.)  ^(u)  =  D{ü)  =  AZ)(«)  +  f.i)(«,)  +  2-g-M  +  2-^M,. 

Es  muss  aber  auch  D{u)  ein  Integral  der  Gleichung  (A.)  sein,  folglich  [913 
ist  auch 

(14.)  ^j)^u,)  =  D{H)-2^u-2^n, 

ein  Integral  derselben  Gleichung.  Wenn  demnach  nicht  für  alle  Umläufe 
der  Variablen  x  die  Grösse  ft  verschwindet,  so  ist  auch  D{u^)  ein  Integral 
der  Gleichung  (A.).     Dieses  führt  zu  dem  folgenden  Satze: 

II.  Wenn  B^  von  Null  verschieden  ist  und  die  Gleichungen 
(A.)    und    (B.)     nicht    ein    gemeinschaftliches    Integral     besitzen, 

FncliB,  mathora.  Werke,    m.  27 
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dessen  logarithmische  Ableitung  nach  x  eine  rationale  Function 
von  X  ist,  so  giebt  es  stets  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
z^^  z^_  der  Gleichung  (A.),  welches  ebenfalls  die  Gleichung  (B.)  be- 
friedigt und  so  beschaffen  ist,  dass  i)(i'J,  J)(«J  der  Gleichung  (A.) 


Genüge  leisten. 


Setzen  wir  zur  Abkürzung 


4. 


so  ist 
(2.) 


V{z) 


P{D{z))  =  2(2,l)  +  a(3,0)  + 


+  h2, 


dx 

2--  +  t 
ox 


ö'o 


db 


(2,0) 
(1,0)  +  2Ä(0,1)  + 


d'b 
d3f 


+  hb 


(0,  0). 


Ist  2  ein  Integral  der  Gleichung  (A.),  so  folgt  aus  dieser  Gleichung  und 
aus  Gleichung  (3.)  No.  2 

dz 


(3.) 


PiDiz))  = 


ö'a  db_ 

'W^    'dx 


dx 


+ 


^_2A  — -    -^-2  — 
dx^  dx         dx         dij 


Bilden  z^,  z^   ein   Fundamentalsystem    von  Integralen   der  Gleichung  (A.) 
von  der  im  Satze  II.  voriger  Nummer  angegebenen  Beschaffenheit,  so  ist 

(4.)  P(D{.-,))  =  0;     PiD(z,))  =  0. 

914!  Da  z,-p-  —  z„-4^  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  demnach 


(5.) 
(6.) 


d-b 


öx*  dx 

27——      ^- 
dx  dx 


0, 


2 


dh 


dx'      ~"  dx      "  dx      ~  dif 
sein.     Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

/_  V  d'a      ,,  da      „     dh       ^  dh 
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Es  müsste  demnach  die  Differentialgleichung: 

d's         ,  ö-^  dh  dh 

durch  die  rationale  Function  a  von  x  und  y  befriedigt  werden. 
Der  Gleichuns: 


'» 


ö'io       .-,  dw       ,  dh 


genügt  das  Fundamentalsystem  von  Integi'alen  1  ^^ ,  —  ^^,  ^j ,  v  ^'j.  Sie  ist  sich 
selbst  adjungirt,  und  zwar  sind  v^J)~^,Sj7~I  ^'^^^^  bezw.  i-?^,  —  ^,*,,  1^^  ein- 
ander zugeordnet*). 

Es  müsste  also  der  Ausdruck 

eine  rationale  Function  von  x  werden,  wenn  die  Gleichung  (8.)  durch  eine 
rationale  Function  von  x  befriedigt  werden  soll. 

Ist  aber  der  Ausdruck  (10.)  eine  rationale  Function  von  x,  so  sind  die 
Coefhcienten  der  Substitutionen  der  ziu*  Gleichung  (A.)  gehörigen  Gruppe 
von  ij  unabhängig**). 

Wenn  wir  dieses  Resultat  mit  den  Resultaten  der  vorhergehenden  Num- 
mern zusammenhalten,  so  gelangen  wir  zu  dem  folgenden  Theorem: 

Soll  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung 
(A.)  der  Gleichung  (B.)  genügen,  so  muss  die  Gleichung  (A.)  ent- 
weder ein  Integral  zulassen,  dessen  logarithmische  Ableitung 
nach  X  eine  rationale  Function  von  x  ist,  oder  sie  gehört  zur 
Kategorie  derjenigen  Differentialgleichungen,  deren  Gruppe  von 
y  unabhängige  Substitutionen  besitzt. 

In  dem  Falle,  dass  die  Gruppe  von  Substitutionen  der  Gleichung  [915 
(A.)  von  y  unabhängig  ist,  genügt  z  als  Function  von  y  einer  Differential- 
gleichung höchstens  zweiter  Ordnung,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen 


*)  Siehe  Sitzungsberichte  vom  1.  November  1894,  S.  1124'). 
**)  Siehe  Sitzungsberichte  a.  a.  0.  und  Sitzungsberichte  vom  25.  Februar  1892,  S.  163'). 


1)  Abh.  LXU,  S.  192  dieses  Bandes.    R.  F. 
>)  Abh.  LIX,  S.  125  dieses  Bandes.    R.  F. 

27* 
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von  X  und  y  sind*);    es   müsste   demnach  die  Gleichung  (B.)  in  diesem  Falle 
reductibel  sein. 

Es  bleibt  uns  also  noch  übrig,  den  Fall  zu  untersuchen,  in  welchem  die 
Gleichung  (A.)  ein  Integral  besitzt,  dessen  logarithmische  Ableitung  nach  x 
eine  rationale  Function  von  x  ist. 

5. 
Es  sei  jetzt 
(1.)  z^  =  e 

ein  Integral  der  Gleichung  (A.),    wo  91  eine   rationale  Function  von  x.     Wir 
wollen  nunmehr  voraussetzen,  dass  9i  die  Gestalt  habe 

(2.)  9{  =  —"^  +  _?^ +  ...  +  .    "" 


wo  die  Grössen  a, ,  «^ ,  . . . ,  «„^  von  einander  verschieden ,  und 

von  X  unabhängig  seien.     Substituiren  wir  z^  in  Gleichung  (A.),  so  folgt 

(3.)  -''  =  ^'+S- 

Die  eben  gemachte  Voraussetzung  schliesst  also  die  in  sich,  dass  die  Integrale 
der  Gleichung  (A.)  sich  überall  bestimmt  verhalten**). 

Wenn  nach  einem  Umlauf  der  Variablen  y   9J  sich  in 


rc  —  a,      a;  —  o,  ^  —  o™ 

verwandelt,    so    müssen  die  Grössen  a^',  a^',  ...,a^  wiederum  von  einander  ver- 
schieden sein,  und  es  ist 

(la.)  .,  =  /'^''^ 

ebenfalls  ein  Integral  der  Gleichung  (A.).     Zwischen  9i  und  3?'  besteht  nach 
Gleichung  (3.)  die  Eelation 

(5.)  «•-f  =  r-f- 


*)  Siehe  Sitzungsberichte  vom  25.  Februar  1892,  S.  165-166'). 
**)  Siehe  Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  146,  Gl.  (12.) '). 


1)  Abh.  LIX,  S.  126—127  dieses  Bandes.    H.  F. 
1)  Abh.  VI,  S.  186,  Band  I  dieser  Ausgabe.    E.  F. 
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Aus  derselben  ergiebt  sich 
(6.)  ^[5R_9{']  =^-[91  + SR']. 

Ist  flj  =  rt^'  =  a,  so  muss  eine  der  Functionen  9t  — 9i'  oder  9t  +  9t'  für  [916 
X  =  a  unendlich  werden,  da  sonst  aj  =  0,  a[  =  0  sein  müsste. 

Ist  «j.— «;'  von  Null  verschieden,  so  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  (6.) 
für  X  ^=  a  unendlich  wie ,  folglich  ist 

(7.)  «i+«;- 1. 

Ist  «^  — «,'  =  0,  so  muss 

(8.)  tt^+u'i    =    -Q 

sein,  wo  p  die  Ordnung  bezeichnet,  in  welcher  9t  — 9t'  für  x  =  a  verschwindet. 
Ist  a[  ein  Werth,  der  sich  nicht  unter  den  Werthen  a^,  befindet,  so  folgt 
durch  einen  analogen  Schluss  aus  Gleichung  (6.) 

(9.)  «;  =  1 

und  ebenso  für  a^.,  wenn  dasselbe  nicht  unter  den  a[  befindlich  ist, 
(10.)  «,  -  1. 

Aus  den  Gleichungen  (7.)  bis  (JO.)  folgern  wir,  dass 

(11.)  g,z,  =  e-'^  =  cp(a;) 

eine  rationale  Function  von  x  darstellt. 

Es  müssten  demnach*)  z^,  e,^  die  Form  haben 


(12.) 


1      c   i'dx 
1  c   fdx 


wo  c  von  X  unabhängig  ist. 
Wir  setzen 
(13.)  «>  =  -^M 


*)  Siehe  Grelles  Journal,  Bd.  81,  S.  118'). 


1)  Abb.  XX,  3.  34,  Band  11  dieser  Ausgabe.    K.  F. 
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WO  G(.i)  und  i){x)  ganze  rationale  Functionen  von  x  ohne  gemeinsamen 
Theiler  sind.  Es  sind  alsdann  für  die  Xullstellen  von  '!j{x)  die  •  Exponential- 
functionen  in  (12.)  endlich,  der  Factor  es  aber  unendlich.  Es  Avird  dem- 
nach <l){x)  nur  Null  für  Werthe,  für  welche  h  unendlich  wird.  Für  diese 
aber  müssten  z^,  z^  gleichzeitig  unendlich  werden.  Wenn  wir  aber  voraus- 
setzen, dass  9i  — 9i'  nicht  von  x  unabhängig  ist,  so  bilden  z^^  z^  nach  Glei- 
chung (1.)  und  (la.)  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung 
(A.).  Es  müsste  demnach  für  dieselben  Werthe  von  x  jedes  Integral  dieser 
917]  Gleichung  unendlich  werden.  Aber  die  zu  den  singulären  Stellen  der 
Gleichung  (A.)  zugehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  haben 
die  Gestalt 

(14.)  j,(v_i)  +  s  =  0, 

d.  h.  für  das  einem  solchen  singulären  Punkte  der  Gleichuüg  (A.)  zugehörige 
Fundamentalsystem  ist  die  Summe  der  Exponenten  gleich  Eins,  diese  Expo- 
nenten können  also  nicht  beide  negativ  sein.  Also  ist  '\{x)  eine  von  x  un- 
abhängige Grösse,  und  man  hat 

(15.)  '^  =  0{x); 

d.  h.  cp  ist  eine  ganze  rationale  Function  von  x. 

Die  Differentialgleichung  di-itter  Ordnung  (8.)  in  Xo.  4,  welche  ^%  2,2^,  ^l 
als  Fundamentalsystem  besitzt,  hat  demnach  eine  ganze  rationale  Function 
G{x)  zum  Integral.  Besässe  dieselbe  noch  ein  zweites  Integral  G,(.<),  wo 
G^(x)  eine  nicht  bloss  um  einen  constanten  Factor  von  G{x)  verschiedene 
ganze  rationale  Function  bedeutet,  so  müssten  sich  die  von  x  unabhängigen 
Grössen  A,  B,  C  so  bestimmen  lassen,  dass 

(16.)  Asl+Czl+BG  =  G, 

oder 

rdx  i'dx 

Ae  +Be  =  — '-p; 

Cr 

/dx 
1}       . 

ijemnacn  musste  e  eine   zweiwerthige   algebraische    Function   von   x 

sein.  Nach  den  Gleichungen  (7.),  (9.),  (10.)  enthält  G  nur  einfache  Factoren. 
Es  müsste  also  diese  zweiwerthige  Function  die  Quadratwui'zel  einer  rationalen 
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Function  von  x  sein.  Sehen  wir  von  diesem  Falle,  in  welchem  die  Gleichune 
(A.)  durch  Wui'zeln  rationaler  Functionen  integiirt  werden  würde,  ab,  so 
hätte  die  Gleichung  (8.)  in  No.  4  nur  eine  ganze  rationale  Function  zum 
Integral.  Die  Coefficienten  desselben  sind  bis  auf  einen  allen  gemeinsamen 
Factor  aus  der  Gleichung  (8.)  in  Xo.  4  als  rationale  Functionen  von  y 
bestimmbar.  Bezeichnen  wir  dieses  Integral  mit  TH{.ic)^  so  dass  die  Coeffi- 
cienten von  H{jc)  rationale  Functionen  von  y  sind  und  V  von  x  unabhängig, 
so  können  wir  setzen 

(17.)  cp(x)  =  VH{x). 

Substituiren  wir  z^  aus  Gleichung  (12.)  in  die  Gleichung  (A.),  so  erhalten  wir 

(18.)  ---\  J+-___4.+  :=    _/;. 

4  \  9  /       2«    öx        4'j* 
Wird  der  Werth  von  cp(a;)  aus  (18.)  substituirt,  so  folgt 

.     .  l{      dx      \     1        d^H{x)        c^        1  r^ 

^    ''  i\  E{x)  J'^  2Hix)      dx"'      '^  iV'  H(xy   ~         '  '-^' 

wodurch  fy-j    sich  als  rationale  Function  von  y  bestimmt. 

I.  Hiernach  würde,  wenn  wir  von  dem  Falle  absehen,  in  wel- 
chem die  Gleichvmg  (A.)  algebraisch  integrirbar  ist,  diese  Glei- 
chung   durch    ein    Fundamentalsystem    von   Integralen    der  Form 

/  1       c     /'dx 

l  „T  wJir 

,     V  \    z.  =^  B.     e  , 

20.  {       ' 

'       „     _     rr2  ^       2rJ   H 

befriedigt  werden  können,  worin  H  eine  ganze  rationale  Function 
von  X  ist,  deren  Coefficienten  rational  von  y  abhängen,  und  wo 
f-pj  eine  rationale  Function  von  y  ist,  die  aber  sich  auf  eine  von 
y  unabhängige  Grösse  reducirt,  wenn  die  Grössen  a^,  a^,  .. .,  k,_  iu 
Gleichung  (2.)  als  von  y  unabhängig  vorausgesetzt  werden. 

Wenn  aber  für  alle  Umläufe  der  Variablen  y  die  Function  9i 
unverändert  bleibt,  so.  sind  die  Coefficienten  von  9i  rationale 
Functionen  von  y. 
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6. 

Wir  wollen  nunmehr  noch  den  Fall  näher  betrachten,  dass  die  Gleichung 
(A.)  nur  ein  Integral  besitzt,  dessen  logarithmische  Ableitung  nach  o:  eine 
rationale  Function  ist.  Alsdann  hat  nach  voriger  Nummer  dieses  Integral 
die  Gestalt 

(1.)  z,  =  e-' 

wo  81  eine  rationale  Function  von  x  und  y  darstellt.  Wir  setzen  voraus,  dass 
in  Gleichung  (2.)  No.  5  die  Grössen  k^,  ß^,  ...,ß^  von  y  unabhängig  seien; 
alsdann  zerfallen  die  algebraischen  Functionen  von  ?/,  a^,  a^,  ...,  a^^  welche  in 
derselben  Gleichung  auftreten,  in  Gruppen  von  der  Beschaffenheit,  dass  die 
zu  einer  Gruppe  gehörigen  bei  den  Umläufen  von  y  sich  nur  untereinander 
vertauschen.  Es  müssen  daher  die  Grössen  «^,  welche  zu  den  eine 
Gruppe  bildenden  Grössen  rt^.  gehören,  einander  gleich  sein.  Wir 
können  also  aus  (I.)  und  (2.)  No.  5  folgern 

(2.)  ^.  ==  P,"'Pf^..P„''"  =  5r, 

919]  wo  P^,  P^^  ...^  P^  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind,  deren 
Coefficienten  rational  von  y  abhängen. 
Bekanntlich  ist 
(3.)  z.,  =  Sf^ 

ein  Integral  der  Gleichung  (A.),  welches  mit  ^,  ein  Fundamentalsystem  bildet. 
Substituiren  wir  in  (A.) 
(4.)  z  =  Sv, 

so  erhalten  wir  eine  Differentialgleichung 

/^\  ö*w  dv         ^ 

(^•)  ö^  +  ^'ö^  =  °' 

und  es  ist  g^  eine  rationale  Function  von  x  und  y.     Diese  Differentialgleichung 

besitzt  das  Fundamentalsystem  von  Integi'alen 

(6.)  "-=/^'     "==  '• 

Wenn  v^  als  Function  von  y  einer  linearen  Differentialgleichung 
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deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  und  7/,  genügt,  so  befriedigt 
dieselbe  auch  jeder  Zweig  von  v^,  welcher  durch  die  Umläufe  von  x  und  von 
y  erhalten  wird. 

Diese  Zweige  haben  die  Form 

(8.)  ^  =  ;^^'.  +  ^, 

wo  a  eine  der  Grössen  k^,  «^,...,a^  in  Gleichung  (2.)  bedeutet,  während  /J 
nur  von  y  abhängig  ist. 

Die  Gleichung  (7.)  muss  in  Bezug  auf  y  reductibel  sein.  Denn  wäre  sie 
irreductibel  und  substituirten  wir  v^  in  dieselbe,  so  erhielten  wir  eine  lineare 
homogene  DifFerentialgieichung  für  /3  von  gleicher  Ordnung: 

(9.)  d#  +  ^'dr^  +  -+^''«^  =  '- 

Da  die  Coefficienten  p  i  P^,  ■■■■,  l\,i  sich  durch  ein  Fimdamentalsystem  von 
Integralen  |3j,/3^,  ...,  ß^^^  derselben,  welche  als  Zweige  eines  Integrals  ß  von  x 
unabhängig  sind,  und  durch  ihre  Ableitungen  nach  y  rational  darstellen  lassen, 
so  niüssten  p^,  p^,  ■■■iP^  ^^^  ^  unabhängig  sein. 

Lässt  sich  beispielsweise  P{z)  in  der  Form  [920 

(.0.)  p(,)  =  ,.«„,,i|a,...„,£|a 

darstellen,  wo 

in-eductibel  in  Bezug  auf  y  ist,  und  wo  r^,  r^,  ...,  r^  rationale  Functionen  von 
y  sind,  so  würde  sich  für  ß  die  Differentialgleichung 

(12.)  Q{ß)  ^  0 

ergeben,  und  es  müssten  alsdann  nur  die  Grössen  q^,  q^,  ...,  q^  von  x  unab- 
hängige rationale  Functionen  von  y  sein. 

Dieses  Verhalten  wird  durch  das  Beisjiiel  der  Differentialgleichungen  er- 
läutert, welchen  die  hyperelliptischen  (elliptischen)  Integrale  bezw.  aufgefasst 
als  Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  und  als  Functionen  der  Ver- 
zweigungswerthe  genügen,  wie  bereits  in  der  Einleitung  angeführt  worden  ist. 


Fuchs,  muthein.  Werke.    Ilt.  28 


ANMERKUNGEN. 


1)  Ändernngen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  202,  Zeile  10  v.  n.  wurde  »darauf»  hinter  halber  hinzugefügt, 

„    207  wurde  am  Schluss  der  Gleichungen  (1.)  >u.  s.  w.<  hinzugefügt, 

„    208  nach  den  Gleichungen  (7.)  »Aus  den  Gleichungen  (7.)c  statt  »Aus  denselbenc, 

»    209,  Gleichung  (U.)^.^  statt  ^,f, 

„    210,  „  (2.)  2Ä(0,1)  statt  Ä  (0,1), 

„    214  wurde  nach  Gleichung  (15.)  »d.  h.  o  ist  eine«  hinzugefügt, 

Zeile  9  v.  n.  »eine  nicht  bloss  um  einen  constanten  Factorc  statt  »eine  nicht  mn  einen 
blossen  constanten  Factor«. 

2)  Zu  Gleichung  (8.),  Xo.  3,  S.  208  sei  Folgendes  bemerkt :  Aus  (7.)  folgt  nicht  nothwendig,  dass  c  und  c, 
beide  von  y  unabhängig  sind.  Man  kann  aber  z.  B.  auf  folgende  Weise  zu  dem  aus  (8.)  gefolgerten 
Resultat  gelangen:  Wenn  keine  der  Grössen  c',  ß',  y',  8'  gleich  Kuli  ist,  so  folgt  aus  (7.),  dass  c  ^  Ci 
und  beide  von  y  unabhängig ,  d.  i.  Annahme  (10.).  Ist  aber  irgend  eine  der  Grössen  a',  ß',  y',  d"  gleich 
Knll,  so  lehren  die  Gleichungen  (F.),  dass  sich  entweder  i?,  und  S,  oder  B,  und  S,,  d.  h.  aber  «,  und 
D{Zi)  oder  z^iind  JD^z^)  nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden,  d.h.  dass  D(Zi)  oderD(r,) 
der  Gleichung  (A.)  genügt.  R.  F. 


LXV. 


ÜBER  EINE  KLASSE  LINEARER  HOMOGENER  DIFFERENTIAL- 
GLEICHUNGEN. 

(Sitzungsberichte  der  Königl.  preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1896, 
XXXIV,  S.  753-769;  vorgelegt  am  9.  Juli;  ausgegeben  am  16.  Juli  1896.) 


1.  [753 

Sei 

(A.)  rf?^  +  ^^^ll?^  +  -+^'""  =  ° 

eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  mit  eindeutigen  Coefficienten  von 
der  Beschaffenheit,  dass  die  zu  jedem  beliebigen  Umlauf  der  Variablen 
z  um  einen  oder  mehrere  singulare  Punkte  der  Gleichung  (A.)  gehörige 
Fundamentalgleichung  durch  die  reciproken  Werthe  der  Wurzeln  derjenigen 
Gleichung  befriedigt  wird,  welche  aus  ihr  durch  Vertauschung  der  Coeffi- 
cienten der  sämmtlichen  Potenzen  der  Unbekannten  mit  ihren  conjugirten 
Werthen  hervorgeht.  Wir  wollen  überdies  voraussetzen,  dass  die  Wurzeln 
A^ ,  Aj ,  . . . ,  A^^  wenigstens  einer  dieser  Fundamentalgleichungen  von  einander 
verschieden  sind  und  den  Modul  1  besitzen.  Den  ihr  zugehörigen  Umlauf 
der  Variablen  z  wollen  wir  mit  C  und  das  zugehörige  Fundamentalsystem 
von  Integralen  der  Gleichung  (A.)  mit  ti^,  u^^  ...,  u^  bezeichnen,  so  dass,  nach 
Vollziehung  des  Umlaufes  C,  u^,u^,...,  u^  übergehen  in 

(B.)  «.  =  A,«,,    ü,  =  X,^i„     .  .  .,    <  =  A„«t„. 

28* 
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Die  einem  beliebigen  Umlaufe  TJ  von  z  entsprechende  Substitution 


«n  a,ä  • 

•    «.„ 

«21     «ÜS     • 

•    «2n 

1 

welche  u^,  u^,  .. .,  u^  erleiden,    wollen   wir  kurz  mit  {a^^)  bezeichnen,   während 
|Oj;|  die  Determinante  dieser  Substitution  bedeutet. 


(?'-'u 


Da  in  der  Gleichung  (A.)  das  Glied    ^^„_,    fehlt,  so  folgt  zunächst 
(C.)  |«J  =  1. 

754]    Die  Fundamentalgleichung 


a,j      «22  —  lu  . . , 


=  0 


bringen  wir  in  die  Gestalt 

(D.)  (- 1)"  (ü"  +  a,  u>"-'  +  a,  m"-^  +•••  +  «„.,  (D  +  1  =  0. 

Nun  ist  bekanntlich 

(E.)  «*  =  s(-ir'-R*, 

wenn  mit  R^  eine  Hauptunterdeterminante  /'"  Ordnung  der  Determinante  [a^l 
bezeichnet  wird,  und  wenn  die  Summation  in  (E.)  sich  auf  die  sämmtlichen 
Hauptunterdeterminanten  k*"  Ordnung  bezieht. 

Wenn  wir,  wie  im  Folgenden  stets,  den  conjugirten  "Werth  einer  Grösse 
a  mit  a'  bezeichnen,  so  hat  unserer  Voraussetzung  gemäss  die  Gleichvmg  (D.) 
mit  der  Gleichung 

(D,.)     (- 1)"  «."  +  (- 1)"  o;_.  m"-'  +  (- 1)"  <_, «)"-'  +  . . .  +  (- 1)"  «>  +  1  =  0 
sämmtliche  Wurzeln  gemeinschaftlich;  daher  ist 

(1.)  «*  =  (-1)"«;-*,  (fe  =  l,-2,...,n) 

und  hieraus  ergiebt  sich  nach  Gleichung  (E.) 

(F.)  S^*  =  S^;-*-  (fc=l,2,...,n) 
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Die  analogen  Gleichungen  gelten  unserer  Voraussetzung  gemäss  für  jede  Sub- 
stitution, welche  ti  ,ii  ,  ....  u    durch  einen  beliebio-en  Umlauf  erfahren. 

Ist  (ijy)  eine  Substitution,  welche  ti^,  k^,  . . .,  u^  dui'ch  einen  Umlauf  V 
erleiden,  so  betrachten  wir  die  Substitution,  welcher  u^,  u^,  . . .,  ii  durch  die 
Umläufe  ü,  C,V,  in  dieser  Reihenfolge  nach  einander  angewendet,  unterworfen 
werden. 

Sei 
(2.) 
wo  wir 

(3.) 


fe,)  =  (««)«(«-«), 


(A)  = 


fA,  0 

0    l, 

0    Ü 


gesetzt  haben. 

Es  ist  alsdann 

(4.)  Cu  =  a^,  b„X,  +  a,^  b„X,  +  ---  +  a^  b^  A„ . 

Die  inverse  Substitution  von  (Cy)  ist 


(5.) 

Nun  ist 


(.<=^r  =  («*«)-' w- (««)-'• 


(6.) 


(Kr  = 


A. 

Ann. 


a 


[755 


wo   A^,Bi^,C^  bez.    die   zu   a^,  b^^,  c^   gehörigen   Unterdeterminanten   («— l)'' 
Ordnung  der  Determinanten  |öh|)  i^«!,  |c„|  bedeuten. 
Es  ergiebt  daher  die  Gleichung  (5.) 

(7.)  C«  =  A,,  B„  A7'  +  A,,  B,,  A;-  +  . . .  +  A,„  B„,  A-. 
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"Wir   wollen    die    Gleichung  (F.)    insbesondere    für   k  ^=  n  —  1   in   Betracht 
ziehen.     Sie  lässt  sich  alsdann  in  die  Form  bringen 

(8.)  a..  +  a.,  +  --  +  ann  =  ^:.  + ^»  + •••  +  ^n- 

Da    eine    analoge  Gleichung   für  jeden   beliebigen  Umlauf,   also   auch  für  die 
Aufeinanderfolge  UCV  gilt,  so  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (4.)  und  (7.) 

(9.)  J:it>X^'HSk-auK)^L  =  0. 

Allgemein  würde  für  die  Substitution 

welche  dem  Umlauf  ü,  dem  r-fach  wiederholten  Umlauf  C  und  dem  Umlauf 
y,  in  dieser  Reihenfolge  angewendet,  entspricht,  sich  ergeben 

(9a.)  2.  ii-  (-4«  S'^  -  <ha  K)  AI  =  0, 

für  jeden  beliebigen  ganzzahligen  Werth  von  r. 

756]    Setzen  wir  r  =  0,  1,  2,  ....  ?«  — 1,    so    folgt    aus   dem  entstehenden  Systeme 

von  Gleichimgen,  da  A^,  A,,  . . .,  A^  von  einander  verschieden  sind, 

(10.)  2,  Ä'„  Sä  =  2. «« &K-  (l  =  \,2,...,n) 

1  1 

Da  diese  Gleichung  für  zwei  beliebige  Substitutionen  der  Gruppe  unserer 
Differentialgleichung  besteht,  so  können  ■nir  in  derselben 

(11.)  {h^)  =  (A), 

also 

6y  =  0,     für   h  =p  l, 

^lA  =  h^ 

B^  =  0,    für   h  4=  l, 

setzen.     "Wir  erhalten  alsdann  aus  Gleichung  (10.) 

(G-.)  4;  =  Oa.  (l  =  l,2,,..,n) 

Da  diese  Gleichung  für  jede  Substitution   der  Gruppe    besteht,    so    folgt 
also  füi-  die  Substitution 


(14.) 
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(12.)  K  =  eu,  (1=1,2 n) 

d.  h.  nach  den  Gleichungen  (4.)  und  (7.) 

(13.)  llp^'ip^'ri^l  =  tp%b^K'  G  =  l,2,...,n) 

1  1 

also    in   Folge    eines    Schlusses,    der   dem    an    den   Gleichungen  (9.)  und  (9a.) 
gemachten  Schlüsse  analog  ist, 

(H.)  A',^Bi,  =  a,^h^,  (^=1;:::;") 

Für 

j   ih,)  =  (««)-*,     d.li. 

ergiebt  sich  aus  (H.)  insbesondere 

(H..)  A^a;,  ^  A,,a,,.  (J=S;:::;3 

Für 

(15-)  (?'«)  =  («J 

ergiebt  die  Gleichung  (H.) 

(H,.)  a'^^a;,  =  a,^a^.  (pZi':.':,"!) 

Für 

(16-)  (iu)  =  (««)(A')(««), 

also  [757 

K   =    «ii  »11  K  +  »J^.  a,i  K+---  +  Ckn  "ni  K , 

{B,,)  =  (^„)(A--)(AJ, 
folgt 

(17.)  a',^[a;,a[,^[  +  a-^,a',,x:+-.  +  ^;,„^;,a;;] 

=  % K, «.; ^1  +  %2  (ia K  +  ---  +  ß/m "ui K \ , 

und  hieraus  wieder  durch  einen  Schluss,  der  dem  an  (9.)  und  (9a.)  gemachten 
analog  ist, 

(H..)  A;^  AI,  A;^  =  a^a^aiCip-  ll  =  i,...,n\ 

\a=  1, .. .,  n' 
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Wenn  die  Integi'ale  ^l^.  der  Gleichung  (A.)  nach  einem  Umlaufe  TJ  sich  in 
(18.)  M^.  =  aj,  M,  +  ß;,  «,  +  •••  +  a^„  u„ 

verwandeln,  so  gehen  die  conjugirten  Werthe  ü^  dieser  Integrale  in 

(19.)  ül  =  al,  u\  +  «;,  «<;  +  ■•■  +  a^  m; 

üher. 

Wir  bilden  nunmehr  die  bilineare  Form 

(j.)  9  =  ^.m,«;  +  .4,m,m;  +  -.-  +  ^„m„m; 

mit  Constanten  Coefficienten  A^^  ...,A^  und  wenden  auf  dieselbe  die  einem 
Umlaufe  ü  der  Variablen  z  entsprechenden  Substitutionen  (18.),  (19.)  an,  als- 
dann geht  9  über  in 

wo 

(20.)  P«  =  Ä^  a,,^  a\i  +  A,  a^^  <;+•••  +  ^„  a„^  a',, . 

Wir  bestimmen  nunmehr  A  .  A  .....  A    den  Gleichungen 
(K.)  P„  =  0,     P,3  ==0,     ...,    P.„  =  0 

gemäss,  aus  welchen  sich  ergiebt: 

(K..)  A  =  ^.  (t=i,...,«) 

Aus    den    Gleichungen    (H^.)    folgt,    dass    die  Verhältnisse    der    Grössen 

^,,  ^.^,  ...,  ^^_  reale  Werthe  haben. 

■p 
Substituiren  wir  diese  Werthe  in  -^,  so  ergiebt  sich 


^. 


(21-)  X  =   ?^''-*«^-^-  [l  =  l....,n) 

Nun  ist 


^yi-^yl     A^  A,p  Äj,i     Aj^  A,p  J-y, 


gemäss  den  Gleichungen  (H,.),  (H^). 

758]    Ferner  ist  nach  Gleichung  (H^.),  für  «  =  1, 
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folglich  wird 


"'pi^'pi         ^^ö/^a,,«^,   _   Aj^a,^ 


«,.1  Ai^'r^C/p  Ai     ' 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Gleichungen  (21.)  sich  umgestalten  in 


(L.) 
während 

also 


A 

j. 

4;,V^- 

'j<  "iX 

so 

folgt 

P« 

=  0, 

p„ 

«1, 

«li  «AI 

a\kAa 

A 

A,i- 

^a"/:. 

a^Ak 

A 

Pu 

■4, 

(nach  Gl.  (H^.)), 


oder 
(M.) 

Werden    daher    die   Verhältnisse    der    Grössen    A.  A„.  ...,  A     aus    den 
Gleichungen  (K^.)  bestimmt,  so  wird 

d.  h.  die  bilineare  Form  cp  bleibt  ungeändert,  wenn  z  den  Umlauf 
U  vollzieht. 

Würden  ebenso  bei  einem  Umlaufe  V  die  Integrale  ?/,_  sich  in 

(23.)  M,  =  6j,  «<,  +  Kji2  +  ---  +  K  K 

verwandeln,  so  würden  die  conjugirten  Werthe  ti^  in 

(24.)  ül  =  hlu[  +  h[,_u[+---  +  l[,u:^ 

übergehen. 

Bestimmen  wir  eine  bilineare  Form 

( J,.)  4-  =  B,U,U\  +  i'a  «2  ^'^  +  •  •  •  +  B„  u„  u\ 

mit  Constanten  Coefficienten  B^,  B^,  . . .,  B^  derart,  dass 

<^'  t  =  f  ■ 

Fuchs,  umthera.  Wert«.     Ell-  29 
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SO  folgt  aus  der  Gültigkeit  der  Relationen  (G.),  (H .),  (H .),  (H  .)  für  die 
einem  beliebigen  Umlauf  entsprechenden  Substitutionen,  dass  die  Form  i 
durch  den  Umlauf  V  ungeändert  bleibt. 

Aber  aus  den  Gleichungen  (H.)  folgt  für  l  z=  \^  p  =  1^^  nach  Gleichung 
(K,) 

1"  =  ^  =  ^     (^,eh  Gl.  (H,.)), 
759]  d.  h. 

(N.)  |i  ^  ^  ^  A     (nach  Gl.  (K,.)). 

Demnach  ist  die  Form  'h  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit 
der  Form  cp  übereinstimmend. 

Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Ist  für  jeden  beliebigen  Umlauf  der  Variablen  z  um  einen 
oder  mehrere  singulare  Punkte  der  Gleichung  (A.)  die  zugehörige 
Fundamentalgleichung  so  beschaffen,  dass  sie  durch  die  reci- 
proken  Werthe  der  Wurzeln  derjenigen  Gleichung  befriedigt 
wird,  welche  aus  ihr  durch  Verwandlung  der  Coefficienten  der 
verschiedenen  Potenzen  der  Unbekannten  in  ihre  conjugirten 
Werthe  hervorgeht,  und  giebt  es  überdies  wenigstens  zu  einem 
Umlaufe  eine  Fundamentalgleichung,  deren  Wurzeln  die  Moduln 
1  besitzen  und  von  einander  verschieden  sind,  so  giebt  es  eine 
aus  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems  von  Integralen 
u^,  u^,  ...,  tt^  und  den  conjugirten  Werthen  u[,  ?/,  ...,  ?/  gebildete 
bi lineare  Form  der  Gestalt 

deren  Coefficienten  von  z  unabhängig  sind  und  reale  Werth- 
verhältnisse  besitzen,  und  welche  für  alle  Umläufe  der  Varia- 
blen z  ungeändert  bleibt. 


Wir  setzen  jetzt  umgekehrt  voraus,  dass  es  eine  aus  einem  Fundamental- 
system ?<j,  ffj,  .. .,  «^   von  Integralen    der  Gleichung  (A.)    und   aus    den    conju- 
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girten  Werthen  ti[,  t<l,  ■■■,'u'„  gebildete  bilineare  Form  cp  giebt: 

(1.)  <?  =  2.^"«.";,  G= ;;:::;:) 

deren   Coefficienten    Q*'"    von   2   unabhängig,    und    welche    durch    keinen 
Umlauf  von  z  verändert  wird. 

Überdies  seien  für  wenigstens  einen  Umlauf  die  Wurzeln  A,  A,  ....  A 
der  zugehörigen  Fundamentalgleichung  von  einander  verschieden,  und  ihre 
Moduln  gleich  1 .  Das  dieser  Fundamentalgleichung  entsprechende  Funda- 
mentalsystem haben  wir  mit  u^,  it^,  ...,«/„  bezeichnet.  Wir  machen  endlich 
noch  die  Voraussetzung,  dass  zwischen  den  Grössen  Uj,7i'^  nicht  eine  lineare 
homogene  Relation  mit  constanten  Coefficienten  stattfinden  könne. 

Der  Voraussetzung  nach  soll  [760 

(2.)  l:Q"■'hK^hK  =  s«''"".»; 

sein,  woraus  ebenfalls  nach  der  Voraussetzung  sich  ergiebt 

««•"(a,a;-i)  =  0, 
d.h. 

(3.)  Q'-^h-^d  =  0. 

Demnach  ist 

(4.)  <2*'"  =  0,     für    7c  =i=  l. 

Es  muss  also  9,    um  den  Voraussetzungen  gerecht  zu  werden,    die  Form 
haben 

(J'O  ?    =    Ä^uy^  +  Ä.U^lt!,  + \- A„U„U'„. 

Wenn  durch  den  Umlauf  U  die  Integrale  u^,  •■•,^'„  ^^^  Substitution  («jj 
erleiden,  so  muss  der  Voraussetzung  zufolge  sein 

(K'.)  ^.«.«ß!^  +  ^02„<,j  +  ---  +  ^„«„„<j  =   0        icc  =  l,...,n;ß  =  \,...,n;a^ß) 

und 

(M'.)  Ä,  a,„  a;„  +  A,  a,„  a;„  +  •  •  •  +  A„  «„„  a'„„  =  ^„ .  («  =  1, . . . ,  n) 

Für  einen  festen  Werth  von  «  und  für 

ß  =  1,  2,  ...,  ß-1,  a  +  l,  ...,  n 
ergeben  die  Gleichungen  (K'.) 

^1  «te  A,„ 


29 


* 
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Ebenso  ist  aber  auch 
(5.) 
Aus  (K;.)  folgt 

und  aus  (5.) 

Demnach  ist 

oder 

(h;.) 

761]    Vertauschen  wir  in  den  Gleichungen  (K'.)  «  mit  ß,   so  folgt  ebenso  wie 
Gleichung  (K^.) 

-     ^    '^  A  <    Aa' 


A  _ 
A 

«1/    Ay 
^ky    -^ir 

A  _ 
A 

"la    Aa 

«Aa    ^'la 

A  _ 

A 

%    Ar 

%■     Ay 

_     (^lyA^y 
OkyAy 

A„  A; 

<'kaC,y 

Ay  Aa 

a^yOia 

Aus  (K^.)  und  (6.)  ergiebt  sich 

■*te-"*i    —    "k!z'^ka~       T" 


(7.)  aI,^L  =  a,,J,„--"- 


Substituiren  wir   die  AVerthe  aus  (6.)  in  (M'.),    so   ergiebt   sich,   da  !ay|  =  l, 

Aa[a   _  J 
~A ■"      «' 

also 

(8.)  -^  =  -^. 


la 


Aus  (6.)  folgt 


A     ^     <a      Aa 
A  <a     -^la 

Durch  Vergleichung  mit  (8.)  erhalten  wir  also 
{Gt'-)  A     =  a'  . 

'■        '  -"-aa  "'aa' 

Aus  (K,'.)  folgt  daher  auch 

(9.)  A.  _  ^h^. 

A  ~  A. 
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Durch  Vergleichung  von  (8.)  und  (9.)  ergiebt  sich  also,  dass  -^  real  ist, 


d.  h.  es  ist 


oder 

(10.)  a,„^,„  =  <^;a- 

Daher  geht  die  Gleichung  (7.)  über  in 

Setzen  wir  in  Gleichung  (H^.)  k  —  y,  l  =  «,  so  erhalten  wir 

*•      ''  A'    A'      —    n     n      ' 

also  nach  (G'.) 

Die  Glieder  einer  Hauptunterdeterminante  von  |  A'^  \  haben  die  Form 

±  AI  AU  AI, 

wenn  A'^^,  A'^^,  ^'„„,,  ■ . .  die  Diagonalglieder  sind  und  a,  ß,  y,  . . .  eine  Permutation 
von  k,  l,  m,  . ..  bedeutet. 

Nun  ergiebt  die  Gleichung  (H^.)  für  «  =  /,  y  =  l,  .  [762 


(12.) 

also  nach  (G'.) 

(13.) 

A'             ^u^'h    -^kl 

*'    "        n           A' 
Cki      -^u 

oder  nach  (H^) 

(14.) 

A'     "fä.        At     A' 

Daher  ist 

(15.)          ±Al 

.^U 

Äl,- 

A'    4'    A'   A'    A'     A' 
.                                    ■^ki-^iti-^li-^iß^'^mi-^iy 

"    =    —  (^ku  ^m  Cmv 

^"  'C    ''           a,..a._a,.u.,a...a 

Da  aber  K,ß,y,  ...    eine  Permutation  von  k,l,m,...    ist,    so    combiniren 
sich    im    Zähler    A'    mit  Ä,,    A'    mit  Ä,,    Ä     mit  Ä      u.  s.  w. ,    ebenso    im 
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Nenner  o^,  mit  a^,,  a^^  mit  a,^,  a^^,^  mit  a,^  u.  s.  w.,  also  ist  nach  (H,'.) 

(0.)  ±^LA>^:,-  =  ±«;.„a,.^.,.-.. 

I.  Demnach  ist  jede  Hauptunterdeterminante  der  Determi- 
nante I  ^)J  gleich  der  entsprechenden  Hauptunterdeterminante 
der  Determinante  \a,,\. 

\     hl  I 

Sei  nunmehr  |^^|  eine  beliebige  Determinante  von  n"  Elementen  mit  dem 
Werthe  1,  |6r,^|  die  Determinante  aus  den  adjungirten  Elementen,  so  ist  be- 
kanntlich eine  Hauptunterdeterminante  //"  Ordnung  der  Determinante  |  G^  | 
gleich  der  Hauptunterdeterminante  {n—p)^"  Ordnung  von  \g^\i  welche  die- 
jenigen Diagonalglieder  ausschliesst,  deren  Indices  mit  denen  der  Haupt- 
unterdeterminante von  I  G^  I  übereinstimmen. 

Demnach  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  I. : 

II.  Jede  Hauptunterdeterminante  (w— jo)**'  Ordnung  der  De- 
terminante [«yl  ist  mit  derjenigen  Hauptunterdeterminante  /)'" 
Ordnung  der  Determinante  \aj\  übereinstimmend,  welche  die 
Diagonalglieder  mit  denjenigen  Indices,  die  in  der  ersteren 
Hauptunterdeterminante  auftreten,  ausschliesst. 

Nach  den  an  den  Gleichungen  (E.)  und  (F.)  in  No.  1  gemachten  Schlüssen 
ergiebt  sich  also : 

Die  Fundamentalo-leichung 


(IG.) 


=  0 


763]  wird  von  den  reciproken  Werthen  der  Wurzeln  der  Gleichung 


=  0 


befriedigt. 
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Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

III.  Wenn  es  eine  aus  einem  Fundamentalsysteme  von  In- 
tegralen der  Gleichung  (A.)  u^,  ti^,  ...,  u^  und  den  conjugirten 
Werthen  u[,  u'^,  . . .,  ti'^  gebildete  bilineare  Form  mit  constanten 
Coefficienten  giebt,  welche  durch  die  sämmtlichen  Umläufen 
entsprechenden  Substitutionen  der  Gestalt 

{k  —  l,2,...,n) 

ungeändert  bleibt,  und  wenn  überdies  wenigstens  für  einen  Um- 
lauf die  Wurzeln  der  zugehörigen  Fundamentalgleichung  von  ein- 
ander verschiedene  Grössen  mit  den  Modviln  I  sind,  wenn  endlich 
zwischen  den  Grössen  Uj^u[  keine  lineare  homogene  Relation  mit 
constanten  Coefficienten  Statt  hat,  so  hat  die  zu  jedem  Umlauf 
gehörige  Fundamentalgleichung  die  Eigenschaft,  durch  die  reci- 
proken  Werthe  der  Wurzeln  derjenigen  Gleichung  befriedigt  zu 
werden,  welche  aus  ihr  durch  Vertauschung  der  Coefficienten  der 
verschiedenen  Potenzen  der  Unbekannten  mit  ihren  conjugirten 
Werthen  hervorgeht. 

Dieser  Satz  bildet  die  Umkehrung  des  Satzes  am  Schlüsse  der  No.  1. 

3. 

Sind  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung 

eindeutige  Functionen  von  z,  so  führt  die  Substitution 

iß.)  w  =  e"  "^'^''^'u 

dieselbe  in  eine  Differentialgleichung  der  Form 

mit  ebenfalls  eindeutigen  Coefficienten  über. 


ö^ 


Ist  für  irgend  einen  Umlauf  U  die  auf  (a.)  bezügliche  Fundamental-  [764 
hung 

(1.)  (-l)"r,''+«,V'-' +  •••  +  «„  =  0 


gleichung 
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und  wird  dieselbe    durch   die   reciproken  Werthe  der  Wurzeln  der  Gleichung 
(la.)  (-  1)"  r/'  +  a\ rr'  +  ---  +  a'„  =  0 

befriedigt,    so   müssen    die  Coefficienten   von  (1.)  mit  den  entsprechenden  Co- 
efficienten  der  Gleichung 

(2.)  (-  1 )"  y/'  +  (_  1)«  i^  rj"-'  +  •  •  ■  +  (-  1)"  4  v,  +  -r   =   0 

"n  "n  "n 

Übereinstimmen;  es  ist  also 

(3.)  «,   =   (-l)»i^  (fc=  1,2,. ..,„-!) 

und 

n 

Wegen  der  letzten  Gleichung  nimmt  Gleichung  (3.)  die  Form  an: 

(3a.)  «,  =  (-1)"  «;.,««• 

Bezeichnen   wir  mit  A    die  Hauptdeterminante    eines  Fundamentalsystems 

Wj,  «'^,  ••.,'»„  der  Gleichung  («.),  so  ist*) 

(5.)  A  =  e-^ä.rf^"_ 

Nach    dem  Umlaufe   U  geht   nun    A    über   in    A«^,    demnach   multiplicirt 
sich  e"     '       durch  diesen  Umlauf  mit  einer  Grösse  J,  wo 

(6-)  )  =-  «„"", 

deren  Modul   nach  Gleichung  (4.)    den  Werth  Eins    hat.     Die    zu   demselben 
Umlauf  U  gehörige   auf  (A.)   bezügliche  Fundamentalgleichung   lautet   daher 

(7.)  (-!)"«>"+«,>«>"-'  +  •.. +  «„_,>«-'«,  +  !  =  0, 

welche  mit  der  Gleichung 

(7a.)  (_i)%o''+(_i)"ß;_,j-<''-»u,«-'  +  ...  +  (_i)'.a;j-'«,  +  l  =  0 

gemäss  den  Gleichungen  (3a.)  und  (6.)  die  Wurzeln  gemeinschaftlich  hat. 

Wenn    daher    für    alle  Umläufe    von   z    die    auf  («.)    bezüglichen   Funda- 
765]  mentalgleichungen   durch  die  reciproken  Werthe  der  AVurzeln  derjenigen 


■••")  Vergl.  Grelles  Journal,  Bd.  60,  S.  128,  Gl.  (3.)  •). 


>)  Abh.  VI,  S.  106,  Baud  I  diesor  Ansgabo.     K.  V. 
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Gleichungen  befriedigt  werden,  welche  aus  ihnen  durch  "Verwandlung  der 
Coefficienten  der  sämmtlichen  Potenzen  der  Unbekannten  in  ihre  conjugirten 
AVerthe  hervorgehen,  so  haben  die  auf  (A.)  bezüglichen  Fundamental- 
gleichungen dieselbe  Eigenschaft. 

I.  Der  Satz  am  Schlüsse  der  No.  1  gilt  daher  für  eine  Diffe- 
rentialgleichung der  Form  (a.)  ebenso  wie  für  eine  Differential- 
gleichung der  Form  (A.) 

Wenn  wir  tungekehrt  voraussetzen,  dass  eine  aus  einem  Fundamental- 
system w^,  w„,  . . .,  iv^  von  Integralen  der  Gleichung  («.)  und  aus  ihren  con- 
iugirten  Werthen  w',w',...,w'  gebildete  bilineare  Form  mit  constanten  Co- 
efticienten  existirt,  welche  durch  keinen  Umlauf  von  ^  verändert  wird,  und 
dass  mindestens  für  einen  Umlauf  die  zugehörige  Fundamentalgleichung  von 
einander  verschiedene  Wurzeln  mit  den  Moduln  1  besitzt,  dass  endlich  zwi- 
schen den  Grössen  W/.w'^  keine  lineare  homogene  Relation  mit  constanten  Co- 
efficienten Statt  hat,  so  ergiebt  sich,  wenn  wir  Schritt  für  Schritt  die  Schlüsse 
der  No.  2  verfolgen,  an  Stelle  des  dortigen  Satzes  I.  der  Satz: 

r.  Jede  Hauptunterdeterminante  ^>*"  Ordnung  der  Determi- 
nante \A'^\  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  entsprechenden  Haupt- 
unterdeterminante der  Determinante  |«^^|  und  l-^^l*", 

und  an  Stelle  des  Satzes  II.  daselbst  der  Satz: 

ir.  Jede  Hauptunterdeterminante  {n—pY"  Ordnung  der  De- 
terminante \A'^^\  ist  gleich  dem  Producte  aus  \a'i^\  und  derjenigen 
Hauptunterdeterminante  ji>*"  Ordnung  der  Determinante  [a^l,  welche 
die  Diagonalglieder  mit  denjenigen  Indices,  die  in  der  ersteren 
Hauptunterdeterminante  auftreten,  ausschliesst. 

Die  auf  («.)  bezügliche  zur  Substitution  (a^)  gehörige  Fundamental- 
gleichung ist  aber  der  Form 

(8.)  (-irrr+(-i)"-'s-R.^r'  +  (-ir'2^.^r'+"-  +  (-i)s^n-.-'i  +  i««i  =  o, 

wo  S-^i  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Gleichung  (E.)  hat. 
Aus  dem  Satze  11'.  ergiebt  sich 

(9-)  S^n-.=     |"'-tS^I. 

I  "u  I 

welches  die  Bedingung  dafür  ist,  dass  die  Gleichung  (8.)  durch  die  reciproken 

Fuchs,  matliem.  Werke.    II[.  30 
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Werthe  der  Wurzeln  derjenigen  Gleichung,   welche    aus    ihr  durch  Verwand- 
lung  der   Coefficienten    der   Unbekannten   in    die    conjugirten  "Werthe    hervor- 
geht, befriedigt  wird. 
766]    Hieraus  folgt: 

Iir.  Der  Satz  III.  in  Xo.  2  gilt  daher  für  eine  Differential- 
gleichung der  Form  («.)  ebenso  wie  für  eine  Differentialgleichung 
der  Form  (A.). 

4. 

Sei 

und 

(2.)  z  =  x  +  yi, 

wo  X  und  y  real.     Wir  setzen  ebenso 

(      U   =    %  +  \t, 

wo  Pj,,  Qj,  I,  Y]  reale  Functionen  der  realen  Variabein  x,  y  sind. 
Die  Gleichung  (1.)  zerfällt  alsdann  in  die  beiden  Gleichungen 

(5.)  ^  +  S.jP.^  +  «.4^j  +  <?.|-^P»^.  =  0. 

Durch  Elimination,  bez.  von  r^  und  von  |  erhalten  wir  aus  diesen  beiden 
Gleichungen : 

(6.)      P„|^  +  9„y +  2.}ii/.-|^-^;^  +  |P;+eil  =  0, 


•wo 

(8.) 


ax"    ^"  ax"  '  -^^  I  *  öx"-*       *  ax" 


Ersetzen  wir   in   (6.)   |^   durch   -~-   und   in   (7.)   ^   durch   |^,    so    er- 
halten wir 
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(6a.)     /  -^        '    (  -^J 

Demnach    genügen    |    und    yj,    folglich    auch    ?«  =  |  +  y]i    und  [767 
at'^l  — 7]i  derselben  Differentialgleichung 

deren  Coefficienten   reale    Functionen    der   realen  Variablen  x,y 
sind. 

Umgekehrt  genügt  jede  monogene  Function  von  x  +  i/i,  welche 
die  Gleichung  (la.)  befriedigt,  auch  der  Gleichung 


d.  h 

~      '    dx"    '  ^""     "^"'^^«^v  ■  ^^-^  öa; 


(P„-QJ).^  +  (P,-QJ)"£(P^+QJ)^^  +  {Pl+Ql)tv  =  0, 


oder  endlich 


welche  mit  der  Gleichung  (1.)  übereinstimmt. 

Wenn  es  demnach  eine  aus  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems 
von  Integralen  «f^,  u^,  ...,  u^  der  Gleichung  (1.)  und  ihren  conjugirten  Werthen 
u'^,  u'^,  ...,  u'^  gebildete  bilineare  Form  mit  constanten  Coefficienten  giebt, 
welche  bei  beliebigen  Umläufen  der  Variablen  z  ungeändert  bleibt,  so  wird 
diejenige  Differentialgleichung,  welcher  die  Quadrate  der  Integrale 
der  Gleichung  (la.)  genügen,  durch  einwerthige  Functionen  von 
X,  y  befriedigt. 

5. 
Indem    wir    nunmehr    zu    besonderen    Fällen   von    Differentialgleichungen 
übergehen,   welche    zu    der   in   den  vorhergehenden  Nummern  charakterisirten 
Klasse  gehören,  betrachten  wir  zuerst  diejenigen  Differentialgleichungen,  deren 

:?0* 
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Integi-ale    für  jeden  "VYerth    der   unabhängigen  Variablen  z  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Werthen  annehmen. 

Ist  U  ein  beliebiger  Umlauf  von  z  um  einen  oder  mehrere  singulare 
Punkte  und  w  irgend  eine  Wurzel  der  zu  diesem  Umlauf  gehörigen  Funda- 
76s]  mentalgleichung,  so  giebt  es*)  ein  Integral  t(  der  Differentialgleichung, 
von  der  Beschaffenheit,  dass  2i  nach  Vollziehung  des  Umlaufes  in 


U    =    (UM 

übergeht. 

Da  die  Wiederholung  des  Umlaufes  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Zweigen 
der  Function  u  hervorrufen  kann,  so  muss  w  eine  ganzzahlige  Wurzel  der 
Einheit  sein.  Diejenige  Gleichung,  welche  aus  der  Fundamentalgleichung 
diuxh  Vertauschung  der  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  der  Unbe- 
kannten mit  den  conjugirten  Werthen  hervorgeht,  wird  demnach  durch  die 
reciproken  Werthe  der  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  befriedigt. 

Aus  dem  Satze  I'.  der  No.  3  ergiebt  sich  also  das  folgende  Theorem: 

I.  Sind  die  Integrale  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung mit  eindeutigen  Coefficienten  sämmtlich  endlich- 
werthige  Functionen  der  unabhängigen  Variablen  z,  und  sind 
überdies  wenigstens  für  einen  Umlauf  von  z  die  Wurzeln  der  zu- 
gehörigen   Fundamentalgleichung   verschieden,    so    giebt   es    eine 

aus    einem    Fundamentalsystem    von    Integralen    u.u u     und 

den    conjugirten   Werthen  u[,  2i[,  ■■■,n'„   gebildete    bilineare    Form 
der  Gestalt 

?  =  A^n,u[+  Ä,uy^  +  ■•■  +  Ä„u„u'„ 

mit  Constanten  Coefficienten  —  deren  Werthverhältnisse  real  — , 
welche  bei  allen  Umläufen  von  z  ungeändert  bleibt. 
Als  CoroUar  zu  diesem  Satze  ergiebt  sich: 

II.  Ist  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  n*"  Ord- 
nung algebraisch  integrirbar,  und  hat  wenigstens  für  einen  Um- 
lauf  die    zugehörige    Fundamentalgleichung    ungleiche   Wurzeln, 


*)  Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  132 '). 


«)  Abb.  VI,  S.  1<1,  Btnd  I  dieser  Ausgabo.    R.  V. 
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SO  giebt  es  eine  aus  einem  Fundamentalsysteme  von  Integralen 
»,,  u,,  ...,  u^  und  den  conjugirten  AVerthen  ?<|,  m^,  ...,  ii'^  gebildete 
bilineare  Form 

mit  Constanten  Coefficienten  —  deren  Werthverbältnisse  real  — , 
welche  bei  allen  Umläufen  von  z  ungeändert  bleibt. 

In  einer  Notiz*)  hat  Herr  Picard,  davon  ausgehend,  dass  für  diejenigen 
algebraisch  integrirbaren  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  durch 
GAUsssche  Reihen  befriedigt  werden,  eine  bilineare  Form 

J.M, «;  +  J5 !/,  n'^+  B'ti[ «,  +  Cu.^  h', 

—  um  unsere  obigen  Bezeichnungen  anzuwenden  — ,  in  welcher  A  und  [769 
C  real  und  B  und  B'  conjugirte  complexe  Grössen  sind,  durch  die  Funda- 
mentalsubstitutionen in  sich  selbst  verwandelt  wird,  die  von  Herrn  Jordan 
gegebenen  Typen  von  Fundamentalsubstitutionen  der  algebraisch  integi-irbaren 
Differentialgleichungen  dritter  Ordnung,  von  dem  ersten  Typus  abgesehen,  in 
die  bilineare  Form 

C?  =   11^  u[  +  M,  «^  +  z<,  ?<j 

eingesetzt  und  gefunden,  dass,  mit  Ausnahme  des  Falles  des  vierten 
Typus,  die  Form  's>  durch  die  Fundamentalsubstitutionen  in  sich  selbst  ver- 
wandelt wird. 

"Wir  bemerken  hierzu  das  Folgende.  Da  im  vierten  Typus  eine  Funda- 
mentalsubstitution 


vorhanden  ist,  wo  t  eine  primitive  "Wurzel  der  Gleichung  "'  =  1,  und  die  zu 
dieser  Substitution  gehörige  Fundamentalgleichung  also  verschiedene  "Wurzeln 
hat,  so  muss  nach  unserem  Satze  II.  dieser  Nummer  auch  für  den  vierten 
Typus  eine  bilineare  Form 


*)  Bulletin  de  la  Sociöte  Math^matique,  t.  15,  p.  154,  20  Ävril  1887. 
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existiren,   welche   durch  keine   der  Fundamentalsubstitutionen  des  Typus  ver- 
ändert wird. 

In  der  That  ergiebt  die  Rechnung,  dass 

<!,>  =  m,m;  + MjMj+ 2a(l  — a)M3«3, 

wo  a  eine  reale  Grösse  ist,  die  angegebene  Eigenschaft  hat. 

(Fortsetzung  folgt)'). 

1)  Dieae  FortseUnng  Ut  sieht  erschienen.    B.  F. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt : 

S.  219,  Zeile  11  v.  u.  gehörige  statt  zugehörige, 

„    222,      „        9  V.  u.  derselben  statt  dieselbe, 

„    223  wurde  vor  Gleichung  (17.)  »folgt«  eingefügt, 

„    224,  Gleichung  (21.)  a,,,  statt  Aj,^, 

„    225,  Zeile  10  A'i,^  statt  P^',, 

„    226,      „        1  und  9  v.  u.  und  an  anderen  Stellen  »den«  statt  »ihren«, 

„  229,  „  12  V.  u.  eine  Permutation  von  h,l,m,...  bedeutet  statt  Permutationen  von 
h,  l,  m,  . .,  bedeuten, 

„  230  und  233  im  AVortlaut  der  Sätze  II.  und  11'.  denjenigen  Indices,  die  in  der  ersteren 
Hauptunterdeterminante  auftreten,  ausschliesst  statt  denselben  Indices  wie 
die  der  ersteren  Hauptunterdeterminante  ausschliesst, 

„    232,  Zeile    6  wurde  »es  ist«  eingefügt, 

„    234,      „      13  Wir  setzen  statt  Setzen  wir, 

„        2  V.  u.  Ersetzen  wir  in  (6.)  statt  In  (6.)  ersetzen  wir, 

„    236,      „      11  wurde  valso«  nach  dem  Worte  »Gleichung«  gestrichen. 

2)  In  seiner  Note  »Sur  les  formes  quadratiques  d^finies  ä  indötermiut^es  conjugu^es  de  M.  Hekmite«  ,  die 
am  20.  Juli  1896  der  Academie  des  Sciences  vorgelegt  und  in  den  Comptes  Rendus,  t.  123, 
S.  168—171  veröffentlicht  worden  ist'),  berichtet  Herr  Alfred  LoE^vY  über  Untersuchungen,  die  mit 
den  in  den  Nummern  2  und  5  der  vorstehenden  Abhandlung  enthaltenen  nahe  Berührungspunlrte  haben, 
jedoch  in  einigen  wesentlichen  Punkten  über  sie  hinausgehen.  —  Wie  schon  aus  der  Datirung  unzweifel- 
haft hervorgeht,  sind  diese  Untersuchungen  des  Herrn  Loewy  ohne  Kenntniss  der  FüCHSschen  Abhand- 
lung LXV,  also  von  dieser  völlig  unabhängig  geführt  worden.  —  In  der  erwähnten  Note  stellt  Herr 
Loewy  u.  A.  einen  algebraischen  Satz  auf,  der  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür 
angiebt,  dass  eine  lineare  Substitution  mit  ihrer  eonjugirt  imaginären  eine  bilineare  Form  mit  con- 
jugirt  imaginären  Variabein  und  nicht  verschwindender  Determinante  in  sich  selbst  transformirt ,  und 
der,  wie  der  Herr  Verfasser  (Nova  Acta,  Abhandig n.   der  Kaiser  1.  Leo p. -Carol.  Deut- 


1)  Auf  diese  Note  bezieht  Hicli  die  folgende  Abii.  LXVI. 
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sehen  Akademie  der  Naturforscher,  Bd.  LXXI,  1898,  S.  384  und  Mathemat.  Ännalen, 
Bd.  50,  1897,  S.  559)  bemerkt  hat,  den  FucHSSchen  Satz  III.  der  No.  2  (bezw.  III'.  der  No.  3)  als 
speciellen  Fall  enthält.  In  der  That  ist  bei  dem  Beweise,  den  Fcchs  in  der  Xo.  2  für  seinen  Satz 
giebt,  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  Determinante  der  Form  tp  (Gl.  (J'. ,  S.  227)  nicht  verschwindet. 
Die  Angabe  am  Schlüsse  der  Xo.  2,  dass  der  Satz  III.  dieser  Nummer  »die  Umkehrung  des  Satzes  am 
Schlüsse  der  No.  1  bildete  trifft  also  nicht  zu,  da  aus  den  Bedingungen  des  letzteren  Satzes,  wie  sich  an 
Beispielen  zeigen  lässt-)  keineswegs  folgt,  dass  die  Coefficienten  A,,,  A,,  .. .,  A^  der  Form  o  sämmtlich 
von  Null  verschieden  sein  müssen.  —  Diese  letztere  Bemerkung  überträgt  sich  natürlich  auch  auf  die 
Schlüsse ,  die  Fuch.s  in  der  No.  5  für  den  Fall  der  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  gezogen 
hat,  indem  daselbst  (Sätze  I.  und  IL,  S.  236,  2'i")  unter  der  beschränkenden  Voraussetzung,  dass  die 
endliche  Gruppe  mindestens  eine  Substitution  enthält,  deren  Fundamentalgleichung  lauter  ungleiche 
Wurzeln  besitzt,  nur  gezeigt  ist,  dass  eine  solche  Gruppe  eine  Form 

tp   =  AiUiU[-\ t-A«nMn 

mit  realen  Coefficientenverhältnissen  in  sich  selbst  transformirt ,  wobei  es  aber,  da  o  sogar  eine  Ter- 
schwindende  Determinante  haben  kann ,  nicht  ausgeschlossen  ist ,  dass  diese  Form  a  für  von  Null  ver- 
schiedene Werthe  der  «,,  ...,  u„,  u[,  ...,  it'„  verschwindet. 

Dagegen  enthält  die  Note  des  Herrn  Loewy  den  Satz,  dass  jede  endliche  Gruppe  linearer  Sub- 
stitutionen eine  definite  HERMiTEsche  Form  in  sich  selbst  transformirt. 

Die  Aufstellung  der  invarianten  HERMiTEschen  Form,  die  zu  dem  vierten  Typus  der  algebraisch 
integrirbaren  linearen  Difl'erentialgleichungen  dritter  Ordnung  gehört,  ist  den  Arbeiten  von  Fuchs  und 
Herrn  A.  Loewy  gemeinsam.  ScH. 


S)  Herr  Loewy  war  so  gntig,  mir  am  25.  Juli  1907  brieflich  ein  solches  Beispiel  mitzDtheilen. 


LXVI. 

* 

EEMARQUES  SUR  UNE  NOTE  DE  M.  ALFRED  LOEWY*)  INTITULEE: 

«SUR  LES  FORMES   QUADRATIQUES  D^FINIES  A  INDETERMINl^ES 

CONJUGUEES  DE  M.  HERMITE». 

(Comptes  rendus  hebdomadaires  des  seances  de  TAcadömie  des  Sciences,  t.  123, 
Paris  1896,  p.  289-290;  Seance  du  3  aout  1896.) 


Je  viens  de  lire  dans  les  Comptes  rendus  la  Note  dont  il  s'agit.  [2S9 
M.  LoEWY  enonce  sans  demonstration  ce  theoreme,  qu'il  correspond  ä  tout 
groupe  lineairc  d' ordre  fini  ä  n  variables  une  forme  quadratique  definie  ä 
indeterminees  conjuguees,  qui  est  transformee  en  elle-meme  quand  on  efFectue 
les  substitutions  du  groupe  d' ordre  fini  sur  les  variables. 

Je  crois  devoir  faire  remarquer  que  ce  theoreme  n'est  qu'un  cas  special 
des  resultats  d'un  Memoire  que  j'avais  public  dans  les  Sitzungsberichte 
de  l'Academie  de  Berlin  (9  juillet,  p.  753 — 769^)),  intitule  «Sur  une  classe 
d'equations  difFerentielles  lineaires  et  homogenes». 

Dans  mon  Memoire,  j'ai  demontre  les  deux  theoremes  suivants: 

»I.    Soit  donnee  une  equation  difFerentielle 

dont   les    coefficients    sont    des    fonctions   uniformes  de  la  variable  z.     Si,  [290 
pour  toute  rotation    de   la   variable  z  autour  d'un  ou  de  plusieurs  points  sin- 


*)  Comptes  rendus  du  20  juillet  1896,  t.  CXXIII,  p.  108-171. 


1)  Mom.  LXV,  p.  219  ot  suiT.  du  present  Tolumo.    U.  F. 
Fioha,  miithein.  Werko.    HC.  31 
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guliers  de  l'^quation  («.),  l'equation  fondamentale  qui  y  appartient  est  satis- 
faite  par  las  valeurs  reciproques  des  racines  de  l'equatioii  resultant  de  l'equa- 
tion fondamentale  par  le  changement  des  coefficients  des  puissances  de  l'in- 
connue  dans  leurs  valeurs  conjuguees;  si,  de  plus,  au  moins  pour  une  de  ces 
rotations,  les  racines  de  l'equation  fondamentale  qui  y  appartient  sont  diffe- 
rentes  entre  elles  et  ont  toutes  le  module  un,  il  existe  une  forme  bilineaire 
(f>,  composee  des  elements  d'un  Systeme  fondamental  d'integrales  de  l'equation 
(«.)  tOj,  10^,  •••,  t»^  et  de  leurs  valeurs  conjuguees  a>[,  a>'^,  ...,  lu^: 

ä  coefficients  reels  et  independants  de  z,  forme  qui  n'est  alteree  par  aucune 
rotation  de  la  variable  ^.« 

Inversement : 

»II.  S'il  existe  une  forme  bilineaire  composee  des  elements  d'un  Systeme 
fondamental  d'integrales  de  l'equation  («.)  w^  (u^,  ...,  u)^  et  de  leurs  valeurs 
conjuguees  ui[,  (u^,  ...,  w'^,  ä  coefficients  independants  de  2]  si,  en  outre,  pour 
une,  au  moins,  de  ces  rotations,  les  racines  de  l'equation  fondamentale  qui 
y  appartient  sont  differentes  entre  elles  et  ont  toutes  le  module  uu;  si,  enfin, 
il  n'y  a  pas  une  relation  lineaire  et  homogene  ä  coefficients  constants  entre 
les  quantites  (o^w.,  alors  l'equation  fondamentale  qui  appartient  ä  chaque 
rotation  de  la  variable  z  est  satisfaite  par  les  valeurs  reciproques  des  racines 
de  l'equation  resultant  de  l'equation  fondamentale  par  le  changement  des 
coefficients  des  puissances  de  l'inconnue  dans  leurs  valeurs  conjuguees.« 

Dans  le  no.  5  de  mon  Memoire  mentionne,  je  demontre  que  les  equa- 
tions  difFerenti elles  lineaires  et  homogenes  dont  les  integrales  n'ont  qu'un 
nombre  fini  de  determinations ,  et  specialement  les  equations  diflferentielles 
integrables  algebriquement ,  rentrent  dans  la  classe  des  equations  («.)  pour 
lesqu elles  il  existe  une  forme  bilineaire  ä  indeterminees  conjuguees  qui  n'est 
altöröe  par  aucune  rotation  de  la  variable. 


ANMERKUNG. 


Zu  den  Theoremen  I.,  II.  vergl.  die  Anmerkung  zur  Abhandlung  LXV.  Mit  Rücksicht  auf  die 
daselbst  in  Bezug  auf  die  Sätze  I.,  II.  der  No.  5  der  Ahh.  LXV  gemachten  Bemerkungen '),  kann  die  Angabe 
der  vorstehenden  Note,  das  Theorem  des  Herrn  Alfred  Loewy  sei  nur  ein  specieller  Fall  der  Resultate 
der  Abhandlung  LXV.,  nicht  aufrecht  erhalten  werden.  Sch. 


')  Vergl.  ancli  dio  Fussnoto  des  Herrn  A.  Loewy,  Mathemat.  Annalen,  Bd.  50,  1897,  S.  561,  562. 
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BEMERKUNG  ZUR  VORSTEHENDEN  MITTHEILUNG 

DES  HERRN  HAMBURGER'). 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  118,  1897,  S.  354 — 355.) 


In  meiner  Arbeit  »zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  [354 
mit  veränderlichen  Coefticienten« ,  welche  ich  vor  Ablauf  des  Jahres  1864 
vollendete  und  im  Januar  1865  zur  Publication  im  Osterprogramm  der  städti- 
schen Gewerbeschule  zu  Berlin  desselben  Jahres  einlieferte^),  und  welche  in 
diesem  Journal  Bd.  66^)  wieder  abgedruckt  worden  ist,  habe  ich  in  der  ersten 
Nummer  den  Bereich  fixirt,  innerhalb  dessen  die  Integrale  einer  Differential- 
gleichung 

d'"y   _       d^-'y  d'^-'y 

deren  Coefticienten  innerhalb  eines  einfach  zusammenhangenden  Flächentheils 
r  der  a;- Ebene  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  singulären  Punkten  un- 
stetig werden,  im  Übrigen  aber  innerhalb  dieser  Fläche  eindeutig  und  con- 
tinuirlich  sind,  sich  nach  ganzen  positiven  Potenzen  entwickeln  lassen. 

Wenn  es  sich  nur  darum  handelte  zu  zeigen,  dass  für  eine  hinlänglich 
kleine  Umgebung  eines  von  den  singulären  Stellen  verschiedenen  Punktes  x^ 
der  Fläche  T   eine    convergirende,    nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  x^ 


')  Nouer  Beweis  der  Exititenz  eiuos  Integrals  einer  linearen  homogenen  Differentialgleicliung  ^nach  einer  Mittheilung  von  PAUL 
GÜNTHER),  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Math.,  Bd.  118,  S.  351-353.     R.  F. 
!)  Abb.  V,  8.  111,  Band  I  dieser  Aasgabe.    E.  F. 
a)  Abb.  VI,  S.  159,  Band  I  dieser  Ansgabe.    R.  F. 
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fortschreitende  Reihe  y  von  der  Art  existirt,  dass  y,  -~,  •••,  ^Jf  für  x  ^  x^ 
beliebig  vorgeschriebene  Werthe  annehmen,  und  dass  sie  der  Differential- 
gleichung Genüge  leistet,  so  konnten  wir  uns  auf  den  für  beliebige  Differential- 
gleichungen von  Cauchy  gelieferten  Existenzbeweis  berufen. 

Es  handelte  sich  Adelmehr  darum  zu  lehren,  dass  für  die  linearen 
Differentialgleichungen  die  singulären  Punkte  der  Coefficienten  die  einzigen 
Stellen  sind,  wo  die  Integrale  derselben  Singularitäten  haben  können;  mit 
anderen  Worten,  dass  die  Eeihe  y  innerhalb  eines  x^  als  Mittelpunkt  umge- 
355]  benden  bis  zum  nächsten  singulären  Punkte  a  heranreichenden 
Kreises  convergirt.  Hierzu  war  erforderlich,  in  Anlehnung  an  die  CAUCHTSche 
Methode  (methode  des  limites)  die  Hülfsdifferentialgleichung  (Gl.  S.'i  No.  1 
der  citirten  Abhandlung^)  so  zu  wählen,  dass  für  diese  die  Darstellbarkeit 
des  entsprechenden  Integi'als  innerhalb  eines  x^  umgebenden  bis  a  heran- 
reichenden Kreises  durch  eine  convergente  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  x  —  x^  fortschreitende  Reihe  zur  Evidenz  gebracht  werden  kann,  woraus 
alsdann  nach  der  Methode  von  Cauchy  dasselbe  für  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung erschlossen  wird. 

In  jüngster  Zeit  hat  ein  amerikanischer  Schriftsteller*)  bei  Gelegenheit 
der  Besprechung  des  Buches  des  Hen-n  Heffter  über  lineare  Differential- 
gleichungen und  des  Handbuches  des  Herrn  Schlesinger  die  Aufgabe  über- 
nommen, das  was  ich  in  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
erstrebt  habe,  zu  verkleinern.  Unter  anderem  will  derselbe  unter  Berufung 
auf  eine  Stelle  in  einer  Arbeit  des  Herrn  Thome,  Journal  für  die  reine  und 
angewandte  Mathematik,  Bd.  66,  p.  322,  in  Bezug  auf  den  Existenzbeweis  für 
die  Integrale  linearer  Differentialgleichungen  mir  die  Priorität  streitig  machen. 
Die  vorstehende  Arbeit  von  Günther,  welche  eine  Abänderung  der  von  mir 
angewendeten  Hülfsdifferentialgleichung  enthält,  giebt  mir  Veranlassung  hier 
ausdrücklich  zu  constatiren,  dass  mir  vor  dem  Erscheinen  meiner  Programm- 
arbeit über  das  oben  erwähnte  Merkmal,  welches  die  linearen  Differential- 
gleichungen von  den  nicht  linearen  unterscheidet,    oder  über   den  Beweis  der 


*)  Bulletin  of  tlie  American  Mathematical  Society,  November  1396,  Ser.  II,  Vol.  ED,  No.  2  und  Januar 
1897,  Ser.  II,  Vol.  UI,  No.  4. 


1)  Abb.  VI,  S.  löl,  nand  I  dieser  Ausgabe.     B.  F. 
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Convergenz  von  y  innerhalb  eines  x^  umgebenden  bis  zum  nächsten  sin- 
gulären  Punkte  heranreichenden  Kreises  weder  eine  Publication,  noch 
auf  einem  anderen  Wege  eine  Mittheilung  von  irgend  einem  anderen  Mathe- 
matiker bekannt  geworden  ist. 

Es  ist  übrigens  hier  nicht  der  Ort  auf  die  Art  näher  einzugehen,  wie 
derselbe  Verfasser  auch  nach  anderen  Seiten  hin  durch  Zusammenstellung  von 
Schriften  anderer  Autoren,  welche  später  als  die  meinigen  publicirt  worden 
sind,  mit  den  letzteren  sich  historische  Daten  nach  Belieben  construirt. 


ANMERKUNG. 


Änderung  gegen  das  Original: 

S.  240,  Zeile  6,  7  wurde  statt  »die  einzigen  singulären  Stellen  der  Integrale  derselben  sind<  der  ge- 
nauere Ausdruck  »die  einzigen  Stellen  sind,  wo  die  Integrale  derselben  Singularitäten  haben 
können«  gesetzt.  R.  F. 


Lxvm. 


ZUR  THEORIE  DER  ABELSCHEN  FUNCTIONEN. 

(Sitzungsberichte   der   Königl.   preussisclien  Akademie   der  Wissenschaften   zu   Berlin, 
1897,  XXVIII,  S.  608—621;  vorgelegt  am  20.  Mai;  ausgegeben  am  27.  Mai  1897.) 


Die  Abhängigkeit  der  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  einer  ratio-  [6o8 
nalen  Function  des  Ortes  in  einer  RiEMANNSchen  Fläche  sowohl  von  den  im 
Integranden  als  auch  von  den  in  den  Coefficienten  der  die  RiEMANNSche  Fläche 
definirenden  algebraischen  Grundgleichung  auftretenden  Parametern  kann  in 
durchgreifender  Weise  nur  durch  das  Studium  der  Differentialgleichungen  er- 
kannt werden,  welchen  die  Periodicitätsmoduln  als  Functionen  dieser  Parameter 
genügen.  Ich  habe*)  nachgewiesen,  dass  diese  Differentialgleichungen  linear 
sind,  und  dass  ihre  Coefficienten  die  veränderlichen  Parameter  in  demselben 
Rationalitätsbereiche  enthalten  wie  der  Integrand  und  die  Coefficienten  der 
Grundgleichung.  Für  die  hyperelliptischen  Integrale  habe  ich  bereits**)  diese 
Differentialgleichungen  in  expliciter  Form  zur  Darstellung  gebracht,  und  für 
die  allgemeinen  AsELSchen  Integrale  die  Regeln  skizzirt  ***) ,  nach  welchen 
sie  herzustellen  sind.  Es  erscheint  jedoch  nicht  überflüssig,  für  die  wirkliche 
Ausrechnung  Methoden  zu  entwickeln,  welche  eine  tiefere  Einsicht  in  die 
Beschaffenheit  der  Coefficienten  der  Differentialgleichungen  gewähren,  wodurch 
zu  gleicher  Zeit  die  Discussion  der  Lösungen  derselben  erleichtert  Avird. 


*)  Ckelles  Journal,  Bd.  73,  S.  324fF. '). 
**)  Ebenda  Bd.  71,  S.  112ff.2). 
***)  Ebenda  Bd.  73,  a.  a.  0. '). 


i)  Abb.  Xm,  8.  3«,  Band  I  dioäer  Aus^'abo.    It.  P. 
S)  Abb.  VIII,  8.  264  fl.,  Band  I  diosor  Ausg.ibe.    K.  F. 
Fnchs,  mathora.  Wurko.    III.  32 
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Im  Folgenden  werden  drei  verschiedene  Verfahrungsarten  zur  Lösung 
dieser  Aufgabe  versucht,  von  welchen  die  beiden  ersteren  sich  im  Wesent- 
lichen an  diejenigen  anschliessen ,  welche  ich  bereits  für  die  hyperelliptischen 
Integrale*)  gegeben  habe,  während  die  dritte  mit  der  Frage  in  Verbindung 
gebracht  wird,  unter  welchen  Umständen  das  Product  einer  rationalen  Func- 
tion einer  Variablen  z  und  einer  algebraischen  Function  derselben  Variablen 
zum  vollständigen  DifTerentialquotienten  nach  z  einer  rationalen  Function  von 
(z^  s)  wird. 

Einer  späteren  Mittheilung  sollen  die  aus  den  gefundenen  Resultaten  zu 
ziehenden  Schlussfolgerungen  vorbehalten  bleiben. 

609]  1. 

Es  bedeute  s  einen  Integranden  erster  Gattung  in  einer  eine  algebraische 
Function  der  Variablen  z  repräsentirenden  RiEMANNSchen  Fläche  vom  Ge- 
schlechte p.  Wir  wollen  voraussetzen,  dass  nur  einfache  und  zu  von  ein- 
ander verschiedenen  endlichen  Werthen 

s  =  k,     z  ^  li^,     z  =  l\,     .  .  .,     z  =  /i„_, 

gehörige  Verzweigungen  auftreten.  Überdies  seien  k,  k\,  . .  .,k^_^  von  einander 
unabhängige  Grössen**).  Den  Integranden  s  denken  wir  uns  dadurch  be- 
stimmt, dass  derselbe  für  jt>  —  1  willkürlich  vorgeschriebene  von  den  Ver- 
zweigungswerthen  unabhängige  Grössen 

(a,,6,),  (a,,6J,  ...,  (a^_,,&p_.) 
verschwindet. 
Ist 
(1.)  J  =:  fsdz, 

so  ist 


dk'- 


das  Integral  einer  rationalen  Function  von  z  und  ä.     Wir  stellen  uns  zunächst 


*)  Ceelles  Journal,  Bd.  71,  S.  107-108  und  S.  112ff.'). 
**)  Vergl.  Grelles  Journal,  Bd.  73,  S.  325-326 '). 


1)  Abb.  ym,  S.  258—280  nnd  S.  264  fr.,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
»)  Abb.  Xm,  S.  341—345,  Band  I  dieser  Ausgabe.    K.  F. 
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die  Aufgabe,  n  +  i  von  ^  unabhängige  Grössen  ß^,ß^,...,ß^  derart  zu  be- 
stimmen, dass 

(2.)  ^0«^+^.^  +  -  +  '^."^^  =  ^ 

eine  algebraische  Function  von  z,  also  nach  einem  bekannten  Satze  von  Abel 
und  Liouville  eine  rationale  Function  von  z  und  s  werde. 
Die  Function  8J  besitzt  folgende  Eigenschaften: 

1)  Sie  wird  unendlich  der  Ordnung  2|u  — 1  in  z  ^^  h  und  bleibt  an  allen 
anderen  Stellen  {z^s)  endlich,  weil  wir  k^,  k^,  . . .,  k^_^  als  von  k  unabhängig 
vorausgesetzt  haben. 

2)  Sie  darf  in  der  für  die  Umgebung  von  z  =  k  gültigen  Entwickelung 
keine  ganzzahligen  negativen  Potenzen  von  z  —  k  enthalten,  da  solche  Potenzen 
auch  nicht  in  der  Entwickelung  von  ^^  auftreten  können. 

3)  -y-  muss  für  («,,  ^, ),•••>  (<^^-i5  ^j,-i)  verschwinden. 

Die  Bedingung  1)  bewirkt,  dass  di  eine  Anzahl  2^—p  willkürlicher  Con- 
stanten enthält*).  Von  diesen  tritt  eine  additiv  auf.  Für  die  2^—p  —  \ 
übrigen  liefert  die  Bedingung  2)  fi  —  1,  die  Bedingung  3)  p  — 1  lineare  [6io 
homogene  Gleichungen. 

Es  muss  also 

2(1— 2}  — 1  >ft+2J  — 1, 
d.  h. 

(3.)  (i>2p 

sein,  wenn  nicht  besondere  Voraussetzungen  über  die  Natur  der  RiEMANNSchen 
Fläche  gemacht  werden. 

Wir  gelangen  also  zu  dem  Resultat: 

I.  Im  Allgemeinen  ist  eine  Gleichung  der  Form  (2.)  für  ft  <  2j; 
nicht  möglich. 

Wenn  die  sämmtlichen  Periodicitätsmoduln  P  von  /  einer  Gleichung 

(4-)  ^-dj^  +  ^«-'  -W^  +  -  +  ß,P  =  o 


*)  Nach  einem  allgemeinen  Satze  von  Riemann,  ABELSche  Functionen  §  5,  Grelles  Journal,  Bd.  54. 
S.  122'). 


1)  Uiemaniu)  Guäammoltö  Mathematische  Werke,  11.  Auflage  (1892),  S.  108.    R.  F. 

32* 
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genügen,  so  ist 

eine  rationale  Function  von  {2,s). 

Es  besagt  also  der  Satz  I.  soviel  als 

II.  Im  Allgemeinen  ist  die  Differentialgleichung  (4.)  der 
Periodicitätsmoduln  eines  Integrales  erster  Gattung  nicht  nie- 
drigerer als  2ji'"  Ordnung. 

Dass  dieselbe  in  irreductibler  Form  auch  nicht  höherer  als  2p^'  Ord- 
nung ist,  ergiebt  sich  aus  meinen  Untersuchungen  in  Grelles  Journal,  Bd.  73, 
S.  329^). 

Wir  wollen  ein  System  von  2p  Integralen  rationaler  Functionen  C  ,  C  ,  •  •  • ,  C. 
ein  Fundamentalsystem*)  nennen,    wenn    diese   Integrale    nirgendwo    logarith- 
misch unendlich  werden  und  eine  Gleichung  der  Form 

(5-)  c,!:,+  c,r,+  ...  +  c,/.,^  =  m(,,s), 

wo  die  Grössen  C  von  2  unabhängig  sind  und  dt{3,s)  eine  rationale  Function 
bedeutet,  nicht  bestehen  kann.  Der  Satz  I.  lässt  sich  also  auch  dahin  aus- 
sprechen : 

la.  Die  Functionen  J,  -^,  -g^-,  •••,  ^^,^_.  bilden  ein  Fundamental- 
system. 

Bilden  C, ,  C, ,  . . . ,  C,    ein  Fundamentalsystem ,  und  sind 

611]  die  Periodicitätsmoduln  des  Integrales  C^,  so  ist  die  Determinante 

(6.)  A  =  1P,,I  ÜZt-Z) 

von  Null  verschieden,  weil  sonst  2p  von  z  unabhängige  Grössen  C ,  C  ,  .. .,  C 
gefunden  werden  könnten  der  Beschaffenheit,  dass 

C,  P,„  +  6\  P,,,  +  •  •  •  +  C,^  P,^,a  =  0,  (u  =  1, 2,  ...,2p) 


*)  Im  Anschlnss  an  eine  Tenninologie  der  Herren  Appell  et  Güuksat,  »Th^rie  des  fonctions  alge- 

briques  etc.«,  p.  338. 


1)  Abh.  XDI,  S.  349,  Band  I  dieser  Ausgabe.     R.  F. 
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was  zur  Folge  hätte,  dass 

eine  rationale  Function  von  (~~,  5)  würde.  Da  A  von  Null  verschieden  ist,  so 
ergiebt  sich,  dass  jedes  nicht  logarithmisch  unendlich  werdende  Integral  Q 
von  (z,  s)  sich  in  die  Form 

(7.)  ß  =  c, :,  +  ... +  c,/,,  +  9i(.~,  5) 

bringen  lässt,  wo  die  Grössen  C  von  s  unabhängig  sind  und  9t(^,Ä)  eine 
rationale  Function  von  (z,  s)  ist.  Demnach  ist  auch  im  Allgemeinen  Q  dar- 
stellbar in  der  Form 

(8.)  Q  =  C„J+C,^  +  C,^  +  ...  +  C,,_,^f^  +  9?(..,s), 

wo  C^,  C,  ...,  Cj  _j  von  z  unabhängig  sind.  Die  Coefticienten  C^,  C^,  ...,  C^^ 
in  Gleichung  (7.)  oder  C^,  C^,  ...,  C^  _^  in  (8.)  lassen  sich  algebraisch  aus  den 
in  ---,  -^  auftretenden  Constanten  bestimmen*). 

.  .  .  .  .        d'- S  r  • 

Für  (8.)  ergiebt  die  Multiplication  mit  -s^x-    auf  beiden  Seiten   der  Glei- 
chung, wenn  wir  die  Summe  der  Residuen  des  Productes  -^  -g^- 


(9.)  2^^^^eF-äF^==(^'f*) 

en, 

(10.)  ^Res(-^Q)  =  (A,0)C„+(A,l)C.  +  ...  +  (A,2^j-l)O,,,_„ 


(X  =  0,l,...,2p-1) 

da  die  Summe  der  Eesiduen  einer  rationalen  Function  von  (z,  s)  gleich  Null  ist. 

Sind  die  am  Anfange  dieser  Nummer  gemachten  Voraussetzungen  erfüllt, 

8"  J    d^s  • 

so  wird  —Qj^  -gTj-  nur  in  z  =  k  unendlich.     Es  ist  demnach 

(9a.)  (A, ,.)  =  Res  1^  1^   (für  ,  =  Je). 


*)  Vergl.  hierüber  Grelles  Journal,  Bd.  73,  S.  328-329');  Humbekt,  Acta  Mathematica,  t.  10,  p.  281; 
Appell  et  Goursat,  a.  a.  0. 


1)  Abh.  Xin,  S.  348-349,  Hand  I  dieser  Ausgabe.    E.  F. 
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612]  2. 

Sei 

(1.)  i:,,  =  ß,d0  (x  =  i,2....,p) 

ein  System  linear  unabhängiger  Integrale  erster  Gattung, 

(la.)  C^+A  =  fvjL  de  (X  =  l,  2, . . .,  p) 

ein  System  von  Integi-alen  zweiter  Gattung,  von  der  Beschaffenheit,  dass  C^^^^  an 

der    Stelle    (a,  ,i,")    unendlich   wird   wie   ,    an    allen   übrigen    Stellen   aber 

endlich  bleibt.  Die  Werthe  (a^,  h,)  sind  willkürlich  und  von  einander  unab- 
hängig gewählt.  Die  Integrale  C,,  C^,  ■•■,  Cj^  bilden  alsdann  ein  Fundamental- 
system *). 

Es  ist  daher 

f5?  T 
(2.)  •      -^  =  D,.!:.  +  D„3C.  +  ---  +  i>,,,pC,,  +  5R,, 

wo  D  ^,  ...,  D  j  von  e  unabhängig  sind  und  3J  eine  rationale  Function  von 
{s,  s)  ist. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 

(2a.)    -^  =  D,,'^:  +  ■••  +  Dsp%  +  D^,p+ai  +  i>o.p+'.x^  +  •■■  +  Do.,py.f  +  -öT' 

Setzen  wir 

(3.)  ^Res^C„  =  J?,„, 

so  ergiebt  sich  aus  (2.) 

(4.)  (A ,  ft)  =  D,,  -??;,.  +  •••  +  D,.  ,r  Ri,  .p ■ 

Es  gilt  daher  für  die  Determinante 

('•)  ^'  =  1(^.^1  (;:::i::::r") 

die  Gleichung 

(^■)  E  =  ^iBu  t=;:;;:::;r') 

*)  Vergl.  die  analoge  Untersuchung  in  Grelles  Journal,  Bd.  73,  S.  327  —  328');  vergl.  auch  Appell 

et  GouKsAT,  a.  a.  0. 


1)  S.  347—318,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
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WO    |-R;i„|    die   aus   den    Grössen   R^^   gebildete  Determinante   und   S   die  De- 
terminante 

(1)  d  =   \D     \  (a=0,l,...,2p-l\ 

darstellt. 

Nach  Gleichung  (2a.)  ist  [613 

(8.)     E,^  =  A,  «„,  +  D,,s„,  +  -  +  A,  s„^ + A,,.,  !'».  +  •••  +  A,  ,p  T„; , 

wo 


(8a.) 


gesetzt  worden  ist. 

Nun  ist  für  m^p 

(9.)  —  C  ''     ~)  =:r  6   t:      +  i"  ■/ 

\     }  ja«  \~m  -p^-vj  jm~p+v    '     ^mA-vJ 

also 

(9a.)  S  ßes  (C™  Xv)  =  -  S  ^^es  (-^  C^^  J  =  -  ^„(a„  &,). 

Demnach  ist  für  m<p 
Da  aber  für  m  ^  p  +  fi 

(11-)  S„,    =    ^,(«M.  ^^) 

und  für  m<p 

(12.)  Ä„.,  =  0, 

so  wird,  wenn  die  Determinante 

(13.)  \u-M\  =  ^  (:=;::::;3 

gesetzt  wird, 

(14.)  E  =  d'e». 

Die  Determinante  d  muss  von  Null  verschieden  sein,  weil 

dJ  d^-'J 

'    dk'  '"'    die'"-' 

ein  Fundamentalsystem  ist  (Satz  la.  voriger  Nummer). 

Die  Determinante  e  ist  ebenfalls  von  Null  verschieden,  weil 

"l'l,     't'2 '^p 
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linear  unabhängige  Integranden  erster  Gattung  und 

willkürlich  angenommene  Stellen  der  RiEMANNschen  Fläche  sind. 

Hieraus  ergiebt  sich 

I.    Die  Determinante  E  des  Gleichungssystemes  (10.)  No.  1  ist 
von  Null  verschieden. 
614]    Aus  der  Gleichung 


(15.) 


aV  d'^j 


dk'   ar 


aV  a^s     d^s  a^7; 
dt  a^''  "^  äF  ar 


folgt 


ßes 


aV  ^^'s 


aÄ*  a/f" 


)  =  -2 


Res 


aF  afc" ' 


<J.  h. 


(16.) 
(16a.) 


{(i,V)  =  -(A,fi), 
(/l,A)  =  0. 


Demnach  erhalten  wir  den  Satz: 

II.    Es   ist  E   die   Determinante   eines   alternirenden    Systems 
von  gerader  Ordnung. 

3. 

Für    die    Berechnung    der    Grössen  C    aus    den    Gleichungen  (10.)   Xo.  1 
sind  noch  folgende  Bemerkungen  von  Wichtigkeit. 
Aus  der  Gleichung 


(1.) 


\Q]<f  ar  j  ~ 


a  „    i&s  Q"-j\ 

^r  Res 

a/c 


Res 


a^+'s   b^J      &s   df^'-'J 


dt-"'  a/c"  '  d¥  ar+' 


folgt 


(2.) 


D,(>1,^)  =  (A  +  1,^)  +  (A,^  +  1), 


wo  wir  mit  D['  die  «'"  Ableitung  nach  k  bezeichnen. 
Aus  dieser  folgern  wir  die  Gleichung 

(3.)     (2,A)  =  D«(0,A)-3.Dr'(0,A  +  l)  +  g,Dr'(0,A  +  2)-...  +  (-l)«g,(0,A  +  2), 
wenn  wir  mit  q^  den  k'""  Binomialcoefficienten  von  q  bezeichnen. 
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Es  sind  daher  direct  nur  die  Grössen  (0,  A)  zu  berechnen, 
während  die  Grössen  (q,^)  sich  vermittelst  der  Gleichungen  (3.) 
aus  denselben  ergeben. 

Wenn  wir  in  den  Gleichungen  (8.)  No.  1 


(4.) 


p 


dk'" 
setzen  und  die  zugehörigen  Werthe  C^,  C^,  .. .,  C^  _^  bezw.  mit 

bezeichnen,  so  ist 

(5.)  -^j^  +  ß.p-.-^j^  +  -  +  ßoJ  =  ^i^,s),  [6.5 

WO  di{z,s)  eine  rationale  Function  von  (-?,«)  bezeichnet. 

Die  Grössen  ß^,  ß^,  •••■,  ß,  _,  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (10.)  No.  1, 
welche  jetzt  die  Gestalt 

(6.)  {X,2p)  +  ß,^_^{X,2i}-l)  +  ...+ß^{X,0)  =  0      {l^0,l,...,2p-l) 

annehmen. 

Ist  n  irgend  einer  der  Periodicitätsmoduln  des  Integrales  /,  so  folgt  aus 
Gleichung  (5.): 

Diese  Gleichung  stellt  also  die  Differentialgleichung  der  Periodicitäts- 
moduln des  Integi-ales  erster  Gattung  /  dar,  wobei  die  Coefticienten  ß^  durch 
die  Gleichung  (6.)  bestimmt  werden.  Die  hier  gegebene  Herleitung  dieser 
Differentialgleichung  schliesst  sich  dem  Verfahren  an,  welches  ich  früher*)  für 
die  hyperelliptischen  Integi'ale  ausgeführt  habe. 


Eine  zweite  Methode  zm-  Bestimmung  der  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung (7.)  voriger  Nummer,  welche  wir  jetzt  entwickeln  wollen,  schliesst 
sich  ebenfalls  einem  Verfahren  an,  welches  ich  früher**)  für  die  Differential- 


*)  Ckelles  Journal,  Bd.  71,  S.  105-112')- 
**)  Ebenda  S.  112  ff. -^j. 


>)  Abb.  Vm,  S.  258—264,  Band  I  dieaer  AuBgabe.     R.  F. 
>)  Ebenda  S.  264  ff.    B.  F. 
Fncbs,  mnthem.  TVerko.    IH.  33 
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gleichungen  der  Periodicitätsmoduln  der  hyperelliptischen  Integrale  benutzt 
habe. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  die  am  Anfang  der  No.  1  gemachten 
Voraussetzungen  festhalten.  Alsdann  ergiebt  sich  aus  derselben  Nummer, 
dass  wir  von  z  unabhängige  Grössen 

?ip1    Plp-t'    •  ■  • )    Po 

so  bestimmen  können,  dass 

Qipj  d''''~'-J 

(1.)  ß^p -^fiF  +  ß^r-^  -e¥^  +  ••■  +  /?»  J-  =  3l(^,  s), 

wo  di{z,s)  eine  rationale  Function  von  {z,s)*). 

Die  zweite  Methode  besteht  in  der  directen  Bestimmung  von 
dt{z,s). 

6i6]  Diese  Function  muss  nach  Gleichung  (1.)  für  die  Verzweigungsstelle 
2  =  k  unendlich  der  Ordnung  4p  — \  werden ,  an  allen  übrigen  Stellen  der 
RiEMANNschen  Fläche  aber  endlich  bleiben.  Bestimmen  wir  eine  rationale 
Function  ^{z,s)  von  dieser  Eigenschaft,  so  enthält  dieselbe  noch 

willkürliche  homogen  aufti-etende  Constanten. 

Aus  Gleichung  (1.)  folgt  ferner,  dass  3i(i',  *)  in  seiner  Entwickelung  in 
der  Umgebung  von  z  =  k  keine  ganzzahligen  negativen  Potenzen  enthalten 
darf,  weil  -^p-  nur  in  den  Verzweigungsstellen  unendlich  wird  und  in  den  in 
der  Umgebung  derselben  gültigen  Entwickelungen  keine  ganzzahligen  negativen 
Potenzen  enthält.  Diese  Bedingung  liefert  2p  — l  lineare  homogene  Gleichungen 
zwischen  den  Constanten.  Sei  ferner  der  Integi'and  *"  des  Integrales  erster  Gat- 
tung dadurch  bestimmt,  dass  derselbe  für  die  willkürlich  angenommenen  von  k 
unabhängigen  Stellen  («,,  ^,),  («,,  i,),  ..-,  (a^_,,  ö^_,)  verschwindet,  so  muss  auch 
— i-^ —  für  dieselben  Stellen  verschwinden.  Diese  Bedingung  ergiebt  p  —  1 
neue  lineare  homogene  Gleichungen  zwischen  den  Constanten.  Die  Gesammt- 
zahl  der  Bedingungsgleichungen  ist  also   dp  — 2. 


*)  Vergl.  auch  Grelles  Journal,  Bd.  73,  S.  328-329'). 


)  Abb.  rni,  S.  347-349,  Band  I  dieser  Ausgnbe.    R.  F. 
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Es  bleiben  daher  von  den  3/>  Constanten  noch  zwei  übrig.  Hiervon  ist 
eine  additiv. 

Daher  ist  — g^—  bis  auf  eine  willkürliche  multiplicative  Con- 
stante  bestimmt. 

Aus  der  Gleichung  (1.)  ergiebt  sich 

Durch  Vergleichung  der  Entwickelungscoefficienten   in    der  Umgebung   irgend 

einer  Stelle  ergeben  sich  alsdann  die  Verhältnisse   der  Grössen  ~-     Am   ge- 
rn 
eignetsten  hierzu  erscheint   die  Entwickelung    in    der  Umgebung  von  2  ==  k*). 

Wird  die  Gleichung  (2.)   längs    irgend   eines  Querschnittes    integrirt   und 

der  zugehörige  Periodicitätsmodul  mit  11  bezeichnet,  so  ist  wieder 

(3.)  ß,p-öl^  +  ß^j,-.-öJ^r  +  ---  +  ß<>^  =  0. 


Diese  Gleichung  ist  also  die  Differentialgleichung,   welcher  [617 

die  Peri( 

genügen. 


die  Periodicitätsmoduln  der  AsELSchen  Integrale  erster  Gattung 


5. 

Eine  dritte  Methode  zur  Bestimmung  der  Differentialgleichungen  der  Perio- 
dicitätsmoduln, welche  wir  hier  noch  geben  wollen,  zeichnet  sich  vor  den 
beiden  Vorhergehenden  dadurch  aus,  dass  wir  die  beschränkenden  Vor- 
aussetzungen, die  wir  am  Anfange  der  No.  1  gemacht,  fallen  lassen 
können.  Ferner  können  wir  als  unabhängige  Variable,  von  der  wir  die 
Periodicitätsmoduln  abhängen  lassen,  nicht  bloss  einen  Verzweigungs- 
punkt der  RiEMANNSchen  Fläche,  sondern  einen  beliebigen  Para- 
meter wählen,  welcher  in  den  Coefficienten  der  zwischen  z  und  s 
bestehenden  Gleichving  auftritt  und  von  welchem  die  hierzu  ge- 
hörige Klasse  algebraischer  Functionen  wesentlich  abhängt. 

Sei  wiederum  .s  ein  Integrand  erster  Gattung  und  die  Gleichung  zwischen 
z  und  s 


*)  Vergl.  Grelles  Journal,  Bd.  71,  S.  112 ff.'). 


1)  Abb.  VIU,  8.  261  ff.,  Band  I  dieser  Ausgabe.    K.  F. 
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(2.) 
(3.) 


(1.)  F{,,'s)^0 

vom  Grade  ft  in  s. 

Sei  ,g  ein  wesentlich  in  den  Coefficienten  dieser  Gleichung  enthaltener 
Parameter,  so  ist 

ds_ 
dz 

wo  «^,  ßj,  ...,  a^_,,  ^^,  /3j,  ...,  ^„_j  rationale  Functionen  von  z  bedeuten,  welche 
auf  bekannte  Weise  hergestellt  werden  können. 

Durch  wiederholte  Differentiation  der  Gleichung  (2.)  nach  z  und  An- 
wendung derselben  Gleichung,  sowie  durch  Reduction  der  höheren  Potenzen 
vermittelst  der  Gleichung  (1.)  ergiebt  sich 


(4.) 


«-io+«;.i5  +  ---  +  «i.,.-i' 


^^  ^x<si  "xo    ••)  '^x.^-i  rationale  Functionen  von  z  sind. 


Ebenso  ergiebt  sich  durch  Differentiation  der  Gleichung  (3.)  nach  | 


(5.) 


d's 


wo  ßi„,  ßn,  •■■iß,ft_i  rationale  Functionen  von  z  sind. 

6i8]  Wählen  wir  in  (4.)  A  =  1,  2,  ...,  ;i  — 1,  so  können  wir  aus  diesem  System 
von  ft  — 1  Gleichungen  und  aus  Gleichung  (5.)  die  Grössen  5°,*',*',...,*""' 
eliminiren  und  erhalten  demgemäss 


(6.) 


d's 


ÖS 


wo  Mg^,  Mj^,  ...,  Mjj^_,  rationale  Functionen  von  z  sind. 

Es  ist  wohl  zu  beachten,  dass  es  nicht  nöthig  ist,  dass  in  Gleichung 
(6.)  die  Ableitungen  nach  z  auch  wirklich  bis  zur  (ji  — l)'"  ansteigen. 

Nun  ist 


■^"'  dz"  ~  dz 


M,. 


ö«-'s 


'"  dz"-' 


oder 


^'■^     ^"  dz"  -  dz 


'dz 


M,„ 


m; 


.,  ö"-"«!  .  a 


dz"' 


+ 


dz 


'^'"^^- 


'"      dz 


±3rj's 


'"  ä*-"-' 


.  M'  - —-  +  TIf '"  — i 


±  MZ's, 
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WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  «  eine  gerade  oder  un- 
gerade Zahl  ist,  und  wo  durch  die  oberen  Accente  Ableitungen  nach  z  an- 
gedeutet werden. 

Wir  erhalten  also  aus  Gleichung  (6.) 

(8.)  ^-  s  {M,,  -  Ml  +  J/^'  - . . .  ±  M]:;2l\  s, 

wenn  wir  mit  dem  Zeichen  =  die  Gleichheit  bis   auf  die  Ableitungen  ratio- 
naler Functionen  von  (2,  s)  nach  der  Variablen  z  bezeichnen. 
Es  giebt  aber  ausnahmslos  von  z  unabhängige  Grössen 

^01  ßi>  •■■■>  ß,p 
von  der  Beschaifenheit,  dass 

(9-)  ßoS  +  ß~  +  -  +  ß,,^  =  ^^i^,s), 

wo  3i(z,s)  eine  rationale  Function  von  (-?,*)• 
Wenn  wir  also 

(10.)  P,  =  iJ4  -  J//.  +  3Iir-...±  MlH'Jl 

setzen,  so  muss 

(11-)  S  =  [/J„P„  +  |3.P.  +  ...  +  ^,,P,Js 

der  Differentialquotient  einer  rationalen  Function  von  (^,  ä)  [619 
sein. 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  eine  ratio- 
nale Function  G{z^s)  von  {z^s)  der  DifFerentialquotient  einer  rationalen  Func- 
tion von  {ßiS)  ist,  sind  die  folgenden*): 

1.  Die  Residuen  von  G{z,s)  sind  sämmtlich  Null. 

2.  Ist  C,,  Cj,  •-•,  Cj  irgend  ein  Fundamentalsystem  von  AsELSchen  In- 
tegralen, so  besteht  die  Gleichung 

2  Res  :„.  G  (z,  s)  =  0.  {m  =  1, 2 2p) 

Die  Bedingungen  unter  1.  sind  für  G{z^s)  =  S  von  selbst  erfüllt.  Denn 
da   -K^   nur   da   unendlich   ist,   wo  s  unendlich   wird,   also   nur   in   den  Ver- 


*)  Vergl.  HüMBERT,  a.  a.  0. 
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zweigungsstellen,  und  in  den  für  die  Umgebung  derselben  gültigen  Ent- 
wickelungen  negative  Potenzen  nur  mit  gebrochenen  Exponenten  enthält, 
und  weil  die  Residuen  der  Ableitungen  rationaler  Functionen  von  {z^  s)  ver- 
schwinden müssen,  so  ergiebt  die  Congruenz 

-g-  =  P,5,        [Gl.  (8.)] 

dass  auch  die  Eesiduen  von  P^s,  folglich  auch  die  von  S  verschwinden. 
Es  verbleiben  also  nur  die  Bedingungsgleichungen 

(12.)  2  Res  S:„  =  S  Res  [^, P„  +  -  +  ß,^  P.J  s '„  =  0,      (m  =  l,  2, . . .,  2p) 

welche  2p  lineare  homogene  Gleichungen  für  die  '2p +  \  Unbekannten  ß^,  ...,  ß^ 
liefern. 

Nachdem  wir  die  Verhältnisse  der  Grössen  ß  aus  diesen  Gleichungen 
bestimmt  haben,  ergiebt  die  Integration  der  Gleichung  (9.)  über  einen  be- 
liebigen Querschnitt  die  Differentialgleichung 

(n.)  ß.^n  +  ßo^  +  ■■■  +  ß.,-^^^o 

der  Periodicitätsmoduln  der  ABELschen  Integrale  erster  Gattung  als  Functionen 
von  |. 

6. 

Die  Ordnung  der  Differentialgleichung  (11.)  der  Periodicitätsmoduln  von 
J  kann  niedi-iger  als  2p  sein.  Wenn  nämlich  schon  u  + 1  (/i  <  2^)  von  z  un- 
abhängige Grössen  ß^,  ß^,  ■■■,ß^  sich  so  bestimmen  lassen,  dass 

H   (1.)  S^    =    ißoFo  +  ß.P^  +  ■■■+  ß,  ?u)  *'    =    -^^i^,  S), 

wo  3t (^,s)  eine  rationale  Function  von  {3,s)  ist,  alsdann  ist  auch 


ds   .  ,    d^s   _     d 


(2.)  ßo^  +  ^^  +  -  +  ß,^  -  ^5R(.-,s), 


wo  9i(^,s)  eine  rationale  Function  von  {z,s).     Die  Integration  der  Gleichung 
(2.)  über   einen  beliebigen  Querschnitt   ergiebt   also   die  Differentialgleichung 

(3-)  ^.n  +  Äf-  +  -  +  ^u^  =  o 
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von  der  jx""  Ordnung  für  die  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  /  als  Functio- 
nen von  |. 

Da  aus  der  Gleichung  (3.)  sich  ergiebt,  dass  die  Periodicitätsmoduln  von 

sämmtlich  verschwinden,  so  ist 

WO  9t, (^,  s)  eine  rationale  Function  von  {z,  s). 

I.  Es  ist  also  das  System  der  Functionen  /, -^t- ,  •  •  • ,  ^nr; — r-  dann 
und  nur  dann  ein  Fundamentalsystem,  wenn  die  niedrigste  Ord- 
nung der  Differentialgleichung  (3.)  ft  =  2p,  d.  h.  wenn  die  Glei- 
chung (1.)  für  nicht  weniger  als  ju.  + 1  =  2;;  + 1  von  z  unabhängige 
Grössen  ß,...,ß     erfüllbar  ist. 

In  dem  Falle,  dass  /,  -^,  •••,  ^tip-i  ^^^  Fundaraentalsystem  darstellt, 
folgt  wie  in  No.  1  Gleichung  (8.)  für  die  unabhängige  Variable  k,  dass  für 
ein  beliebiges  Integral  Q,  welches  nicht  logarithmisch  unendlich  wird, 

(5.)  Q  ^  c,j+c,^  +  -  +  a^_,-^  +  mi.,s), 

wo  die  Coefficienten   C  ähnlich  wie  dort  durch  die  Gleichungen 

(6.)  ^ße^d^ß)  =  (x,0)C,  +  iX,-i)C\  +  -  +  {l,2p-l)C,^_^ 

(i  =  0,l,...,2iJ-l) 

bestimmt  werden,  worin 

(7.)  (^''^)  =  2.^''"ö|^ör 

gesetzt  ist. 

Wenn  die  Integi'ation  in  (5.)  über  einen  beliebigen  Querschnitt  er-  [621 
folgt,  so  ergiebt  sich: 

(8.)  T=c,n  +  c,^^^  +  ...  +  c,^.,^^^, 

wo  T  jedesmal  den  mit  Fl  correspondirenden  Periodicitätsmodul  des  Integrales 
Q  bezeichnet. 
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Hieraus  folgt  in  Übereinstimmung  mit  früheren  Resultaten*): 

II.  Enthält  -s^  die  Grösse  £  in  demselben  Rationalitätsbereich 

dJ 
wie  -Q-,    so    drückt    die  Gleichung  (8.)    aus,    dass  T   mit   FI    zu   der- 
selben Klasse  der  in  Bezug  auf  die  Variable  |  gebildeten  linearen 
homogenen  Differentialgleichungen  gehört. 

Ist  z.  B.  ■/)  ein  von  |  unabhängiger  wesentlicher  Parameter  in  den  Coeffi- 
cienten  der  die  algebraische  Function  a"  von  z  bestimmenden  Gleichung 

(9.)  F{2,s)  =  0, 

und  ist 

alsdann  ist 

Demnach  folgt  aus  Gleichung  (8.)**): 

III.  Die  zur  Differentialgleichung  der  Periodicitätsmoduln 
der  Integrale  /  gehörige  Substitutionsgruppe  ändert  sich  nicht 
stetig  mit  y]. 


*)  Grelles  Journal,  Bd.  71,  S.  91 ;  Bd.  73,  S.  330.    Diese  Berichte  1888,  S.  1275 '). 
**)  Diese  Berichte  1888,  S.  1278 '). 


>)  Abh.  Vni,  S.  241,  Abh.  im,  S.  349,  Band  I  dieser  Ausgabe  und  Abli.  LIV,  S.  17  dieses  Budes.    B.  F. 
>)  S.  21  dieses  Bandes.    R.  F. 


ANMERKUNG. 


Änderungen  gegen  das  Original. 

S.  249,  Zeile  4  des  Textes  wurde  »auftretenden  Parametern«  hinzugefügt, 

„    254,  Gleichung  (5.)  (i  =  1,  2,  ...,  2^)  statt  (n  =  0,  1,  . . .,  2jp, 

„    256  wurde  in  den  Gleichungen  (2.)  und  (3.)   statt  des  Derivationszeichens  D  bezw.  D'  das 

Zeichen  D  bezw.  D|  gesetzt, 
„    257,  Zeile  11,  Gleichungen  (10.)  No.  1  statt  Gleichungen  (11.)  No.  1, 

„        8  V.  u.  wobei  die  statt  deren, 

„        7  V.  u.  dieser  DitFerentialgleichung  statt  derselben, 
„    258,      „        1  benutzt  statt  eingeschlagen, 
„    259,      „        8  V.  u.  von  der  statt  wovon, 
„    262,      „        1  wurde  »in  der«  vor  »Umgebung«  gestrichen, 

„        3  V.  u.  wurde  »eine«  eingefügt  und  »der  Gleichung  (2.)«  statt  derselben  gesetzt, 
„    263,  Gleichung  (5.)  Cj^-,  statt  C,j,.  R.  F. 


FucLs,  iilathein.  Wurko.     IIl.  34 


LXIX. 


ZUR  THEORIE  DER  SIMULTANEN  LINEAREN  PARTIELLEN  DIFFE- 
RENTIALGLEICHUNGEN . 

(Sitzungsberichte   der   Königl.   preussischen  Akademie   der  Wissenschaften   zn  Berlin, 
1898,  XVI,  S.  222— 233;  vorgelegt  am  17.  März;  ausgegeben  am  24.  März  1898.) 


Die  gegenwärtige  Notiz  knüpft  an  die  Untersuchungen  an,  welche  [222 
ich  seit  dem  Jahre  1888  in  verschiedenen  Mittheilungen  der  Sitzungsberichte*) 
veröffentlicht  habe.  Der  Ausgangspunkt  unserer  Untersuchung  ist  hier  von 
dem  früher  eingenommenen  dadurch  verschieden,  dass  ich  weder  über  die 
Natur  der  Coefficienten  der  vorgelegten  Differentialgleichung,  noch  über  die 
analytische  Bedeutung  der  Coefficienten  in  dem  Ausdrucke  der  Ableitung 
der  Integralfunction  nach  einem  Parameter  etwas  voraussetze.  Hiernach  be- 
schäftigen wir  uns  mit  einer  Klasse  von  zwei  simultanen  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  mit  zwei  unabhängigen  Variablen.  An  die  Stelle  der 
associirten  Differentialgleichung  (H.)**)  tritt  eine  allgemeinere  Klasse  von 
Differentialgleichungen,  von  welchen  die  erstere  ein  besonderer  Fall  ist.  Die 
im  Folgenden  ausgeführten  Entwickelungen  bilden  die  Grundlage  für  die 
analytische  Untersuchung  der  Integrale  einer  linearen  Differentialgleichung, 
deren  Coefficienten  von  einem  Parameter  abhängen  in  allen  Fällen,  sobald 
besondere  Voraussetzungen  über  die  Coefficienten  gemacht  sind.     Sie  gestatten 

*)  1888,  S.  1115,  1273;  1889,  S.  713;  1890,  S.  21;  1892,  S.  157;  1893,  S.  975;  1894,  S.  1117'). 
*•)  Sitzungsberichte  1888,  S.  1118»). 


1)  Abb.  LIV  S.  1,  LIX  S.  117,  LXn  6.  IG»  dies««  Band«».     R.  F. 
<)  B.  6  dieses  Bandes.     R.  F. 

34* 
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nicht  nur,  früher  gewonnene  Resultate  von  einem  neuen  Gesichtspunkte  aus 
herzuleiten,  sondern  sie  geben  auch  Gelegenheit  zu  weiteren  Resultaten,  wie 
ich  in  einer  späteren  Mittheilung  zeigen  zu  können  hoffe. 

Es  möge  bei  dieser  Gelegenheit  bemerkt  werden,  dass  sich  in  der  Mit- 
theilung in  den  Sitzungsberichten  188S,  S.  1284,  Gleichung  (15.)  bis  (21.)^) 
ein  Rechenfehler  eingeschlichen  hat,  welcher  den  dort  gegebenen  Beweis  be- 
einträchtigt. 

1. 

Es  seien  P{y),  M{y)  zwei  lineare  homogene  Differentialausdrücke,  deren 
223]  Coefficienten  Functionen  von  x,  von  der  Beschaffenheit  sind,  dass  M(y)P(y) 
für  eine  willkürliche  Function  y  von  x  ein  vollständiger  Differentialquotient 
werde.  Seien  P'{y),  M'{y)  die  zu  P{y)i  M{y)  bezüglich  adjungirten  Diffe- 
rentialausdrücke, so  ergiebt  sich  aus  den  Entwickelungen  (Sitzungsberichte 
1888,  S.  1273  — 74  ^j),  dass  auch 

yr{M{y)) 

ein  vollständiger  Differentialquotient  werden  muss,  wofür-  die  Identität 

(1.)  P'(M(2/))  +  3/'(P(j/))  -  0 

die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  ist. 

Aus  derselben  folgt,  dass  für  eine  Lösung  y  der  Gleichung 

(2.)  F{y)  =  0 

der  Ausdruck  M{y)  der  adjungirten  Differentialgleichung  genügt. 

Die  Gleichung  (1.)  ist  nur  erfüllbar,  wenn  die  Summe  der  Ord- 
nungszahlen von  P{y)  und  M{y)  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Setzen  wir 

(A.)  P{y)  =  j/""  +  p,  y'"-"  +  -+P„y, 

wo  y*  die  A*'  Ableitung  nach  x  bedeuten  soll,  und 

(B.)         »  Miy)  =  2[n„_,,„_,y"'-"+...  +  P,„,,,yl 

SO    muss    demnach    die    Ordnungszahl    der    höchsten    nicht    ver- 


>)  Abb.  Liy,  8.  27—28  diraes  Budes;  Tgl.  die  Anmerkung  4)  8.  71  dieses  Bundes.    B.  F. 
>)  Abb.  UV,  S.  15—16  dieses  Bandes.    B.  F. 
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schwindenden  Ableitung  in   31{j/)    die  Form    haben   ?»— I  — 2z,    wo    x 
Null  oder  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 
Sei 
(C.)     Z  =  f31{y)P(y)dx  =  JyF'{M{y))dx  ^  B{y,  M{y))  =  2„^  J?„^ 2/<" '2/^^\ 

WO  B{i(.,v)  einen  bilinearen  Ausdruck  von  u,  v  bedeutet,  dessen  Coefficienten 
sicli  rational  aus  den  Coefficienten  von  P(</)  und  ihren  Ableitungen  zusammen- 
setzen (vergl.  Sitzungsberichte  1888,  S.  1273*)),  und  wo  R„  solche  Functionen 
von  X  sind,  dass  die  Gleichung 

(D.)  ^  =  3I{y)P{y) 

für  jede  Function  y  von  x  befriedigt  wird.  Aus  (D.)  ergiebt  sich  zur  Be- 
stimmung der  R„  das  System  von  Differentialgleichungen 

dR^^  /a  ^  0  1  n—l\ 

WO  die  R  mit  einem  negativen  Index  durch  Null  zu  ersetzen  sind. 

Aus  Gleichung  (C.)  ergiebt  sich  der  folgende  Satz:  [224 

Sind  die  Coefficienten  von  P{y)  algebraische  (rationale) 
Functionen  von  :r  und  sind  von  einem  Lösungssysteme  i?^,  der 
Gleichungen  (E.)  die  Elemente  Äj_  ebenfalls  algebraische  (ratio- 
nale) Functionen  von  x,  so  sind  auch  die  übrigen  Elemente  alge- 
braische (rationale)  Functionen  von  x. 

2. 

Wir    wollen    nunmehr    voraussetzen,    dass    die    Coefficienten  p^^    in    P{y) 
ausser  von  x  noch  von  einer  anderen  Variablen  t  abhängen. 
Wir  differentiiren  die  Gleichung 

(1.)  P{y)  =  0 

nach  t  und  erhalten,  wie  in  den  Sitzungsberichten  1888,  S.  128  1^) 


\mr  öl  "     ^   ^  dl 


1)  Ebenda  S.  16  dieses  Bandes.    K.  F. 
9)  Ebenda  S.  24  dieses  liandes.    R.  F. 
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Wir  setzen -jetzt 

(3.)  ^  -  Ao2/  +  A.y'+--  +  A,„-.2/'"-"- 

Die  Diiferentiation  dieser  Gleichung  nach  x  ergebe  nach  Reduction  der 
Ableitungen  von  y  höherer  Ordnung  als  n  —  \  durch  die  niedrigerer  Ordnung 
vermittelst  der  Gleichung  (1.) 

(4.)  ^  =  i?.o2/  +  --  +  ^„,„-.2/"'-"- 

Substituiren  wir  die  Ausdrücke  (3.),  (4.)  in  Gleichung  (2.)  und  fordern, 
dass  das  Resultat  in  Bezug  auf  «/,  ^',  ...,1/'"""  eine  Identität  werde,  so  ergiebt 
sich  das  folgende  System    von  Diiferentialgleichungen   für  die  Functionen  D^^ 

(F.)  -~^  =  2),+,,,,  -  -D„,f,-.  + 1\-, D,, „_, ,  (für  «  < «-2) 

wo  die  Grössen  Z)  .  mit  einem   negativen  Index  durch  Null  zu  ersetzen  sind. 

3. 

Setzen  wir 

335]  so  folgt  zunächst  aus  -R^^  ==  jR^^ 

Aus  den  Gleichungen  (E.)  ergiebt  sich: 
*^  •''  ö;rö^    —  ö^  dt       ■^^''-'      0/       '^'^''-''      ö< 

Ferner  folgt  aus  (E.),  (F.),  (F'.) 
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Aus  (1.)  und  (2.)  folgt  demnach 

(H.)  ^  =  -w^^^_,-w^.,,,+p„.^w„_,^+p„_,w„,„_„  (;z5;;:;:;:;:;) 

welches  System  mit  (E.)  übereinstimmt. 

I.  Es  genügen  also  die  Functionen  W  demjenigen  Systeme 
von  Differentialgleichungen  in  Bezug  auf  die  Variable  x,  welches 
von  den  Functionen  i?      befriedigt  wird. 

Bezeichnen  wir  daher  ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen  der  Glei- 
chungen  (E.)  mit  R^^,  22^,  . . .,  <;,  wo 

(4-)  V  =  -^ — -, 

und 


T>H>      7J(l) 


,a  =  0,  1,  ...,»l-lx 

|3=0.1,...,n-l 

Vi  =1,2 V       I 


so  ist 

(J-)  w;,  =  c.2^2^+...+c.,E-,       (;=o;!;::;;::;) 

worin  die  Grössen  c^  von  x  unabhängig  sind.  Diese  Grössen  behalten 
für  alle  Combinationen  von  a,  ß  denselben  Werth,  haben  aber  im 
Allgemeinen  verschiedene  Werthe  für  die  verschiedenen  Lösungen 
D^^  des  Gleichungssystems  (F.),  (F'.)  und  für  die  verschiedenen 
Lösungen  jR^^  des  Gleichungssystems  (E.)  im  Ausdrucke  von  W  in 
Gleichung  (G.). 

i 

4.  [226 

Ehe  wir  unseren  Gegenstand  weiter  verfolgen,  schalten  wir  folgende  Di- 
gression  über  Systeme  von  linearen  Differentialgleichungen  mit  zwei  unab- 
hängigen Veränderlichen  ein. 

Sei 

(1.)  -^    =    «.■.^,  +  a,2^.+  ---  +  «.n'2'n-  (»=1,2,. ..,n) 

Es  soll  festgestellt  werden,  wann  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  dieses 
Systems  gleichzeitig  das  System 

dz 
(-'•)  -^  =  K  ^.  +  K  -%  +  •••  +  K  ^n  (t  =  1, 2, . . . ,  n) 

befriedigt. 
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Hierzu   ist    zunächst    die   nothwendige    Bedingung,    dass    die  Gleichungen 


(3.) 

identisch  erfüllt  sind. 
Ist 


da  ■        "  66  -        " 


/x  =  1, . . .,  n\ 


(.■  =  l,2,...,n) 

ein  Fundamentalsystem  von  (l.),  so  soll  (2.)  befriedigt  werden  durch 

(4.)  ^i  =  c,2,i  +  c,z,,  +  ---  +  c„z^,  («  =  1,2,...,«) 

wo  die  c,,Cj,  ...,c„  Functionen   bloss   von  t   sind.     Substituiren  wir   die  Aus- 
drücke (4.)  in  (2.),  so  erhalten  wir 


(5.) 


öc,  dc„        p  _ 


wo 


(6.) 

P,^- 

Es  ist 

(7-) 

dx 

»1 

=  2. 

-Pui    =    K^ul+---  +  K^,. 


öz.. 


dt 


(I,f.  =  l,2,...,n) 


dx 


oder  nach  (3.) 
(8.) 


dP. 


uX 


dx 


Hieraus  folgt 

(9.) 

Aus  (9.)  folgt 
(10.) 


=  2. 


dP,x 
dx 


d'z. 


ul 


dxdi 


Cxi  P.n  +  Cxi  P„,  +  •  •  ■  +  «;.„  P.,„. 


,uÄ  /  lu  '^  1/.    i    *  * '    •    fnu  *«Z ) 


227]  WO  y^„  von  .t   unabhängig.     Substituii-en  wir  die  Ausdrücke  (10.)  in  (5.), 
so  kommt 


(11.) 
Hieraus  folgt 
(12.) 


de  " 


=  CiyMi  +  ^«yM«+""  +  <^«>^' 
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Aus  diesen  Gleichunsren  bestimmen  sich  c  .  c^,  .. .,  c    als  Functionen  von  t. 
Ist 

s,o   S,-,   •••,   s„,  (•=  1.2,...,n) 

ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen  von  (12.),  so  ist 

(13.)  c,  ==*.£..  +  ■■•  +  S,  £„,,  (.•  =  1, 2, . . .,  n) 

wo  *,)  ^,)  •  •  •)  "^n  willkürliche  von  a;  und  t  unabhängige  Grössen  bedeuten. 
Es  genügen  demnach 

(14.)  Zi  =  ä, «(',..  +  ■■■  +  $„  W„,,  (i  =  1,  2, . . . ,  n) 

WO 

den  beiden  Systemen  (1.)  und  (2.)  für  beliebige  von  x  und  t  unabhängige 
Werthe  von  d^,  d^,  . . . ,  ö^^. 

5. 
Sei   eine    bestimmte  Particularlösung  D"*^  von  (F.),  (F'.)    gegeben,    so    ist 
jede  Lösung  des  Systems  (F.),  (F'.)  in  der  Form 

(1.)  D.^    =    D'^ji  +  J^aß 

enthalten,  wo  die  Grössen  E.  durch  das  Gleichungssystem 
dx 

öK 

bestimmt  werden. 

Sei   nunmehr    vorausgesetzt,    dass    eine   Lösung  .R      des  Systems  (E.)   der 
Gleichung 

(L.)  w':^  =  ^  +  ?'-  c^'',^  ^- + ^-  K^  =  0 

Genüge  leistet.  Dass  solche  Lösungen  J2^,  vorhanden  sind,  ergiebt  sich  [228 
daraus,  dass  für  die  Systeme  (E.)  und  (L.)  die  Bedingungen  der  Integrabilität, 
Gleichungen  (3.)  voriger  Nummer,  erfüllt  sind. 

Sei  E"L  E'^',  ...,E^^''^  ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen  des  Systems 
(K.),(K'.),  so  ist  nach  No.  3   Gleichung  (J.) 

Fuchs,  niuthsm.  Wurke.    III.  35 


(K)  ^    =    K^r.,-K,^-.+Pn-^K.n-.,  (cc  =  0,  1,  .  .  .,n-2) 

öE  '    « 
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(2.)  -^+i:AR,.?{^ii+DZ)  +  R.a{E%+iy^f)]  =  c;,fi-  +  .-  +  c„22-, 


wo    c^^   von   X   unabhängige    Grössen    bedeuten.     Aus    dieser   Gleichung   folgt 
wegen  (L.) 

(M.)  "f,  [R.,^  Et  +  R.,a  E%]  =  c,.  iJL'^  +  •  -  +  c,,  iJ- . 

Wir  bilden  diese  Gleichungen  successive  für  A  =  1 ,  2 ,  . . . ,  w*  und  multi- 
pliciren  die  zum  Index  A  gehörige  mit  einer  von  x  unabhängigen  Grösse  y^, 
addiren  sämmtliche  Gleichungen,  setzen 

(3.)  K^  =  y.  E^-  +  y,  £»  + . . .  +  y„.  E':p 

und  bestimmen  y,,  y,,    .  ■,  y„8  den  Gleichungen 

(4.)  y,  c,.,_  +  y,  c„  +  •  •  •  +  y„. c„. .,  =  0  (x  =  i,  2, . . ., ») 

gemäss,  so  ergiebt  sich 

(M'.)  '£  (ij.,  ^;„ + R^.  K,)  =  0.       (;  z  i ;;  • ;  •;;;:;) 

Die  Functionen  E\  enthalten 

-                   ,      «(w  +  l)  w(m  — 1) 

«'  —  V  =  n ^ — -  =  — ^^ — - 

von  X  unabhängige  willkürliche  Grössen  linear  und  homogen. 

6. 

Um  die  Abhängigkeit  der  Functionen  J5'  von  den  willkürlichen  Grössen 
besser  hervortreten  zu  lassen,  setzen  wir 

w  2i^x,^.  = «.,.  (;=o;;::::;::;) 

Hierdurch  gehen  die  Gleichungen  (M'.)  über  in 

«— i 


(a  =  0,l,...,n-l) 
\?  =  0,l,...,n-l' 


'  0 

S.,E«„£;„   =   0.  (a  =  0,l,...,«-l) 

0 

229]  Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (N.)  nach  x  ergiebt  sich  mit  Hülfe 
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der  Gleichungen  (E.),  (K.),  (K'.) 


da, 


(0.) 
Sei 


■<■? 


dx 


=     -«.,;,-.  -««-!,>  +F„-^  «„,„-.  +A-.  «„-.,,*,       I  /^  jj_'..,_„_l\ 

=  0.  )  V=o!...!«-i/ 


A  = 


■Boo  -ßio  •  •  •    -ßn-i.o 

^'o.n-l    -'M.n-l     •  •  •    -'^n-l.n-l 


und  Q^  die  zu  J2.^,  gehörige  Unter determinante  der  Determinante  A. 
Die  Gleichungen  (M'"'.)  ergeben  alsdann 


(P-) 


'^-^ia    =    S|iPx/*fV 


/x  =  0,l,...,n-l\ 
U  =  0,l,...,n-l/ 


Die  allgemeine  Lösung  des  Gleichungssystems  (O.)  enthalt  ^  ~  '  willkür- 
liche Constanten.     Daher  ergiebt  sich  das  folgende  Resultat: 

Ist  A  von  Null  verschieden,  so  liefern  die  Gleichungen  (P.) 
die  Werthe  der  Functionen  E\,  wenn  in  denselben  für  a  ^  die 
allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (O.)  gesetzt  wird. 

Aus  den  Gleichungen  (E.)  folgt 


"? 


n— i  n— 1 


äi?; 


Da  R^^  =  R^^  und  folglich  auch  g^^  =  g^^,  so  folgt 

Sx  Pix -ßi-i,  X   =   Oj      S-iPx-i-^x-1,-1   =   0> 

Sii^n-;!  SxP-ixJ^Vi.x  =  1^1^; 


folglich 

(Q-) 
Sei 

(2.) 


ÖA 
dx 


=  2p,  X 


E^      E,,       . . .  £,,„. 


£    _         -^10  -^I» 


-HJ„_,,o    ^„_,,, 


E, 


-'n-i.n-i    I 


36* 
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230]    Bezeichnen  wir  mit  e^  die  zum  Elemente  E^  gehörige  Unterdeterminante 
von  E,  so  folgern  wir  aus  den  Gleichungen  (K.),  (K'.) 


dx 


dE,., 


n— 2   n-i 


Sa  Sx e,., ^  =  S*  Sx eu [Eu^.. "  -E^v,.-.  +  Pn-.  E,,„_,] 


0  ö 

n— 1 


+  2xe„-. 


^n-l.v.-l  +  ^n-l,n-ll^,i-%-'E>Pl^n-l,Y 


n—l     n— 1 


Nun  ist 
S.Sv-eix-E';.,x-,  +  Sxe„-,,v.^„-.,x-  =  S.Sxe,.,-^.,x-.  =  Sx  S;ie«-E';i.x-.  =  0> 

0  0  0  0  t 

»—2  n-1 
0        0 

S/SxiJn-xe-lx-^^n-.  +  -2^n-.,n-.Sxi'n-xe„-..x    =    2/.  Sx  i^n-x  «Ax -K;.,„-. 

0  0  U  0  0 

n—l  n— i 

=    l.v.Pn-y.'Eie^v^Ei.r.-t    =i^.E. 


n-i    n-i 


«  n—l 


ÖE 


Endlich  ist 

'ElPlIiv.^n-i.y.K-l.A    ^  Pi^, 

folglich 

Bezeichnen  wir  mit  E'  die  Determinante,  welche  entsteht,  wenn  wir  in 
E  an  Stelle  von  E  die  speciellen  Functionen  E'^^  treten  lassen,  so  ergeben 
die  Gleichungen  (P.)  mit  Rücksicht  darauf,  dass  R^^  =  R^^  im.d  folglich  auch 

(S.)  A»E'  =  A"-M, 


wo 


(4.) 


«10        «n 


Aus  den  Gleichungen  (M™.)  folgt 

Es  folgt  also  aus  Gleichung  (S.) : 

Für  eine  ungerade  Ordnungszahl  n  der  Differentialgleichung 

231]   (6.)  P(y)    =    0 
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ist  identisch  entweder 

(7.)  A  =  0, 

oder 

(7a.)  E'  =  0. 

Da  sich  aus  den  Gleichungen  (Q.),  (R-)  ergiebt 

,      .  /''2p.  dx 

(8.)  ^  =  ye^  '^     , 

wo  y,  d  von  x  unabhängige  Grössen    bedeuten,    so    muss   nach  Gleichung  (S.) 

(9.)  Ä  =  yde-^''^'^^'' 

sein.     In    der  That    folgt    auch    mit  Hülfe    der  Gleichungen  (O.)    direct,    dass 

(10.)  Ä  =  cV^''^*', 

wo  C  von  X  unabhängig. 

Aus  den  Gleichungen  M"'  ergiebt  sich  auch 

(F.)  ^         K'-R.;,  =  'E^xc««^. 

Da  R,^^  ==  i2^.^,  so  folgt  aus  (P'.) 

(11.)  |„(«.„v-^.««-.)  =  0.        (;r  j;;:;:;::!) 

7. 
Wir  setzen 

(1-)  R..n-^y"'-"+yKn-^y'"~''+■■■  +  Ii,no!/   =   ««»,        (»«  =  0,1,.,.,«-!) 

wo  R^g  Lösungen  der  Gleichungen  (E.)  und  y  irgend  eine  Lösung  der  Gleichung 

(2.)  Piy)  =  0 

bedeutet. 

Nach  No.  1  ist  w„_,  ein  Integral  der  zu  (2.)  adjungirten  Differentialgleichung. 


Wir  erhalten  unter  Benutzung  der  Gleichungen  (E.) 

dx 


(T.)  %-    =    -  '"».-.  +  Pn-,.  '<^«-.  >  ('"  =  0,  1,  ...,«- 1) 


wenn  wir  n'_^  =  0  setzen. 
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232]    Ist 

(3.)  A   =   0, 

SO  ergeben  sich  aus  (1.)  zwischen  w^,  u\,  ...,  Ji\_^   die  Relationen 

(4.)  Po/.2''o+P,x"i  +  ---  +  Pn-..y."n-,    =    0.  (x  =  0,  1,  . . . , «-!) 

Sind  insbesondere  die  Coefficienten  p^  rationale  Functionen  und  die 
Functionen  JR^^  in  Gleichung  (1.)  rationale  Lösungen  von  (E.),  so  folgt 
aus  dem  Umstände,  dass  jede  Ableitung  von  tv  nach  x  eine  lineare  homogene 
Function  von  w^,  ...,  w^_^  mit  rationalen  Coefficienten  ist,  aus  Gleichung  (3.), 
dass  schon  zwischen 

dw„  a"-'  Zt.- 

w      — —    •  ■  ■     ~ 

"'    dx  '      '    ax"-' 

eine  lineare  homogene  Relation  mit  rationalen  Coefficienten  stattfindet.  Ins- 
besondere ergiebt  sich  dann,  dass  die  zu  (2.)  adjungirte  Difi'erentialgleichung 
und  folglich  auch  die  Difi'erentialgleichung  (2.)  reductibel  ist. 

Wenn  wiederum  die  Grössen  R^^  den  Gleichungen  (L.)  genügen,  so 
ergiebt  sich  nach  Gleichung  (4.)  Xo.  2 


ö«<'«  _  V  Tr.     öy'^'  ,  .,i,  dR. 


=  S  f  ^«^  Sx  ^ix  y'"  -T  Sx  (^-xi  ^;°:  -  ^x»  2)2)1. 

u        L  0  0  J 


Der  Coefficient  von  y^-^  in  dieser  Summe  ist: 


=  -l,ol,.ii.oDZy''\ 


also 

ät 
woraus  sich  ergiebt 

Durch  Vergleichung  der  beiden  ^Yerthe  von  ^  'l"  ,  welche  aus  den 
Gleichungen  (T.)  und  (T'.)  unter  Zuhülfenahme  der  Gleichungen  (E.),  (F.), 
(F'.)  erhalten  werden,  ergiebt  sich  die  Relation: 

(^•)  "faCexa'^a.-e.aa^J    =    0,  (x  =  0,  1,  ...,»- 1) 

0  ' 

welche    wir  bereits    in    voriger  Nummer  Gleichung  (11.)    unmittelbar  aus  den 
Gleichungen  (P.),  (P'.)  hergeleitet  haben. 
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Nach  Gleichung  (C.)  ist  [233 

(5.)  Z  =  w„_, »/'"-"  +  tv„_,y'''-"  +--  +  uj,y. 

Die  Differentiation   nach   x   unter    Benutzung    der    Gleichungen  (T.)    und    der 
Gleichung 

(6.)  P(y)  =  0 

ergiebt,  wie  es  sein  muss, 

Differentiiren  wir  die  Gleichung  (5.)  nach  t,  und  wenden  hierbei  die  Gleichung 
(4.)  No.  2,  ferner  die  Gleichungen  (T'.)  und  (6.)  an,  so  ergiebt  sich  auch 

(,a.)  f  =  0. 


ANMEEKUXGEX. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

S.  269,  Zeile  5  t.  u.  noch  von  statt  von  noch, 

„    271  zwischen  (4.)  und  (J.)  E'^i  =  Ufa  statt  Baß  =  R^a, 

Zeile  14  unabhängig  sind  statt  unabhängige  Grössen  bedeuten. 
„    273  vor  bezw.   nach  den  Gleichungen  (K.),  (K'.j  Zeile  12  bezw.  9  v.  u.   wo  die  Grössen 
Eai  bestimmt  werden  statt  wo  Ea^  bestimmt  wird, 

Zeile  3  u.  4  v.  u.  die  Bedingungen  erfüllt  sind  statt  die  Bedingung  erfüllt  ist, 
„    276,      „      1  Elemente  statt  GUede. 

2)  Ztir  vorstehenden  Arbeit  erlaube  ich  mir  einige  Bemerkungen  zu  machen,  die  mir  geeignet  erscheinen, 
zur  Klärung  des  hier  gegebenen  Fonnelsystems  beizutragen. 

Setzt  man 


(«•) 


V 


D 


Vn 


yjp-l. 


/^  =  0,...,«-l\ 
\,.u  =  l,...,n      ) 


wo  D  =  D{yi,y^,  ...,y„)  die  Determinante  von  yi-y^,  ..-jyn  ist,  so  ist 


//J  =  0,...,n-1. 
l»  =  l,..,w       ' 


Qj.       =    ~",l+l.u+2'n-^"n-l,,u, 

WO  |)y  die  Coefficienten  von  (A.)  der  Xo.  1  sind,  und  j/,,  j/j,  ...,  y„  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
dieser  Gleichung  darstellen. 

Bildet  man  nun  die  Ausdrücke 


(y) 


■Ra*   =   S*  Su  "xu  "a*  «i.  > 


/«  =  0,1 n-lv 

\^  =  0,l,...,n-l/ 


SO  genügen  die  Grössen  ij^^  den  Gleichungen  (E.)  der  No.  1,   wenn  die  Grössen  Ci;_  von 
X  unabhängig  gewählt  werden. 

Soll,  wie  in  Xo.  1,  R^^  =  i?^^  sein,  so  muss  c,-^  =  c-^i  genommen  werden. 

Genügen  yi,yi,  ■■.,yn  den  Gleichungen  (4.)  der  Xo.  2,  so  ist 


6t 


n-l  j      p2) 

o  u    at 
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■weil  aber 

(S.)  -^-|^  =  ■öoo  +  Ai+--+-D„-.,n-,, 

so  folgt 

U^  '  ^''^^  -  -V  D  .u.  (ß  =  0,l,...,n-l\ 


Die  Grössen  W„o  der  Gleichungen  (G.)  No.  3  werden  also  zu  Folge  (y.)  und  (z.) 
dt 


»1     H      s„  n~i  n-i 

W„i,  =  V .  V,  ^  «„ .  Uj,.^  -  Sx  [-B/.^  Bx«  +  -By.«  -Dx|i]  +  Sx  [Ry.ß  -Dx«  +  J?xa  I^x^], 


d.h. 


(CO  >f^a,*=-S.|:x-^«a.«^X- 

Aus  (C)  ergeben   sich   aber  sofort  die  Gleichungen  (H.)  und  der  Satzl  der  No.  3. 

Die  Gleichungen  (Ü.)  lehren  weiter,  dass  die  Gleichungen  (L.)  derNo.  5  dann  und 
nur  dann  bestehen,  wenn  die  Grössen  c,y  in  (y.)  von  t  unabhängig  gewählt  werden. 

Die  Gleichungen  (K.)  und  (K'.)  der  No.  5  werden,  wie  die  Differentiation  nach  x  mit  Be- 
nutzung von  (ß.)  zeigt,  befriedigt  durch  die  Ausdrücke 

M  K,  =  M,ä^y^'^u,n  Cii;:;;:;;;;:S)  • 

wo  wiederum  d,y,  beliebige  von  x  unabhängige  Grössen  sind. 
Nun  ist 

liyfi»!ii  =  0,    wenn  cc  §  ß, 

V.y<'0,,„,=    1, 


also  folgt 

n— 1  H      u 

(*■)  Caß  =  Sx-Bxj-S^xa  =  2iSu^;.u«a;iM«u, 

0  '  1       1  ■ 

wenn 

n 
1 

gesetzt  wird. 

Die  Grössen  a„ji  genügen  also  den  Gleichungen  (E.)  der  No.  1,  woraus  die  Gleichungen 
(0.)  der  No.  6  ihre  Erklärung  finden. 

Damit  a^g  =  —  a^^  und  a„„  =  0  werde,  muss 

('■)  «i«  =  -ä,a,    6u  =  0 

genommen  werden. 

Für  die  zu  den  Grössen  E'a^  (Gleichungen  (8.)  der  No.  6)  gehörige  Substitution  (rf.^ )  folgt  also 

(^.x)  =  (c,x)(''.x) 
oder 

('Vx)  =  fex)-'(ö.x). 
Da,  wegen  (t.),  die  Zahl  der  Grössen  d,.^    ^  ^ ' ~  '  ist,  so  enthalten  die' Grössen  ^^^ ,  wenn  die  Gleichungen 
(M'.)  der  No.  5  bestehen  sollen,  in  der  'I'liat  ^(^-J.  willkürliche  Constanten. 
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Aus  (a.)  folgt 


Also  ergeben  die  Gleichungen  (y.) 


ANMERKUNGEN. 


...      Mo; 

.  .  .    M„ 


*n-l,l    "n-1,2 


''n— l,n 


(X.) 


A  = 


2^0 


•Kn-1,0 
•"n-l,  1 


1 


■"O.n— 1   -"l.n— 1    ■••   -^n— l.n— 1 

d.  h.  also  sofort  die  Gleichungen  (Q.)  und  (8.)  der  No.  6. 
Weiter  ergiebt  die  Gleichung  (8.) 


D 


Cjj  Cf j   . . .  c,„   I 


Cnl    C- 


lC<xl 


und 


(1.) 


(f^) 


''n-l.o     *n-l, 


£: 


"o,  n-l 
«l,n-l 


■Kb-i,t.-i 


I 


_    l«.-xl 


also  die  Gleichung  (R.)  der  No.  6. 

Zum  besseren  Versti'ndniss  der  No.  7  ist  zu  beachten,  dass 

n-l  n-l     >i     H  n  n 

u  Uli  1  I 

Setzt  man  also  in  den  Gleichungen  (1.)  der  No.  7 

(v.)  y  =  Ciyt  +  Cty,  +  --  +  c„y„, 
so  wird 

(q.)  rCm  =  dl  "mi  +  äa  «„.j  +  ■  ■  ■  +  d„u, 


i 


(m  =  0, 1,  ...,n-l) 


gesetzt  wird. 

Da  die  Grössen  c,x  wegen  des  Bestehens  der  Gleichungen  (L.)  der  No.  5  (Vgl.  ;C-!)  von  t  unabhängig 
sind,  so  lehren  die  Gleichungen  (e.)  in  Verbindung  m't  {v.)  und  (p.),  dass  die  Gleichungen  (T'.)  der 
No.  7  nur  dann  richtig  sind,  wenn  die  Griissen  c,  in  (»>.)  von  t  unabhängig  gewählt 
werden. 

Dann  aber  ergiebt  sich  für  Z  (Gleichung  (5.)  der  No.  7) 


(=•) 


z  =  sL  i.-  2/.  (>.  cx  vT  «<r  =  S(  c,  di, 

0         I        I  1 


a  7  r)  7 

was  unmittelbar  -=—  =  0  und  ^r—  =  0  zur  Folge  bat. 
ax  dt 


R.  F. 


LXX. 


ZUR  THEORIE  DER  ABELSCHEN  FUNCTIONEN. 

(Sitzungsbericlite   der  Königl.   preussischen  Akademie   der  "Wissenschaften   zu  Berlin, 
1898,  XXXIV,  S.  477—486;  vorgelegt  am  7.  Juli;  ausgegeben  am  14.  Juli  1898.) 


Die  gegenwärtige  Notiz  knüpft  an  eine  Untersuchung  an,  welche  ich  [477 
in  den  Sitzungsberichten  der  Akademie  vom  Jahre  1888  an')  über  die  Periodi- 
citätsmoduln  der  hyperelliptischen  IntegTale  angestellt  habe.  Bilden  y^iV^i  •■■iy^ 
ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen  der  Differentialgleichung  (G.),  welcher 
die  Periodicitätsmoduln  eines  Integrals  erster  Gattung  als  Functionen  eines 
Verzweigungswerthes  x  genügen,  und  sind  y[i  y[i  ■■■■,y[p  die  Ableitungen  der- 
selben nach  x^  alsdann  sind  die  Fvinctionen  y^y'i  —  yiy[  Lösungen  einer  Diffe- 
rentialgleichung ^(2j?  — 1)'"  Ordnung  (H.),  welche  wir  nach  einer  später  ein- 
geführten Bezeichnungsweise  *)  die  1p  —  2'°  Associirte  der  Gleichung  (G.)  nennen 
wollen. 

In  der  oben  bezeichneten  Untersuchung  führte  ich  für  den  Fall  der  ultra- 
elliptischen Integrale  (jo  =  2)  aus,  dass  die  Gleichung  (H.),  welche  in  diesem 
Falle  sechster  Ordnung  wird,  reductibel  sein  muss,  indem  ich  unter  Zu- 
hülfenahme  der  Sustitutionsgruppe  der  Gleichung  (G.)  nachwies,  dass  die 
Gleichung  (H.)  eine  rationale  Lösung  besitzt**). 


*)  L.  Schlesinger,  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.    2.  Theil,  S.  127, 
Leipzig  1897. 

*♦)  Vergl.  Sitzungsberichte  1889,  S.  713  ff.«). 


1)  Abb.  LIV,  8.  1  ff.  dieses  Bandes.    R.  F. 
«)  Ebenda  8.  34  ff.    R.  F. 

36* 
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Später  ist  für  die  allgemeinen  hyperelliptischen  Integrale  erster  Gattung 
derselbe  Satz  bewiesen  worden*),  indem  ebenfalls  durch  Anwendung  der  von 
mir**)  aufgestellten  Substitutionsgruppe  der  Gleichung  (G.)  die  Existenz  einer 
rationalen  Lösung  der  2;j-2*"'  Associirten  der  Gleichung  (G.)  erhärtet  wird***). 
Daselbst  t)  wird  überdies  der  explicite  Ausdruck  dieser  rationalen  Function 
entwickelt. 

In  meiner  oben  erwähnten  Untersuchung  habe  ich  weiter  für  p  ^^  2  aus- 
478]  geführt,  dass  die  Reductibilität  der  genannten  Associirten  die  Weier- 
STRASsschen  Relationen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  hyperelliptischen 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  liefert  tt).  Das  Gleiche  findet  für  einen 
beliebigen  Werth  von  p  statt ttt). 

Bedeutet  aber  (G.)  die  Differentialgleichung  2j«*"  Ordnung,  welcher  die 
Periodicitätsmoduln  eines  allgemeinen  AßELSchen  Integrals  erster  Gat- 
tung genügen?),  und  (H.)  die  2^j  — 2'°  Associirte  von  (G.),  so  ist  die  Unter- 
suchung der  letzteren  nicht  auf  demselben  Wege  ausführbar,  so  lange  nicht 
auch  für  den  allgemeinen  Fall  der  Periodicitätsmoduln  der  ABELschen  Integrale 
die  Substitutionsgruppe  der  Gleichung  (G.)  aufgestellt  ist. 

Ich  will  nun  in  der  folgenden  Note,  zeigen,  wie  man  jetzt  ohne  Kennt- 
niss  dieser  Substitutionsgruppe  aus  der  Bestimmungsweise,  welche  ich 
für  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  der  Periodicitätsmoduln  der 
ABELschen  Integrale  entwickelt  habe§§),  unmittelbar  und  auf  -siel  einfachere 
Weise  für  den  allgemeinen  Fall  der  AsELschen  Integrale  nachweisen 
kann,    dass    die    2p  — 1^^  Associirte    von  (G.)  eine  Lösung  besitzt,   welche    mit 


*)  Von  meiueni  Sohne  Richaed,  in  seiner  im  CRELLEschen  Journal,  Bd.  119,  abgedruckten  Inau- 
guraldissertation, welche  ich  im  Folgenden  mit  R.  F.  bezeichnen  werde. 
**)  Creliäs  Journal,  Bd.  71,  S.  100  ff. '). 
***)  R.  F.  S.  4-7. 
t)  R.  F.  S.  7-12. 
tt)  Vergl.  a.  a.  0.  S.  717  2). 
ttt)  Vergl.  R.  F.  S.  12-17. 

§)  Vergl.  Grelles  Journal,  Bd.  73,  S.  329  ff. '). 
§§)  Sitzungsberichte  1897,  S.  608  ff.  *). 


1)  Abh.ym,  S.  251-262,  Band  I  dieser  Ansg.ibe.    R.  F. 

2)  Abb.  LIV,  S.  39  dieses  Dandes.    R.  F. 

S)  Abb.  XIII,  S.  349  IT.,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
•1,1  Al.b.  LXVUI,  S.  249  ff.  dieses  Bandes.     R.  F. 
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den  Coefficienten  von  (G.)  zu  demselben  Rationalitätsbereiche  gehört  (also 
auch  reductibel  ist).  Der  Nachweis  wird  eben  dadurch  geführt,  dass  eine 
solche  Lösung  unmittelbar  aus  den  für  die  Coefficienten  von  (G.)*)  aufge- 
stellten Gleichungen  zu  entnehmen  ist. 

Wir  zeigen  alsdann,  dass  die  Relationen,  welche  die  Reductibilität  aus- 
drücken, zu  den  RiEMANNschen  Relationen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln 
der  AßELSchen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  führen. 

1. 

Wir  betrachten  ein  System  von  Differentialgleichungen: 

(A.)  -^  =  «,.2/. +  «,2«/, +  •••  +  «■»  2/,.,  (i=i,2,...,n) 

wo  mit  «j.  gegebene  Functionen  von  x  bezeichnet  werden. 

Wir  bezeichnen  mit  %,,  y;.^,  •••)%„  (^  =  1»  2, . . .,  m)  ein  Fundamentalsystem 
von  Lösungen  desselben  und  setzen 

(B-)  VikV^i-ViiVt^k  =   %, 

so  dass  [479 

Ulk   =    -  %.        «it    =    ^' 
(fiA)  (^11)         OJ.)  „ 

Aus  (A.)  ergiebt  sich  dann: 

(2.)  -^    =    S«  %a  MaJ  +  S.  «i.  W,„ . 

Es  genügen  daher  die  Grössen   ti^  für 

A  =   1,  2,  ...,  w;     ft  =   1,  2,  ...,n 

dem  Systeme  von  Differentialgleichungen: 

dv  **  " 

worin  k  =  1,2,...,«;  /  =  1,  2, . . .,  n 

Vik  =  -Vu,     v^^  =  0. 

■ » 

*)  In  den  Sitzungsberichten  1897,  S.  615 '). 


1)  Abb.  LXrni,  S.  267  diosos  Bandos.    B.  F. 
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Hat  insbesondere  das  System  (A.)  die  Form 


(K) 


dx 


=  y,, 


dy^  _ 


dx 


dx 

(lyn 

dx 


=  y„ 


yo2/i  +  r.2/,  +  ---  +  /'B-ij/ni 


d.h.  in   dem  Falle,   wo  2/„)  ^2,)  •  •  •)  2/„,   ^^^  Fundamentalsystem   von  Lösungen 
der  Differentialgleichung  w'*'  Ordnung 


(D.) 


d"y  d"-^y  dy 


■7n-> 


dx"      '"-'  dx"-' 
ist,  so  nimmt  das  System  (C.)  die  Gestalt  an: 


(C..) 


worin  wieder  v^^  =  —  r,;:  % 


480] 


dt'; 

= 

^'i+l,i   +  ^'k,l+l1 

(k  =  l,2,. 
[1=1,2,. 

.,«-l\ 
.,n-l) 

dx 

dx 

= 

n— 1 

ü 

(lc  =  1,2,. 

.,n-l) 

dx 

= 

n-l 

^n,l+l  +  ^111  Ym  '-'m+l.il 

0 

(2=1,2,.. 

.,n-l) 

=  0 

zu 

setzen  ist. 
2. 

Sei 
(1.) 


J  =z  jsdz 


ein  AsELSches  Integral    erster  Gattung*),   so   genügen  die  Periodicitätsmoduln 
desselben  der  linearen  Differentialgleichung: 


(D.-) 


wo   a;   einen  Verzweigungswerth   der  RiEMANNSchen  Fläche    bedeutet,   und   wo 


*)  Verpl.  Sitzungsberichte  1897,  S.  609 '). 


>)  Abh.  LXTm,  S.  260  dieses  Bandes.    B.  F. 
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die  Grössen  ß^  durch  das  System  von  Gleichungen 

(E.)  (A,n)  +  ^„_,(A,M-l)  +  .--  +  ^,(A,l)  +  ^„(A,0)  =  0       (1  =  0,  l,...,n-l) 

bestimmt  sind*),  wenn  wir 


(A.f») 


Res 


(F.) 
setzen**). 

Das  System  (A^.)  wird  in  unserem  Falle 

dl/, 


(A,.) 


dx 
dx 

dx 
dx 


=  V>, 

=  -ßoy^-ß,'j. 


■ßn-.Vn- 


(Au) 


Es  genügen  also  für  diesen  Fall  die  Grössen  «<,,,  welche  in  voriger  Num- 
mer definirt  worden  sind,  dem  Systeme  von  Differentialgleichimgen: 

/      dv,,_ 


^i+l,I   +  ^*,i+l> 


dx 
dx 


^'n,'+l         ^m  Pm^m+l,l> 


/fc=l,2,...,n-l\ 
\l  =  l,2,...,n-l) 

(A;=l,2,...,n-1) 
{2  =  1,2,...,«-!) 


worin  wiederum  i;,^  =  —  tJ^j,  %  =:  0  zu  setzen  ist 
Nun  ist***) 

Ö(A,.«) 


[481 


(G.) 


dx 
a(A,  n-1) 
dx 


(A  +  l,ft)  +  (A,ft  +  l), 

(A  +  i,«)_2„.^„.(A,;h), 
-(A,^);     (A,A)  =  0. 


*)  Sitzungsberichte  1897,  S.  615,  Gleichiiogen  (6.)  >). 
**)  A.  a.  0.  S.  611,  Gleichung  (9.)-). 
***)  A.a.O.  S.614,  Gleichung  (2.);  S.  615,  Gleichung  (6.);  S.6U,  Gleichung  (16.)  und  Gleichung  (16a.)>). 


1)  Abh.  L.\\T[I,  S.  257  dieses  Bandes.    R.  F. 

2)  Ebend»  S.  253.    R.  F. 

»)  Ebenda  S.  256,  257.    R.  F. 
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Durch  Vergleichung  der  Systeme  (0,.)  und  (G.)  ergiebt  sich  also: 
I.    Die  Gleichungen  (C^.)  besitzen  die  Particularlösung 

(H.)  ,^_  (;,_i^;_l)^ 

welche  von  der  AVahl  des  Fundamentalsystems  von  Lösungen 
^n>2'».>  •••)2/„,  der  Gleichung  (D,.)  unabhängig  ist. 

Die  Grössen  (A,ft)  sind  nach  den  Gleichungen  (F.)  algebraische  Functio-- 
nen  von  x,  während  die  Grössen  ß^,  nach  den  Gleichungen  (E.)  zu  demselben 
Rationalitätsbereiche  wie  (A,  /t)  gehören. 

Die    Anzahl    der  'in    den    Gleichungen    (C,.)    auftretenden    verschiedenen 
Grössen  v,^  ist     • 

(2.)  0  =  ^^^  =  pi2p-l). 

Aus  denselben  Gleichungen  folgt  durch  Differentiation  nach  x 

(3.)  -^  =  S«^«^«. 

wo  -4y  mit  ß^  zu  demselben  Rationalitätsbereich  gehörige  algebraische  Func- 
tionen von  X  sind.  Wird  successive  m  =  i,  2,  . . .,  a  gesetzt,  und  werden  aus 
den  entstehenden  Gleichungen  alle  v^  mit  Ausnahme  von  v^^  eliminirt,  so  er- 
giebt sich  für  V      eine  Differentialgleichung 

deren  Coefficienten  P^  mit  ß^  zu  demselben  Rationalitätsbereich  gehören. 
Aus  I.  folgt  nunmehr: 
IL    Jede  der  Differentialgleichungen  (J.)  besitzt  je    ein   alge- 

braisches  Integral  v  .  =  («— 1, /3  — 1),  welches  mit  ß^,  also  mit  P^  zu 
demselben  Rationalitätsbereich  gehört;  jede  dieser  Differential- 
gleichungen ist  also  reductibel. 

Die  in  der  Einleitung  definirte  Associirte  (n  —  2)^'  Ordnung  unserer  Diffe- 
rentialgleichung (D,.)  wird  aus  (J.)  für  a  =  I,  ß  =  2  erhalten: 

48^]  (J.)  ö^  +  ^.i^  +  -  +  ^^^'  =  ^- 
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Derselben  genügt  nach  dem  Satze  II. 

(4.)  f.,  =  (0,1)  =  -(1,0)  =  -^Res-gj. 

Nach  den*)  gemachten  Voraussetzungen  ist  in  der  Umgebung  von  z  ^^  x 

fsdz  =    2  {z-xf  '^,(x)  +  ---- 

Da  für  (A,fi)   die    einzige  Kesiduenstelle    die  Verzweigungsstelle  z  =  x   ist,   so 
folgt 

(6.)  (0,1)  =  -o„(a;). 

Für  die  hyperelliptischen  Integrale  ist  beispielsweise 

(7.)  s  =  (^-a;)-nW~% 

wo 

^(z)^  [z-\){z-\)...{z-k;), 

also 

(8.)  (0,.l)  =  ^ 


^(^) 

Die    1p  — 1^'  Associirte    der   Differentialgleichung    der   Periodicitätsmoduln    der 
hyperelliptischen  Integrale  besitzt  also  das  rationale  Integral  tttT)  ®^  Resultat, 
welches  bereits  in  der  Einleitung  erwähnt  worden  ist**). 
Da  aus  den  Gleichungen  (C^.)  gefolgert  wird 

(K.)  .,  =  :B„.„^  +  £,_^  +  ...  +  5,_.^^, 

(«)  (",*) 

wo  Bj  mit   den  P^    zu    demselben  Rationalitätsbereiche   gehörige    algebraische 

Fimctionen  von  x  sind,  so  ergiebt  sich: 

ni.    Die   Differentialgleichungen    (J.)    gehören    sämmtlich    zu 

derselben  Klasse,   in    dem  Sinne,   welcher   dieser  Bezeichnung  in 

meinen  früheren  Untersuchungen***)  beigelegt  worden  ist. 


*)  In  den  Sitzungsberichten  a.  a.  0.  S.  609 '). 
**)  Vergl.  R.  F.  S.  12,  Gleichung  (IS.). 
***)  Vergl.  Sitzungsberichte  1888,  S.  1275  ^). 


I)  Abh.  LXTm,  S.  250  dieses  Bandes.    B.  F. 
>)  Abh.  UV,  S.  17  dieses  Budes.    R.  F. 
Fuchs,  matliora.  Worko.    III.  37 
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Die  Sätze  II.  und  III.  bilden  also  die  Verallgemeinerung  der  in  der  Ein- 
483]  leitung  erwähnten  Sätze  über  die  zu  den  DiflFerentialgleichungen  der  Peri- 
odicitätsmoduln  der  hyperelliptischen  Integrale  gehörigen  Associirten  auf  die 
Associirten  derjenigen  Differentialgleichungen,  welchen  die  Periodicitätsmoduln 
der  allgemeinen  AsELSchen  Integrale  genügen.  Der  Beweis  dieser  Sätze  ist 
ohne  Zuhülfenahme  der  Gruppe  der  Differentialgleichung  der  Periodicitäts- 
moduln erbracht,  indem  direct  aus  der  Gestalt  der  Associirten  die  rationalen 
Lösungen,  welche  denselben  genügen,  hergestellt  wurden.  • 

3. 

In  meiner  erwähnten  Notiz*)  habe  ich  bereits  darauf  hingewiesen,  dass 
die  von  Weierstrass  zuerst  hergeleiteten  Relationen  zwischen  den  Periodi- 
citätsmoduln der  hyperelliptischen  Integrale  unmittelbare  Folgerungen  sind  aus 
der  Reductibilität  der  Associirten  (2jo  — 2)'"  Ordnung  der  Differentialgleichung, 
welcher  die  Periodicitätsmoduln  genügen.  Die  Rechnung  findet  sich  daselbst**) 
für  die  ultraelliptischen  Integrale  ausgeführt.  Später  ist  dieselbe  für  die  h}-per- 
elliptischen  Integrale  überhaupt  ausgeführt  worden***). 

Wir  wollen  nunmehr  zeigen,  dass  die  in  der  Theorie  der  allge- 
meinen AsELSchen  Integrale  vouRiemann  hergeleiteten  Relatio- 
nen zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  ebenso  unmittelbare  Folgerungen  der  in  der 
vorigen  Nummer  gegebenen  Reductibilitätssätze  I.  und  11.  dar- 
stellen. 

Die  RiEMANXschen  Relationen  lassen  sich  nämlich  in  die  folgende  Form 
bringen : 

Ist  Cj,  Cj,  . . .,  Cj  ein  Fundamentalsystem  von  AsELschen  Integralen,  welche 
nirgendwo  in  der  RiEMANNSchen  Fläche  logarithmisch  unendlich  werden +),  so 
kann  man  ein  Periodensystem  A^,  J5j.^  (A  =  J,  2, . .., /^)  von  C^  so  wählen,  dass 


*)  Sitzungsberichte  1889,  S.  714-717'). 

**)  A.  a.  0.  S.  717 '-). 

***)  Vergl.  R.  F.  S.  12-17. 

t)  Vergl.  Sitzungsberichte  1897,  S.  612»). 


1)  Abb.  UV,  S.  36— o9  dieses  Bandes.    R.  F. 

a)  Eben.1»  S.  3».    R.  F. 

8)  Abb.  LXTm,  8.  254  dieses  Bande;.    R.  F. 
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1 

Wir  «vollen  nun  zunächst  zeigen: 

(S.)  Wenn  die  Gleichung  (L.)  für  ein  beliebig  gewähltes  Funda- 
mentalsystem C",  C™,  . ..,  C,^  erfüllt  ist,  so  besteht  dieselbe  Glei- 
chung für  jedes  andere  Fundamentalsystem  C,,  C,,.-.,C,y  [484 

Es  ist  nämlich  zunächst 

(1-)  C„.  =  C„.  C  +  C„,  C  +  •  •  •  +  C„.,^C;-  +  9l„(^,  s),      (m  =  1, 2 2p) 

wo  die  Grössen  C  .  von  z  unabhäns^ig  sind  und  9i  (2,  s)  eine  rationale  Func- 
tion  von  (z,  s)  bedeutet**). 

Sei  nun  A'°\  B'^^  dasjenige  Periodensystem,  für  welches  nach  unserer  Vor- 
aussetzung die  Relation  » 

i> 

(2.)  ^[A'^B'^-A^B^]  =  2ßes:r^ 

1 
besteht. 

Ist  Aij,,  B^  das  entsprechende  Periodensystem  für  C^,  so  folgt  aus  (1.) 

A^,Ba-AaB^=  V    {C^C,- C,M i^';i B%! - A^ B^l) , 
also 

(3.)         ^[A,,B,,-AaB,,]  =  ^^^(C^C„-Q,CJ^ßes  C™-^- 

Andererseits  ist 

(4.)  ;^ResC..f  =  i^ßesfcf  - ^.§]=^JW.-C.C,)'2^esC^-- 

Aus  (3.)  und  (4.)  ergiebt  sich  aber  unsere  Behauptung. 
Xun    folgt    aber    aus    dem  Satze  I.    voriger  Nummer,    dass    von    x   unab- 
hängige Grössen  d,  d^,  d^,  . . .,  d^  derart  bestimmt  werden  können ,  dass 

(5.)  dX  +  ^X  +  ■■■  +  «Jä"%  '  =  -  (A- 1 ,  ? - 1)  *, 


*)  Vergl.  Appell  et  Gol'rsat,  Fonctions  algebriques  etc.,  p.  142,  143. 
**)  Vergl.  Sitzungsberichte  1897,  S.  611'). 


i)  Abb.  LXVm,  S.  S53  diues  Band«s.    B.  F. 
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WO  die  Mjy  die  ihnen  in  No.  1  beigelegte  Bedeutung  haben,  während  die  Grössen 
(A,fx)  durch  die  Gleichung  (F.)  No.  2   definirt  sind. 

Wir  wählen  jetzt  für  y^^iV^.i  •■•)2/„,  insbesondere  ein  Periodensystem  des 
Integi-als  /,  und  für  y.a  y^p  ■■■■,  y^  das  entsprechende  Periodensystem  von 
g .,_,  •  Für  diese  speciellen  Functionen  y^,  ergiebt  sich  aus  der  Definition 
der  Perioden  eines  AsELschen  Integrals,  dass,  wenn  x  einen  Umlauf  vollzieht, 
welcher  s  in  sich  selbst  zurückführt,  y^^  in  eine  lineare  homogene  Function 
von  y^i,  y^i,  ■  ■■,  y^  mit  ganzzahligen  Coefficienten  übergeht.  Durch  den- 
selben Umlauf  geht  daher  u^^  in  eine  lineare  homogene  Function  von 

(12)       C18)  (n-i,n) 

^'h)     %>    •  •  • )        ^Id 

485]  mit  ebenfalls  ganzzahligen  Coefficienten  über.  Andererseits  bleibt  der 
Ausdruck  (>l,  w)  seiner  Bedeutung  nach  bei  demselben  Umlaufe  von  x  unge- 
ändert.  Da  aber  u^  ein  Fundamentalsystem  der  Gleichungen  (C^.)  darstellt, 
so  ergiebt  die  Gleichsetzung  des  Ausdruckes  der  linken  Seite  der  Gleichung 
(5.)  vor  und  nach  dem  Umlaufe  von  x  für  die  Grössen  d^,  ö^,  ...,  d,  ein 
System  linearer  Gleichungen  mit  ganzzahligen  Coefficienten.  Es  sind 
daher  -r-,  ^,  •■•■, -r-  rationale  Zahlen. 

Ol        »l  'Ol 

Sei 
re  1  A  _  ii.     i  _  ^  A.  _  ii 

wo  Ej,  £j,  . . .,  £j.  ganze  Zahlen  sind,  von  der  Beschaifenheit ,  dass  sie  nicht 
eämmtlich  denselben  Theiler  haben.     Es  ist  also 

*i  =  ^h,    <^2  =  fh,    •  •  •.    *7  =  »"Sj- 
Nehmen  wir  d  =  r,  so  erhält  die  Gleichung  (5.)  die  Form 
(7.)  £^M^4.s^„^4....  +  £^   u^i  ==  -{Jc-l,l-l). 

Auf  bekannte  Weise*)  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  das  Periodensystem 
y^  so  gewählt  werden  kann,  dass  die  Gleichung  (7.)  wird 

(8.)  u^+u^  +  ...+    „^  =  _(7._i_;_i). 


*)  Vergl.  die  auf  die  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  Gattung  bezüglichen  Sätze  von  Clebsch 
und  Gordan  (AbelscIic  Functionen ,  §  29) ,  Sätze ,  welche  ihre  Gültigkeit  behalten  für  nicht  logarithmisch 
unendlich  werdende  Integrale  überhaupt. 
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Setzen  wir 

(a  \  r""  7      r'«'  "  r'<"  

(«•;  '.i  -^^  <.»  -  öx'  ■■■'  ^"  -  ~d^^ 

und  bezeichnen  mit  ^j^,  5^^  (A  =  l,2,...,jo)  dasjenige  Periodensystem  von  C^"', 
für  welches  die  Gleichung  (8.)  statt  hat,  so  erhält    «^  die  Form: 

"4  =  Ax  Sa-AaJB^.  {1  =  1,2,...,  p) 

Ferner  ist 

Die  Gleichung  (8.)  wird  daher 

P 
(10.)  ^^{Ä^Ba-A^B,,)  =  ^ResCr^- 


1 

"(0)      »(0) 


Dieselbe  lindet  für  C",  Ca",  ■■•,  C',  welche  ein  Fimdamentalsystem  bilden*),  [486 
statt,  folglich  nach  dem  Satze  (S.)  für  jedes  Fundamentalsystem  von 
Integralen  C.,  C,,  ...,  C„. 

Es  sei  schliesslich  noch  bemerkt,  dass  die  Sätze  in  No.  2  zusammen  mit 
der  Gleichung  (7.)  noch  anderweitige  Consequenzen  ergeben,  auf  welche  ich 
bei  anderer  Gelegenheit  einzugehen  mir  vorbehalte. 


*)  Vergl.  Sitzungsberichte  a.  a.  0.,  S.  610,  Satz  la '). 


1)  Abh.  LXVm,  S.  262  dieses  Bandes.    R.  F. 


ANMERKUNG. 


Änderungen  gegen  das  Original. 

S.  283,  Zeile  2  wurde  hinter  1888  »an»  eingefügt, 

Fussnote  **)  1889  statt  1888, 
„    290  „         *)  1889  statt  1888, 

„    291,  Zeile    4  wurde  »so  besteht«  eingefügt, 
„       5  wurde  »besteht»  unterdrückt, 
„      13  wiurde  hinter  Gleichung  (2.)  »besteht«  hinzugefügt, 
„    292,      „.      1  wurde  »die»  hinter  wo  eingefügt, 

„    293,  Gleichung  (10.)  ii  statt  ^i.  B.  F. 


LXXI. 

BEMERKUNGEN  ZUR  THEORIE  DER  ASSOCIIRTEN  DIFFERENTIAL- 
GLEICHUNGEN. 

(Sitzungsberichte   der  Königl.   preussischen  Akademie   der  Wissenschaften   zu  Berlin, 
1899,  Xin,  S.  182—195;  vorgelegt  am  9.  März;  ausgegeben  am  16.  März  1899.) 


Das  Folgende  enthält  einen  Auszug  aus  weiteren  Untersuchungen  [i8a 
über  die  mit  einer  linearen,  homogenen  Differentialgleichung  1n^'  Ordnung 
(A.)  verbundenen  Associirten  w''"'  Ordnung  (H.),  deren  Theorie  ich  in  den 
Sitzungsberichten  1888,  S.  1115  ff.')  eingeleitet  und  in  späteren  Mittheilungen 
daselbst  fortgesetzt  habe.  Es  wird  die  Frage,  wann  die  associirte  Differential- 
gleichung n*"  Ordnung  reductibel  sei,  welche  wir  bereits  für  den  Fall  erledigt 
hatten,  wo  es  sich  um  die  Differentialgleichungen  der  Periodicitätsmoduln  der 
AßELschen  Integrale  handelt*),  für  den  allgemeinen  Fall  wieder  aufgenommen, 
indem  wir  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  die  Reducti- 
bilität  zur  Darstellung  bringen.  Das  hier  eingeschlagene  ^'erfahren  giebt  zu- 
gleich über  die  Art,  wie  die  Reductibilität  sich  bewerkstelligt,  Aufschluss. 
Hieran  schliesst  sich  der  Nachweis,  dass  die  Bedingungen  der  Reductibilität 
für  den  Fall  erfüllt  sind,  dass  die  Adjungirte  der  Differentialgleichung  2«**"' 
Ordnung  mit  dieser  zu  ein  und  derselben  Klasse  gehört. 

Endlich  wird  der  Satz,  welchen  ich  an  der  bereits  erwähnten  Stelle**) 
aufgestellt    und    mit    Hülfe    einer    gewissen    quadratischen    Form    Z    bewiesen 


*)  Vergl.  Sitzungsberichte  1889,  S.  713  ff.,  und  1898,  S.  477  ff. »). 
**)  Sitzungsberichte  1888,  S.  1115ff.>). 


>)  Abb.  LIV,  S.  I  ff.  diests  Eandas.    R.  F. 

»j  Abb.  LIV,  8.  34  ff.  und  Abb.  XLXX,  S.  283  ff.  die.ws  tiandss.     R.  F. 

a)  Abb.  LIV,  S.  1  ff.  dieses  Bandes.     B.  F. 
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hatte,,  dass  die  Lösungen  der  Associirten  (H.),  durch  die  Quadratwurzel  der 
Hauptdeterminante  der  Differentialgleichung  (A.)  dividirt,  einer  Differential- 
gleichung (H'.)  genügen,  die  mit  ihrer  Adjungirten  zu  derselben  Klasse  ge- 
hört, durch  ein  neues  Verfahren  begründet,  welches  den  Vorzug  hat,  in  die 
Natur  der  Coefficienten  des  Differentialausdruckes,  dm'ch  welchen  die  Lösungen 
von  (H'.)  mit  denen  ihrer  Adjungirten  zusammenhängen,  einen  tieferen  Ein- 
blick zu  gewähren.  Wir  haben  zwar  im  Folgenden  in  den  Entwickelungen 
uns  auf  die  Betrachtung  des  Falles,  wo  ra  =  2  ist,  beschränkt.  Es  ist  jedoch 
sichtbar,    dass   der  allgemeine  Fall  keine  Modification  der  INIethode  erfordert. 

183]  1. 

Sei 

(A.)  2/'*'  + 1\ y'"  +  p, if  +P,y'+p,y  ^  0 

eine  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  der  unabhängigen  Va- 
riablen X,  deren  Lösungen  sich  überall  bestimmt  verhalten. 

Sei  y^tV^iV^t  y^  ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen  der  Gleichung  (A.) 
und  werde  gesetzt 

(  yX-y^y'i  =  «i,   y,y'i-yiy[  =  w*. 

(1.)  j  y^y^-y^y',  =  ««2,   y^y^-y^yt  =  »„ 

(  yiy[-y,y[  =  »3,   y^y'^-y^y'^  =  »o. 

so  genügen  diese  sechs  Functionen  einer  linearen,  homogenen  Differential- 
gleichung sechster  Ordnung  *) : 

Die  Lösungen  derselben  verzweigen  sich  in  denselben  singulären  Punkten 
wie  die  Lösungen  von  (A.)  und  verhalten  sich  ebenfalls  überall  bestimmt. 

Es  soll  festgestellt  werden,  unter  welchen  Umständen  die  Differential- 
gleichung (B.)  reductibel  wird. 

Hierzu  mache  ich  von  einem  Satze  Gebrauch,  welchen  ich  in  den 
Sitzungsberichten**)  gegeben  habe,  dass  eine  Klasse  von  linearen,  homogenen 


*)  Vergl.  Sitzungsberichte  1888,  S.  1118'). 
**)  Vergl.  Sitzungsberichte  1888,  S.  1276 »). 


1)  Abh.  LIT,  S.  ö  dieses  Bandes.    R.  F. 
«)  Ebenda  S.  IS.     K.  F. 
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Differentialgleichungen  im  Allgemeinen  m'"  Ordnung,  in  welcher  sich  eine 
reductible  betindet,  auch  solche  enthält,  deren  Ordnung  kleiner  ist  als  m. 

Soll  also  die  Gleichung  (B.)  reductibel  sein,  so  giebt  es  rationale  Func- 
tionen B^,  B^,  . . .,  B^  von  der  Art,  dass  die  Functionen 

(2.)  U,  =  B,u,+  B,u;,+  BX'  +  B,ur+By^+B,n';:\      (fc  =  1,2,  ...,6) 

einer  linearen,  homogenen  Gleichung  genügen: 

(C.)  K,U,  +  K,L\+-  +  K,U,  =  0, 

wo  Ä'j,  K^,  ...,  K^  constante  Grössen  bedeuten. 

Sei  fi  ein  bestimmter  der  singulären  Punkte,  in  welchem  sich  die 
Lösungen  von  (A.)  und  (B.)  verzweigen,  und  seien  )\,  )\,  r^,  r^  die  Wurzeln 
der  zu  a  gehörenden  determinirenden  Fundamentalgleichung  von  (A.). 

"Wir  wollen  der  Einfachheit  der  Darstellung  wegen  voraussetzen  (die 
Kesultate  werden  von  dieser  Voraussetzung  nicht  berührt),  dass  nicht  das  [184 
Doppelte  der  Differenz  zweier  der  Grössen  r,.  eine  ganze  Zahl  wird.  Bedeuten 
alsdann  y^,  y,,  y^,  y^  die  bezüglich  zu  r^,  r,,  r^,  )\  als  Exponenten  gehörigen 
Lösungen  von  (A.),  und  setzen  wir: 

,3,  Qi  =  '>\  +  r,-l,     Q,  =  >\  +  r,~l,     Q,  =  >\  +  )-,-l, 

so  gehören  die  Functionen  u,,  bezüglich  zu  den  Exponenten  g.  und  die  Func- 
tionen U^  bezüglich  zu  den  Exponenten  o^.  =  p^  +  ^^,  wo  g^  eine  ganze  Zahl 
bedeutet. 

Das  Bestehen  der  Gleichung  (C.)  erfordert,  dass  wenigstens  zwei 
der  Grössen  p^  sich  nur  um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden.  Der 
über  die  Grössen  i\  gemachten  Voraussetzung  zufolge  kann  es  aber  unter  den 
Grössen  p^  nicht  mehr  als  zwei  geben,  die  sich  um  eine  ganze  Zahl  unter- 
scheiden. Wir  können  die  Bezeichnungsweise  der  Grössen  r^,  r,,  r^,  r^  so 
wählen,  dass  q^  und  p^  diejenigen  beiden  der  Grössen  p,.  bedeuten,  deren 
Differenz  eine  ganze  Zahl  ist;  alsdann  muss  die  Gleichung  (C.)  die  Gestalt 
annehmen : 

l'ncbs,  m^tliem.  Worke.    III.  38 
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2. 

Mögen  die  Lösungen  7/^  nach  irgend  einem  Umlaufe  W  übergehen  in: 

(D.)  (2/J  =   «;.!  Vi  +  «i2  ^2  +  «13  2/3  +  «a  2/4)  (*-■  =  1.  2,  3,  4) 

alsdann  erleiden  die  Functionen  u,^  durch    denselben  Umlauf  die  Substitution: 

(D'O  K)  =  S.(i*)*%-    K)  =  S.(23),M„ 

'     K)  =  2.(24).«.,      (mJ  -  S.(34),M„ 
WO  die  Summation  in  Bezug  auf  k  von   1   bis  6  zu  nehmen  ist,  und  wo 

/     (A,  0,  =  «^,««-«.2%,  ' 

(^■,^)5     =     «.2  «(4  -«.4«». 

C^^iO»  =  «.3«i.-«u«a 
gesetzt  worden  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (2.)  voriger  Nummer  und  aus  (D'.)  ergiebt  sich, 
dass  durch  den  Umlauf  W  die  Functionen  U^  die  Substitution 

.85]  (  {uj  =  s.(12),ü;,   m  =  2.(i3),r,, 

(D«'.)  {IQ  =  S.(14),f7„      m  =  S.(23),.C/„ 

^     (ü-a)  =  S.(24),C^„      (ü-e)  =  2.(34),f7,, 
erfahren. 

Soll  aber  die  Gleichung  (B.)  reductibel  werden,  so  muss  nach  voriger 
Nummer  [(C.)],  und  den  über  die  Grössen  r^  gemachten  Voraussetzungen  zu- 
folge : 

(F.)  K,{U,)  +  K,{U,)  -  k[K,U,  +  K,U,] 

sein,  wo  A  eine  Constante  bedeutet;  d.  h. 

KXi2\  +  Z,(34),  =  0,  ^,(12),  +  ir,(34\  =  0, 

(F.)  {     K,{12\+K,{34:),  =  0,  Z,(12),+  Z-,(34),  =  0, 

^.(12),+  Z-.(34),  =  Air.,     K,{12\+ K,{3^\  =  AZ.. 
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Die  beiden  letzten  Gleichungen  liefern  zusammen  die  Bedingungsgleichung: 
(«.)  ^.^J(12).-(34).]  +  i:|(34).-ZJ(12),  =  0. 

Sind  umgekehrt  die  Bedingungsgleichungen  (F'.)  erfüllt,  so  folgt,  dass 
die  Function: 

nach  dem  Umlauf  W  übergeht  in 

(G'.)  (t)  =  A>, 

wo  A'  ebenfalls  einen  constanten  Factor  bedeutet. 

Sind  die  Bedingungsgleichungen  (F.)  oder  (F'.)  für  alle  Umläufe  W  der 
unabhängigen  Variablen  erfüllt,  so  wird  demnach  die  logarithmische  Ableitung 
der  Function  'f  eine  rationale  Function  sein.  Damit  die  Gleichung  (F.)  für* 
alle  Umläufe  erfüllt  werde,  ist  aber  nothwendig  imd  hinreichend,  dass  dieses 
für  die  um  die  einzelnen  singulären  Punkte  der  Gleichung  (A.)  vollzogenen 
Umläufe  (die  Fundamentalumläufe)  geschieht. 

Wir  erhalten  also  die  folgenden  Sätze: 

I.  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
die  Gleichung  (B.)  reductibel  werde,  ist  die,  dass  die  Beziehungen 
(F.)  oder  (F'.)  für  alle  Fundamentalumläufe  der  unabhängigen 
Variablen  bestehen. 

II.  Im  Allgemeinen  wird  die  Gleichung  (B.)  in  dem  Sinne 
reductibel,  dass  sie  mit  einer  linearen,  homogenen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  ein  In- 
tegral gemeinsam  hat. 

Der  zweite  Satz  bestätigt  sich  in  der  That  an  den  Differential-  [i86 
gleichungen,  welchen  die  Periodicitätsmoduln  der  AsELschen  Integrale  Ge- 
nüge leisten*). 

Hieran  möge  noch  eine  Bemerkung  angeschlossen  werden. 


*)  Vergl.  Sitzungsberichte  1889,  S.  715,  1898,  S.  481'). 


1)  Abb.  LIV,  S.  36  und  Abh.  LXX,  S.  238  dieaos  Banaoa.    K.  !•'. 

38* 
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Die  Anzahl  der  in  einer'  beliebigen  Differentialgleichung  vierter  Ordnung, 
deren  Lösungen  überall  bestimmt  sind,  ausser  den  singulären  Punkten  auf- 
tretenden Parameter  ist  grösser  als  die  Anzahl  der  durch  die  Gleichungen 
(¥".)  für  die  einzelnen  Fundamentalumläufe  denselben  aufzuerlegenden  Be- 
dingungen. Hieraus  kann  a  priori  geschlossen  werden,  dass,  wenn  die  singu- 
lären Punkte  Aon  vorn  herein  festgelegt  werden,  man  diese  Parameter  stets 
so  bestimmen  kann,  dass  die  zweite  Associirte  der  Differentialgleichung  vierter 
Ordnung  reductibel  wird. 

3. 

Wir  wollen  nunmehr  eine  specielle  Art  von  Differentialgleichungen  \'ierter 
Ordnung  behandeln,  für  welche  die  Bedingungen  für  die  Reductibilität  der 
zweiten  Associirten,  welche  wir  in  den  vorhergehenden  Nummern  gegeben 
haben,  erfüllt  sind. 

Es  werde  vorausgesetzt,  dass  die  Adjungirte  der  Differentialgleichung  (A.): 

(A'.)  ^'"  +  q, s"'  +  q, S<"  +q,0'+q,z  ^  0 

mit  (A.)  zu  derselben  Klasse  gehört. 

Seien  wieder  i\,  7\,  r^,  r^  die  Wui-zeln  der  zu  einem  singulären  Punkte  a 
gehörenden  determinirenden  Fundamentalgleichung  und  y^,  y^,  y^,  y^  Lösungen 
von  (A.),  welche  bezüglich  zu  den  Exponenten  r^,  r^,  r^,  r^  gehören.  Bedeuten 
•^1)  ^a' ■^s' -^4  ^^  bezüglich  zu  y^,  y,,  y^,  y^  adjungirten  Lösungen  von  (A'.),  so 
gehören  dieselben  bekanntlich  bezüglich  zu  den  Exponenten: 

- >•.  +  3,  ->;+3,  -r,+  3,  - r,  +  3. 
Unserer  Voraussetzung  gemäss  giebt  es  rationale  Functionen 

■^0!    -^1)    *'^J>    -^j 

von  der  Beschaffenheit,  dass: 

(1.)  Aiy)  =  A,y  +  A,y'+A, t/"  +  A, ^   * 

für  jede  Lösung  y  der  Gleichung  (A.)  der  Gleichung  (A'.)  Genüge  leistet. 
Da  die  Exponenten,  zu  welchen  die  Functionen  Ä{y^)  gehören,  sich  bezüglicli 
187]  von  r^  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,    so  müssen,  von  additiven  ganzen 
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Zahlen   abgesehen,    —  v,  +  3,  .. ., -r,+ 3  bis    auf  die   Reihenfolge   mit  }\,  . . .,  ?•_, 
übereinstimmen. 

Wir  machen  der  Einfachheit  wegen  die  Voraussetzung,  dass  für  keinen 
der  singulären  Punkte  zwei  der  Grössen  r^  um  ganze  Zahlen  von  einander 
verschieden  sind  oder  2r^  eine  ganze  Zahl  wird.  Dann  zerfallen  die  AVurzeln 
in  zwei  Gruppen  zu  je  zweien,  und  in  jeder  dieser  Gruppen  ist  die  Summe 
der  Elemente  eine  ganze  Zahl,  und  diese  Gruppirung  ist  nur  auf  eine  Weise 
möglich.  Wir  wählen  die  Bezeichnung  so,  dass  '>\  +  '>\i'r^+i\  ganze  Zahlen 
sind.     Alsdann  ergiebt  sich: 

I.    Die  Determinante  A  der  Substitution  (D.)  ist  der  positiven 
Einheit  gleich. 
Ist  nämlich 

a 


(2.) 

so  ist: 

(3.) 


Px 


x  —  a 


+  '^{x-a), 


r,  +  r^  +  r,  +  r,  =  6  —  «. 


Es  ist  also  «  eine  ganze  Zahl,  und  daher  die  Hauptdeterminante  des 
Fundamentalsystems  y^,  ...,  y^  eine  rationale  Function,  woraus  sich  unmittelbar 
ergiebt:   A  =  1 . 

Wir  haben  nunmehr 

(4.)       z,  =  ii,A{y,),    2,  =  ti^A{y,),     z,  =  it;A{ij,),    e,  =  (i,Ä{y,), 

wo  ftj,  fij,  (i^,  ft^  constante  Factoren  bedeuten.  Wenn  dem  Umlaufe  W  die 
Substitution  (D.)  der  y^  entspricht,  so  ist  die  Substitution,  Avelche  2^,  ^,,  2^,  z^ 
durch  denselben  Umlauf  erfahren,  nach  Gleichung  (1.): 


(5.) 


o  ^ 


/*2  rs           rt 

«.2  —  .    «n         .  «.4-    -    «.sV 

f^i           f*2  rt 

li^                     f^i  f*4 

f*i            ri  r» 
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Bekanntlich  erfahren  die  Elemente  z^,  •  ••i  ^t  durch  den  Umlauf  W  die 
zur  Substitution  (D.)  reciproke  Substitutioji. 

Bezeichnen  wir  daher  die  zum  Elemente  a^  adjungirte  Unterdeterminante 
mit  Aj;,  so  erfährt  nach  dem  Umlaufe  W  das  System  z^^  •■■,  ^^  die  Substitution 

(6.)  ^  =  (A«). 

Durch  Vergleichung  mit  (5.)  folgt  demnach: 

'88]  /     A     —  «  A      —  «     f'        A      —  «    **'        A     —  «     *"' 

ra  f*j  f*4 


(7.) 


^si  —  '^12—'      «  ~    '"  "  ~    »"^T'      »«  ~  "n":^' 

f*i  f*a  ^4 

A       „'*»  A       «'*'  A       «  4       «f*» 

^ai    —    "«  — J  '^ai   —   "ii^'  ^s>   —   «4«;              -^34   —    "^«a— > 

r*i                                   f^a  r*4 


,    -    -32—  A        _    „     ^  A        _    „      f . 

Setzen  wir 


^41     —     «32—)  ^48     —     "ai  — »  -^^43     —     «34  ^^  '  ^M     ~     "aa  • 

ri  rt  f*3 


,<S) 


Aj,  A;,  —  Ai.2  A(,  =  j/y  ,    A^,,  A„  —  Ajj  A„  =  y'^' 

(8.)  j     Kl  ^u  —  Ki  A(i  =  y'u  )     Ajj  A^  —  A^3  A„  =  y^' , 

(     Ajj  A,^  —  Aj,  A,2  =  y^' )     Ajj  A^  —  A^^  A„  =  yJJ' , 

so  ist  nach  bekannten  Determinantensätzen: 

yS  =  -(24)„  y''^^  -(24),,     Y\'i=       (24)., 

K4'=-(23)„  yl*'=       (23),,     7-  =  -(23),, 

/^:=     (13).,  y;'.'  =  -(i3).,    y;V  =  -(i3)„ 

y^a'  =  -(14)„  7™=       (14),,     y™  =  -(14).. 


\       /  1         „(2)     (1  Q\  .,(8)     /<  Q\  «.(4) 


Andererseits  folgt  vermittelst  der  Gleichungen  (7.): 


(10.) 


y'/a'  =  ^(24),, 

?'.V  =  :^(24)„ 

Ais    — 

^'    *"'  (24),, 

f*2       f*4 

yl^  =  -^(23)„ 

y'.V  =  -^'-^(23)„ 

f*2       f*3 

/l4 

^(23)., 

(2)  _   f*2  '**  Cl3^ 

y'^  =  -^(13)4, 

A24      

:::  "^'•■ 

y^V  =  ^(14)3, 

(3)     _       (^1       f*3    Q^X 

7t>    — 

;::(»).. 
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Aus  (9.)  und  (10.)  ergiebt  sich: 

(^  +  l)(24).  =  0,  (^  +  l)(24),  =  0,      ■' 

(^  +  l)(23),  =  0,  (A^l_i)(23)3  =  0, 

(^.  +  l)(U).  =  0,  (^  +  l)(14),  =  0,         • 

(^^-l)(14),  =  0,  (^  +  l)(13)3^0, 

(^  +  l)(13),  =  0,  (^^_i)(i3X  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  im  Allgemeinen: 
(12.) 


(11.) 


[189 


sein   muss.     Analog,    wie    die   Gleichungen   (9.)  und   (10.),    ergeben   sich   die 
folgenden  Gleichungen: 


(13.) 


y'A'  =     (34),  =     (12)., 


y.^=       (34).  =  --^(12),, 


K.'  =  -(34),  =  --^(12),, 
y-=       (34)3  ==-^(12)3, 


Ali 


/34 


(12),  =  --J^(34)„ 


(34)^  _       ^^(12),; 

/*4 


(14.) 


}'1T=       (12).  =  --^(34),, 


r^l'  =     (12)3  =  --^(34), 
r;T  =  -(i2).  =  -^(34)3 


y;V=       (12),=       -p-f-(34)..      y^^=       (12).=       (34), 
r.    r2 


Die  Form 

(15.)  <f  =  K,u,  +  K,u, 

verwandelt  sich  durch  den  Umlauf  W  in 

(16.)  (<p)  =  [ir,(12).+  Z„(34)J«.+  [^.(12).+  ir,(34).]M., 
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wenn  das  Verhältniss  -^  den  Gleichungen: 

\   K,{12),+ K,{M\  =  0, 
^  (    K,{12\+ K,iS4:),  =  0, 


(17a.) 


K,{12\+K,{3i),  =  0, 
E,il2X  +  K,{SiX  =  0, 


genügt.    Aus  den  Gleichungen  (17.)  und  (l7a.)  folgt  vermittelst  der  Gleichungen 
(13.),  (14.)  der  gemeinsame  Werth: 

(18.)  K,  =  -K,^. 

Nach  den  Gleichungen  (i:3.),(14.)  ist  femer 

l     Z,(12),+  Z.(34),  =  Z  I(l2).  +  -^(12).j, 
(19.)  )  i  (i,  ) 

i     K,{12\+K,{M\  =  K^f^\(12\  +  ^(12),\. 

igo]   Es  hat  demnach  die  Form 

(15a.)  9  =  j<,+  -^M, 

die  Eigenschaft,  nach  dem  Umlaufe  TV  in 


(20.)  (-f) 


(12),-J-+(12). 


überzugehen. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich: 

n.  Die  zweite  Associirte  einer  mit  ihrer  Adjungirten  zu  der- 
selben Klasse  gehörigen  Differentialgleichung  vierter  Ordnung 
ist  reductibel*). 

In  Übereinstimmung  mit  II.  voriger  Nummer  folgt  aber  ferner. aus  Glei- 
chung (20.)  die  Art,  wie  die  Reductibilität  sich  herstellt,  nämlich: 

III.  Die  zweite  Associirte  wird  durch  eine  Function  befrie- 
digt, deren  logarithmische  Ableitung  rational  ist. 


*)  Diesen  Satz  hat  mein  Sohn  Richaed  in  einer  demnächst  zu  reröffentlichenden  Arbeit  auf  einem 
anderen  Wege  bewiesen'). 


>)  Vgl.  Jonnul  f.  d.  i.  n.  a.  Mathematik,  Bd.  121,  S.  203—209  .Üliet  lineare  Differtntialgleichiisgaii ,   welche  mit  Qiret  Adjsi- 
girten  tn  derselben  Art  gehören*.    R.  F. 


BEMERKUNGEN  ZUR  THEORIE  DER  ASSOCIIRTEN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.         305 

4. 

Ich   habe   früher*)   für    die  n*"  Associh'te  einei^  Differentialgleichung    2w*" 
Ordnung 

(1.)  y->  +  ;,^2^<— .'+...  +^,^,_,y    =    0, 

nämlich 

(2.)  .  ««'"  +  P^  i^-"  +...  +  PJI  =  0  **) 

nachgewiesen,  dass  dieselbe  zu  ihrer  Adjungirten: 

(3.)  «;'"+Ö,?;'^-"+---  +  ^^,w  =  0 

in  der  Beziehung  steht,  dass 

(4.)  u  =  H[A,v  +  Ay+---  +  Ä^_X~"\ 

ist,  wo  H  die  Hauiitdeterminante  von  (1.)  und  A^,  A^,  ...,  A^_^  rationale 
Functionen  von  x  bedeuten,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dass  die  Differential- 
gleichung für  —=r  mit  ihrer  Adjungirten  zu  derselben  Klasse  gehört.  Ich 
habe  daselbst***)  diesen  Satz  mit  Hülfe  einer  aus  der  Function  u  und  ihren 
Ableitungen  gebildeten  quadratischen  Form  bewiesen.  Ich  will  hier  den-  [191 
selben  Satz  durch  eine  andere  Methode  herleiten,  welche  den  Vorzug  hat,  in 
die  Beschaffenheit  der  Coefficienten  A^,  eine  tiefere  Einsicht  zu  gewähren. 
Ich  beschränke  mich  dabei,  ohne  der  Allgemeinheit  'Abbruch  zu  thun,  auf 
den  Fall,  dass  die  Differentialgleichung  (1.)  von  der  vierten  Ordnung  ist. 

Es  sei  also  i/^,  p,^,  y^,  y^    ein  Fundamentalsystem    von  Lösungen    der  Glei- 
chung : 

(la.)  y'*'  +  lW  +  ---+P,P  =  0, 

deren  Integrale  überall  bestimmt  sind.  Es  mögen  dann  u^,  11,^,  h^,  . . .,  11^  die- 
selbe Bedeutung  haben,  wie  in  Gleichung  (1.)  No.  1. 


*)  Vergl.  Sitzungsberichte  1888,  S.  lllGff. '). 
**)  Vergl.  a.  a.  0.  S.  1118,  Gleichung  (H.)-). 
***)  Vergl.  a.  a.  0.  S.  1120^. 


>)  Abb.  LTV,  S.  2  it.  diesea  Dandes.    B.  F. 
»)  Ebenda  S.  5.    R.  F. 
»)  Ebendn  8.  7—8.    R.  F. 
Fnohs,  imithom.  Werke.    HI.  39 
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Wir  wollen 

(H.)  uf  uf  +  M«'  uf-  (wf  uf  +  uf  «f )  +  M*  uf  +  tif  uf  =  F{k,  l) 

setzen. 

Für  ein  anderes  Fundamentalsystem  der  Gleichung  (la.)  r;,,  Tj,,  t^,,  t,^  seien 
u'j,  jt'j,  ...,  w^  ebenso  aus  y;^,  ■■■^r^^  gebildet,   wie  u^,  ...,  u^  aus  ?/,,  ...,3/,,    also 

Sei 
(6.)  r,,  =  c„  y.  +  c,^  y,  -f  C,^  1/,  +  C^  y„  (*  =  1, 2,  3, 4) 

SO  ergiebt  sich  aus  bekannten  Determinantensätzen: 
(J.)  F{lc,l)  =  lQ{h,l), 

WO 

(H'.)         Q{k,l)  ^  wf  w*  +  jcf  tvf  - (tvf  wf  +  wf  tcf)  +  wf  icf  +  wf  <' 
und  A  die  Determinante  der  Grössen  c^,  also 

(7.)  A  =  |c«| 

ist. 

Aus  (J.)  ergiebt  sich  zunächst: 

I.  Es  ist  P(Ä",/)  eine  Invariante  in  Bezug  auf  die  verschiede- 
nen Fundamentalsysteme  y^,  y,,  y,,  y^  der  Gleichung  (la.).  Aus  der- 
selben Gleichung  (J.)  schliessen  wir  femer,  dass  -grP(A', /)  durch  keinen  Um- 
lauf der  unabhängigen  Variablen  geändert  wird,  wenn  H  die  Hauptdetermi- 
nante der  Gleichung  (la.)  ist.  Da  die  Lösungen  von  (la.)  überdies  überall 
bestimmt  sind,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

n.  <?^{x)  =  -^p{k,i) 

ist  eine  rationale  Function  von  x. 

192]  Zur  Bestimmung  dieser  rationalen  Function  können  wir  nach  Satz  I.  für 
2/,»  •••5  2/4  ein  zu  einem  singulären  Punkte  a  der  Gleichung  (la.)  zugehöriges 
kanonisches  Fundamentalsystem  wählen.  Sind  '",  >  ^,  >  >■  ? '",  die  Wurzeln  der 
zugehöligen  determinirenden  Fimdamentalgleichung ,  welche  bezüglich  den 
Elementen  y^,...,y^  entsprechen,   so   werden   im  Allgemeinen  ?<,,«,,...,?<,  zu 
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den  Exponenten 

»-,  +  »•9-1,  r,  +  r,-l,  ...,  r^  +  r,-l 

gehören  und  demzufolge  in  der  Umgebung  von  x  =  a: 
(8.)  P{k,l)  =  {x-a)^'-''-'-'^^{x-a) 

sein,  wo 

2>-  =  r^  +  r,  +  r,  +  r„ 

^^J{x  —  a)    eine    nach    ganzen,    positiven    Potenzen    von    x—a    fortschreitende 
Reihe  bedeutet.     In  der  Umgebung  von  a  ist  aber: 

(9.)  H=  {x-af-'-'%,{^-o), 

wo  ^^,(:i  — a)   eine  nach  ganzen,   positiven  Potenzen   von  x  —  a   fortschreitende 
Reihe  bedeutet,  die  für  x  =  a  nicht  verschwindet*). 
Folglich  ist 

(10.)  ZM.  =  (a;  -  «)-*-'+*  $11'  (x  -  a). 

Seien  *,,  s^,  s^,  s^  die  "Wurzeln  der  zu  x  =  oo  gehörenden  determinirenden 
Fundamentalgleichung,  und  wählen  wir  für  i/^,  . ..,  y^  das  zu  ic  ^  oo  gehörende 
kanonische  Fundamentalsystem,  dessen  Elemente  bezüglich  zu  s^,...,s^  ge- 
hören, so  ergiebt  sich  ebenso: 

(8a.)  P{k,l)  -^  ^-'^'-'-''-'Qu(^), 

wo  QJ~]  eine  nach  ganzen,   positiven  Potenzen  von  —  fortschreitende  Reihe 
bedeutet.     Nun  ist  aber  in  der  Umgebung  von  a;  =  oo 


(9a.)  E^  a;-2-»%(l), 


wo  Q'J—j  eine  nach  ganzen,  positiven  Potenzen  von  (— j  fortschreitende  Reihe 
bedeutet,  die  für  a;  =  oo  nicht  verschwindet. 
Es  ist  also  in  der  Umgebung  von  x  ^  oo 


(lOa.)  -^  =  ^'-''-'^~} 


*)  Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  144 '). 


1)  Abh.  VI,  8.  184,  Band  I  dieser  Ausgabe,    R.  F. 


39^ 


308        BEMERKCNGEX  ZUR  THEORIE  DER  ASSOCIIRTEX  DlFFERENT'iiGLElCHÜNGEX. 

193]  Für   A:4-/<4    muss    also    zufolge    der   Gleichung    (lO.)    <^^,{x)    für    x  =  a 
rrindestens  von  der  (4  — Ä;  — /)**"  Ordnung  verschwinden. 

Ist  also  o  die  Anzahl  der  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte  der 
Gleichung  (la.),  so  würde  9,  (if)  eine  gar^e,  rationale  Function  mindestens 
a(4  — Ä:  — Z)**"  Grades  sein.  Xach  Gleichung  (lOa.)  aber  ist  dieser  Grad  nicht 
höher  als  -i  —  k  —  l. 

III.  Ist  also  die  Anzahl  o  der  im  Endlichen  gelegenen  singu- 
lären Punkte  der  Gleichung  (la.)  grösser  als  1,  so  ist  'faC-'")'  ^^^ 
k  +  l<.i,  identisch  Null. 

Für  k  +  l  ^  A  ist  nach  Gleichung  (10.)  «,^(x)  in  keinem  der  im  Endlichen 
gelegenen  Punkte  unendlich,  aber  nach  (lOa.)  auch  im  Unendlichen  nicht;  es 
folgt  also: 

IV.  Für  A"+/=  4  ist  '-p,.,(.r)  eine  Constante  y^^. 

Aus  der  Deünitionsgleichung  (H.)  für  P(k,l)  ergiebt  sich 

(K)  DP(i-,/)  =  P{k  +  l,l)  +  P{k,l  +  l), 

wo  D  den  D.ifferentialquotienten  nach  x  bedeutet,  und 

(L.)  Pil,k)  =  PQ:,!). 

Xach  Satz  III.  ist  nun 

I     P{0,0)  =  0,    P(0,1)  =  0,     P(0, 2)  =  0,     P(0,3)  =  0, 
(11.).  P(1,1)  =  0,     P(l,2)  =  0,     P(0,4)  =  y,,^, 

(     P(l,3)  =  y,,H,     P(2,2)  =  y,,K 

Nach  (K.)  ist 

0  =  DP(0,3)  =  P(l,3)  +  P(0,4), 
also 

(«.)  P(l,3)  =  -P(0,4). 

Aus 

0  =  DP(1,2)  =  P(2,2)  +  P(l,3) 
ergiebt  sich 

iß-)  P(2,2)  =  P(0,4). 

Ferner  ist 
(y.)  0  =  D'P(0,  3)  =  P(2,  3)  +  2P(1,  4)  +  P(0,  5). 
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Durch  Differenzirung  von  (ß.)  erhalten  wir 
{S.)  2P(2,3)  =  P(l,4)  +  P(0,5). 

Aus  (y.)  und  (d.)  folgt 

(e.)  P(l,4)  =  -|P(0,5);     P(2,  3)  =  1  P(0,  5). 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  [194 

DP(0,4)  =  P(l,4)  +  P(0,5) 
ein,  so  ergiebt  sich 


also  nach  (s.) 
(M.) 


P(0,5)  =  -DP(0,4), 


P(1,4)  =  -1dP(0,4)  =  |dP(1,3). 


Um  nun  den  oben  bezeichneten  Satz  zu  beweisen,  bedienen  wir  uns  eines 
Verfahrens,  welches  wir  bereits  bei  früherer  Gelegenheit*)  angewendet  haben. 
Aus  der  Gleichung 

P(0,  0)  =  P(m,,  ?(,,  ...,i<J  =  2{u^u,—u,ti  +u^u^)  =  0 

folgt  nämlich  das  System: 

(     dF  dF  dF 

dF    ,       dF    ,  öF    , 


(N.) 


IJ<  +  IC"^"+-  +  I£<'  -  -2P(1,4)-2DP(1,3). 


*)  Vergl.  Acta  mathematica,  Bd.  1,  p.  330  S. '). 


■  )  Abh.  XL,  S.  308  ff.,  Darja  U  dieser  Ausj;"!'«).     U.  K. 
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Bezeichnen  wir  mit  v^,  v^,  .. .,  v^  die  zu  m^,  «,,  . . .,  u^  bezüglichen  adjungirten 
Lösungen  der  Gleichung  (3.)  (für  n  =  2,  v  =  6),  mit  d  die  Hauptdeterminante 
der  u^,  «,,  ...,  21^,  und  setzen 


(1.) 


.P(l,4)-DP(l,3)  +  ^^P(l,3)], 


A   =  2 

f.  =  2P(1,3), 
SO  ergiebt  die  Auflösung  der  Gleichungen  (N.) 

(2.)  ^  =  ir,  +  (iv;.  (t=l,...,6) 

i9S]    Da  nach  den  Gleichungen  (U.)  und  (M.)  voriger  Nummer 


P(l,3)  =:  yH  (y  constant), 

|dP(1,3)  =  |,^^ 


P(l,4)  =  4DP(l,3)  =  |y^, 


und  da 


dlogH  __ 
^"  dx  ■^" 


so  ist 

(0.)  A  =  yfi(5^,-2PJ,     iL^2yH. 

Die  Gleichungen  (2.)  sind  gleichbedeutend  mit 

|2!f,  =  Aü.  +  ^r;,         2i<,  =  Ai',  +  ^<, 
-2m,  =  Ar.  +  fti'i,    -2m,  =  Av.  +  ^r;, 
2  h,  =  Ai;,  +  ftt;;,         2«,  =  Af,+  .ur;, 

und  diese  Gleichungen  beweisen  nicht  nur  den  am  Anfange  der  Nummer  4 
erwähnten  Satz,  sondern  sie  bestimmen  auch  die  Beziehung  der  Lö- 
sungen Mj,  ...,?/j  zu  ihren  adjungirten  vollständig. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

S.  295,  Zeile    6  des  Textes  wurde  hinter  Diiferentialgleichung  »»i*«"^  Ordnung«  eingefügt, 
„    297,      „        2  enthalt  statt  vorhanden  sind, 

„      10  >und  seien«  vor  r,,  r,,  r,,  r^  eingefügt, 
„    299,      „       9  V.  u.  bestehen  statt  besteht, 

Fussnote  715  statt  57, 
„    302,  Zeile    5  v.  u.  Gleichungen  statt  Gleichung, 

TP- 

„    304,      „        1  »von«  vor  -=^  gestrichen, 

„       7  V.  u.  Die  zweite  Assocürte  statt  die  DiflFerentialgleichimg  der  zweiten  Asso- 
cürten, 

„       6  V.  u.  Differentialgleichung  statt  Gleichung, 
„    306,      „        9  V.  u.  der  statt  zur, 
„    308,      „      14  Definitionsgleichung  (H.)  statt  Differentialgleichung  (H.), 

„      16  »und«  am  Ende  hinzugefügt, 
„    310,      „       2  »und«  vor  mit  S  unterdrückt. 

2)  Die  in  der  No.  3,  Gleichung  (12.)  aufgestellte  Behauptung:  Ans  den  Gleichungen  (11.)  folgt,  dass  im 
Allgemeinen  f^  =  —  ftj,  /»j  ^  —  f*i  sein  mnss,  kann  nicht  aufrecht  erhalten  werden.  Vielmehr  muss 
zwischen  den  beiden  wesentlich  verschiedenen  Fällen:  1)  f^4  =  (tj,  (^2  =  fi,  und  2)  fi^  =  —  fia,  ftj  =  ~(*i 
unterschieden  werden.  Auf  den  vorliegenden  Gegenstand  bezieht  sich  meine  Arbeit  (Journal  f.  d.  r.  u. 
a.  Mathematik,  Bd.  123,  S.  54— 65,  Über  lineare  homogene  Differentialgleichungen,  welche  mit  ihrer 
Adjungirten  zu  derselben  Art  gehören).  Ich  habe  daselbst  (No.  V)  gezeigt,  dass  im  Falle  2)  die  Grösse 
A,  (No.  3,  Gleichung  ;1.)  der  vorstehenden  Arbeit  meines  Vaters)  verschwindet,  und  dass  .4,  ein  Integral 
der  zweiten  Associirten  wird,  was  mit  dem  Satze  III.  der  No.  3  übereinstimmt.  Im  Falle  1)  dagegen, 
der  mit  den  Gleichungen  (11.),  (13.)  und  (14.)  der  No.  3  gleichfalls  verträglich  ist,  wird  die  zweite 
Assocürte  in  anderer  Weise  reductibel. 

Eine  ähnliche  Bemerkung  gilt  auch  von  dem  Satze  II.  der  No.  2.  Wenn  die  Reductibilität  der 
zweiten  Associirten  so  erfolgt ,  wie  in  diesem  Satze  angegeben ,  so  besteht  zwischen  einem  Integral  y 
der  Gleichung  (A.)  und  einem  Integral  s  ihrer  Adjungirten  eine  Bezeichnung 

wo  die  logarithmischen  Ableitungen  von  A^,  A^,  A.^  rationale  Functionen  von  o;  sind.  Die  Keductibilität 
der  zweiten  Associirten  kann  aber  auch  in  ganz  anderer  Weise  erfolgen.  Mein  Vater  ist,  wie  es 
scheint,  zu  der  speciellen  Art  von  Reductibilität  zufolge  der  von  ihm  in  der  No.  1  gemachten  Annahme 
über  die  Natur  der  Wurzeln  der  deteriuinirenden  Fundamentalgleichungen  imd  der  Annahme  (C.)  bezw. 
(C.)  derselben  Nummer  gelangt.  R.  F. 


Lxxn. 


ÜBER  EINE  BESONDERE  GATTUNG  VON  RATIONALEN  CÜRVEN 
MIT  IMAGINÄREN  DOPPELPUNKTEN. 

(Sitzungsberichte   der   Königl.   preussischen  Akademie   der  Wissenschaften   zu   Berlin, 
1900,  VI,  S.  74—78;  vorgelegt  am  1.  Februar;  ausgegeben  am  8.  Februar  1900.) 


In  einer  analytischen  Untersuchung  bin  ich  zu  folgendem  Problem  [74 
geführt  worden: 

Es  soll  eine  rationale  Function  z  der  unabhängigen  Variablen  t,  2  =  F{t\ 
von  folgender  Beschaffenheit  gebildet  werden. 

I.  Die  Function  F(t)  soll  nur  für  endliche  nicht  reale  Werthe  unendlich 
werden,  welche  sämmtlich  in  einer  und  derselben  durch  die  reale  Axe  in  der 
i-Ebene  ausgeschnittenen  Halbebene  sich  befinden. 

n.  Die  der  realen  t-Axe  in  der  ^- Ebene  entsprechende  Curve  C  soll 
durch  eine  endliche  Anzahl  vorgeschriebener  Punkte  hindiu'chgehen.  Endlich 
sollen 

III.  keinem  Punkte  der  Curve  C  zwei  verschiedene  oder  zusammenfallende 
reale  Lösungen  t  der  Gleichung  z  ==  F{t)  entsprechen. 

Diese  Aufgabe  kann  natürlicherweise  verschiedenartige  Lösungen  zulassln. 
Sind  z^,  z^,  •■■■,  ■^n  die  vorgeschriebenen  Punkte  in  der  ^-Ebene,  so  könnte  man 
beispielsweise  n  endliche  nicht  reale  und  von  einander  verschiedene  Werthe 
Pi)  Pj)  •  •  •)  P  üi  einer  und  derselben  Halbebene  t  willkürlich  als  Unendlichkeits- 
stellen der  Function  wählen  imd  ebenso  n  willkürliche  reale  und  von  ein- 
ander  verschiedene  Werthe  ß^,  ß^,  . . .,  ß^   auf  der    realen   t-Axe    den  Punkten 

Fuchs,  niiithom.  Werke.    III.  40 
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z  ^  z  ^  ..  .^  z^  zuordnen.     Dann  wii*d  die  Function 

(1.)        '  '"'-fXO  =  i-^^  +  y^^^  +  ---  +  T^^^' 


WO 


(o)      r  '"'fffev.)  I  '"riß.)         ^.         ,    ""fiß,)         ^.        1  .jmßnL 


TiQjn/ißJ   ß.-Q.      ""9'iß,)   ß,-Q.  "VC^J   ßn-9. 


wenn 
(3.) 


'"Yix)    =    {X-Q,){X-Q,)...{X-Q„), 


gesetzt  und  mit  dem  rechts  oben  stehenden  Accent  die  Ableitung  nach  t  be- 
75]  zeichnet  wird,  den  Bedingungen  I  und  II  Genüge  leisten.  Es  würde  sich 
nun  darum  handeln,  nachzuweisen,  dass  p^,  p^,  . . .,  p^,  ß^,  ß^,  .. .,  ß^  so  gewählt 
werden  können,  dass  auch  die  Bedingung  III  erfüllt  wird. 

Diese  Aufgabe  kann  u.  A.  durch  eine  Methode  gelöst  werden,  welche 
wir  im  Folgenden  nur  andeuten  wollen,  indem  wir  uns  die  nähere  Begründung 
für  eine  andere  Gelegenheit  A'orbehalten. 

Es  sei  vorausgesetzt,  dass  die  Existenz  einer  den  Bedingungen  I,  II,  III 
genügenden  Function 

i-p,  t-Q,  t-9m 

wo  die  c^  durch  die  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  für  n  =  m  detinirt  sind,  er- 
wiesen sei. 

Ist  alsdann  C  ein  von  z,,  z„,  ...,z  verschiedener  Punkt  in  der  .J-Ebene, 
Q  ein  von  p^,  p^,  ...,  p^  verschiedener  in  derselben  Halbebene  t  gelegener  nicht 
realer  Werth  und  ß  ein  von  ß^,  ß^,  ...,  ß^  verschiedener  Punkt  der  realen 
<-Axe,  so  geht  die  der  realen  i-Axe  der  Gleichung 

(4.)  z  =  '™«>if(0  =  ""'J'CO  +  ^■^yS)' 

gemäss  in  der  ^- Ebene  entsprechende  Curve  C  durch  die  Punkte  ä",,  ^,,  •  •  •,  •3'.,  C, 
und  es  entsprechen  denselben  bez.  die  realen  Werthe  ß^,  ß,,  ...,  ß^,  ß  auf  der 
realen  f-Axe,  wenn 

(5.)  h{f)  =  ""•/•(0(<-p), 

gesetzt  wird. 
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Es    lässt    sich    nun    beweisen,    dass    in    Folge    der    über  '"'^F{t)    ge- 
machten Voraussetzung  die  Function 

mf  f\-  ""'^(0-'""J'(^) 
^'  ''  ~   ""'g(0     ""'g(^.) 
h{t)        h{Q 

nicht  für  reale  Werthe  von  t  und  <,,  mögen  diese  von  einander 
verschieden  oder  einander  gleich  sein,  verschwinden  kann. 

Der  Modul  dieser  Function  besitzt  daher  für  reale  Werthe  von  t  und  t 
eine  von  Null  verschiedene  untere  Grenze,  welche  wir  mit  M  bezeichnen 
wollen.  Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung  (4.)  ebenfalls  der  Bedingung  III 
Genüge  leistet,  solange  mod  d  <;  J/,  d.  h.  solange  der  Abstand  des  Punktes  C 
vom  Punkte  ''"^F{ß)  eine  gewisse  angebbare  Grenze  nicht  überschreitet. 

Die  Gleichung  (4.)  behält  dieselbe  Eigenschaft,  wenn  C  aus  einer  [76 
Anfangslage  C°'  fortschreitet  und.  zugleich  ß,  9  von  den  Anfangslagen  ß  =  ^™ 
Q  =  (>'°'  ausgehend  Lagenänderungen  erfahren  so  lange,  bis  entweder  neben 
den  Gleichungen  ^ 

(7.)  8=-H{t,t,), 

(8.)  •  d,  =  -H,{f,t,), 

wo  d^  der  conjugirte  Werth  von  d  ist  und  H^{t,tJ  aus  H{t,tJ  hervorgeht, 
wenn  die  Coefficienten  von  H  durch  ihre  conjugirten  Werthe  ersetzt  werden, 
noch  die  Gleichung 

(9.)  KV.Q^^'"-      '"'''•         - 


dt     dt,         dt,      dt 

durch  endliche  Werthe  von  t  und  t^  befriedigt  wird;  oder  so  lange  bis  den 
Gleichungen 

(10.)  <«^Fit)  +  d'-^^  =  0, 

(11-)  "»>F,(0  +  ö„^^  =  0, 

wo  ""'i^„(i),  \{t)  bez.  aus  '""F(i)  und  h{t)  liervorgehen,  wenn  die  Coefficienten 
derselben  durch  ihre  conjugirten  Werthe  ersetzt  werden,  endliche  Werthe 
Genüge  leisten;  oder  bis  den  beiden  Gleichungen 

40* 
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.12)  s  =  - "''F'it)Hty 

^     ^^  '•'V{t)h{t)-""'u{t)h'{t)' 

endliche  Werthe  von  t  genügen;  oder  endlich,  bis 

(14.)  d  +  lim(""'^(00  =  0- 

Die  Elimination    von   t  und  t^    aus    den  Gleichungen  (7.),  (8.),  (9.)    möge   nun 
ergeben 

oder 

(15.)  i?(C,C„^,9,pJ  =  0,       • 

wo  Co  den  conjugirten  Werth  von  C  darstellt.     In  gleicher  "Weise  folge  durch 
Elimination  von  t  aus  den  Gleichungen  (10.),  (11.) 

oder  ^ 

(16.)  i?.(:,:o,^,p,9.)  =  0, 

77]  endlich  dmxh  Elimination  von  t  aus  den  Gleichungen  (12.)  und  (13.)  das 
Resultat 

oder 

(17.)  J?,(',C„,^,p,(.,)  =  0. 

Keine  der  di-ei  Functionen  R,  R^,  R^  besitzt  einen  Factor  u)(C,  Cj),  dessen 
sämmtliche  Coefficienten  gleichzeitig  von  ß,  q,  p„  unabhängig  sind,  und  es 
können  die  Gleichungen  (14.)  bis  (17.)  nicht  für  d  =  0,  ^^  =  0  identisch  in 
Bezug  auf  p,  q^  erfüllt  werden.  Ist  nun  z^^^  ein  in  der  ^ -Ebene  vor- 
geschriebener Punkt,  so  werden  im  Allgemeinen  die  Ausgangswerthe  C", /S'",  9"" 
so  gewählt  werden  können,  dass,  wenn  C  eine  von  C'"  nach  z^^^  hinführende 
Curve  r  in  der  ^•-Ebene  beschreibt,  ß  und  p  sich  so  ändern  können,  dass  die 
durch  die  Gleichungen  (14.)  bis  (17.)  gebundene  Mannigfaltigkeit  C,  C«,  ß,  9,  p, 
entweder  gar  nicht  oder  nur  eine  gerade  Anzahl  !Mal  durchschnitten  wird. 
Ist  alsdann  für  C  =  £" 

ß    =    ß,n+,>       9    =    Pm+l) 


EINE  GATTUNG  RATIONALER  CURVEN.  317 


SO  wird  die  Function 


(18.)  z  =  ^'"^Fif)  +  d„J-^^'^ 


h{t)    ' 


wo 


(19-)  K^.  =  7STr7i^T('^™«-"'^(^".+.))> 


die  Eigenschaft  haben,  dass  für  t  =  ß^,  ß^,  ...,  ß^,  ß^^^  z  bez.  die  Werthe 
^,,  ^j,  . . .,  ^',^,  ^-^^j  annimmt  und  dass  die  Bedingung  III  für  dieselbe  noch  er- 
füllt ist. 

Da  nun  für  m  ==  1  in  der  Gleichung 

(20.)  z  =  -^ 


jedem  Werthe  von  z  nur  ein  AVerth  von  t  zugehört,  so  Avird  also  durch  suc- 
cessive  Anwendung  des  angegebenen  Verfahrens  für  eine  beliebige  Zahl  n  die 
Herstellung  einer  rationalen  Function  F{t)  ermöglicht  sein,  welche  den  im 
Eingange  angegebenen  Bedingungen  I,  II,  III  Genüge  leistet. 

Für  etwa  mögliche  Ausnahmefälle  kann  auch  das  folgende  Verfahren 
eingeschlagen  werden. 

Wir   schalten    zwischen    der   Punktreihe    z,z„,....z     einerseits    und   z  ^ 

1'        2"  '        W  »l+l 

andererseits    eine    endliche  Anzahl   von  Punkten    C,C,...,C     ein,   indem   wir 

- 1 1      -2  ■  '      'P  ' 

denselben  entsiirechend  p  willkürlich  gewählte  nicht  reale  mit  p^  p^,  . . .,  p^ 
in  derselben  Halbebene  t  gelegene  Grössen  a^,  a^,  ...,  a  und  ebenso  dem  [78 
z^^^  entsprechend  p^^^  als  Unendlichkeitsstellen  zuordnen.  Wir  gehen  nun- 
mehr mit  Hülfe  von  den  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  analogen  Gleichungen  von 
der  Curve  C  successive  zu  den  Curven  C,  C^,  ...,  C  über,  derart,  dass  die 
Curve  C.^  die  Punkte  z^^  z^,  . ..,  z^^^  C,,  Cj,  ■••,  C,  in  sich  aufgenommen  hat,  und 
bezeichnen  zuletzt  die  Curve,  welche  bei  dem  Übergange  von  C^  nach  z^^^ 
entstanden  ist,  mit  C  ^  . 
In  die  Gleichung 

(21.)  ^  =  F.,{t), 

welche  eine  Curve  C,  darstellt,  sind  ausser  den  Unendlichkeitsstellen  p^,  (j^, . . .,  q^^ 
noch  die  Unendlichkeitsstellen  0^,0^,  . . .,  a^  eingetreten.  Zuletzt  erhalten  wir 
bei  dem  Übergange  von  C    nach  z^^^  eine  Gleichung  der  Form 
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(22.)    ^^F(0  =  7^^  +  ^^  +  ---  +  7^^  +  7-^  +  :^  +  ---  +  -^+     ''■ 


m+I 


welche  zunächst  den  Bedingungen  g.^  =  F{ß.^),  für  /  =  1,  2,  3,  ...,  m,  /w+1, 
Genüge  leistet.  Es  lässt  sich  nunmehr  beweisen,  dass  C,,C,,...,C  so  nahe 
an  einander  und  an  z^  einerseits  und  2^^^  andererseits  jedoch  in  endlicher 
Anzahl  so  gewählt  werden  können,  dass  für  jede  der  Gleichungen  (21.),  (22.) 
die  Bedingung  III  erfüllt  wird. 


ANMERKUNG. 


Die  nähere  Begründung  der  in  der  vorliegenden  Notiz  skizzirten  Methoden  hat  mein  Vater  nicht 
mehr  gegeben.  Im  handschriftlichen  Nachlass  habe  ich  nicht  genügendes  Material  zu  einer  Constmction 
der  Beweisführung  gefunden. 

Vgl.  übrigens  die  Anmerkung  1)  zur  Abh.  LVIII,  S.  116  dieses  Bandes.  R.  F. 


LXXIII. 


ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

(Sitzungsberichte   der   Königl.   preussischen  Akademie   der  Wissenschaften   za  Berlin, 
1901,  II,  S.  34 — 48;  voi-gelegt  am  10.  Januar;  ausgegeben  am  17.  Januar  1901.) 


Die  folgende  Notiz  enthält  einen  Auszug  aus  einer  demnächst  zu  ver-  [34 
öffentlichenden  Arbeit.  Man  hatte  in  den  bisherigen  auf  die  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen bezüglichen  Untersuchungen  sich  darauf  beschränkt,  die 
analytische  Form  der  Lösungen  derselben  in  der  Umgebung  je  einer  singu- 
lären  Stelle  der  Differentialgleichung  festzustellen.  Für  viele  tiefergehende 
Probleme,  welche  auf  die  Natur  der  der  Differentialgleichung  zugehörigen 
Substitutionsgruppe  Bezug  haben,  ist  es  von  Wichtigkeit,  auch  eine  analytische 
Form  für  ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen  aufzustellen,  welches  aus  der 
Fundamentalgleichung  für  einen  beliebigen  Umlauf  entspringt.  Mit  dieser 
Aufstellung  beschäftigt  sich  der  erste  Theil  dieser  Notiz. 

Mit  Hülfe  der  erhaltenen  Resultate  wird  alsdann  ein  auf  die  Beschaffen- 
heit der  Gruppe  von  Substitutionen  bezüglicher  Satz  hergeleitet  für  den  Fall, 
dass  ein  Fpiüamentalsystem  von  Lösungen  der  Differentialgleichung  einem 
Sv.<i*-A»>:c  von  homogenen  Relationen  mit  constanten  Coefficienten  Genüge 
leistet. 

Um  aus  diesem  Satze  weitere  Folgerungen  zu  ziehen,  wird  vorläufig  der 
Fall  in's  Auge  gefasst,  dass  eine  solche  Relation  mit  der  besonderen  Eigen- 
schaft stattfindet,  dass  dieselbe  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  unge- 
ändert  bleibt.  In  einer  späteren  Mittheilung  sollen  diese  Folgerungen  einer 
näheren  Erörterung  unterworfen  werden. 
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ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHL^XGEX. 


1. 

In  den  Grundlagen  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  wird 
Folgendes*)  bewiesen: 
Es  sei 

(A.) 


«u  -  "^ 

«2. 

• 

•     «, 

«12 

«s»- 

Ü)     . 

..     « 

«I» 

«» 

, 

..     « 

35]  wo  l^o  Vit  ■  •  -1  Pn  innerhalb  eines  Gebietes  T  der  complexen  Variablen  2 
eindeutige  und  überall  bestimmte  Functionen  von  z  sind.  Ist  TJ  ein  Umlauf 
von  z  innerhalb  T  und 


(B.) 


die  zu  diesem  Umlaufe  gehörige  Fundamentalgleichung,  so  giebt  es  ein  Funda- 
mentalsystem von  Lösungen  von  folgender  Beschaffenheit:  Sind  (u^,  (o,,  . . .,  tu^ 
bez.  Aj,  Aj,  . . .,  A^-fache  Wurzeln  der  Gleichung  (B.),  derart  also,  dass: 

A,  +  A,  H h  A,  =  n, 

so  zerfallen  die  zu  tu^  gehörigen  A^  Elemente  des  Fundamentalsystems  derart 
in  Gruppen  von  bez.  (t^  ,  fi^.  ,  ...,  jtju    Elementen,  wo  also: 

dass  die  einer  solchen  Gruppe  zugehörigen  Elemente  Umlaufsrelationen  der 
Gestalt 

y.  =  ">»/., 


Vf.    =    ">»/,. +  »/a-i**) 


Diese    Resultate   sind   selbstverständlich    nicht    bloss    fui'   einen  Umlauf 
um  eine  der  Unendlichkeitsstellen  der  Coefficienten  p^,  p^,  •  ■  -i  P„  —  fiu"  welche 


*)  Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  131  ff.;  Bd.  68,  S.  361  ff. '). 
**)  Vergl.  Hamburger,  Grelles  Journal,  Bd.  76,  S.  121. 


1)  Abh.  vr,  S.  170  ff.  und  Abb.  TU,  S.  213  ff.,  Band  I  dieser  Ausgabe.     R.  F. 
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sie  in  der  Theorie  zunächst  Anwendung  gefunden  haben  —  sondern  für 
jeden  beliebigen  Umlauf  U  gültig. 

In  dem  Falle,  dass  der  Umlauf  U  um  eine  der  Unstetigkeitsstellen  z  ^  a 
der  Coefficienten  Pi,  p, ■,•■■,  p„  vollzogen  wird,  ist  nachgewiesen  worden,  dass 
die  analytische  Form  der  zu  einer  Gruppe  (C.)  zugehörigen  Integralelemente 
die  folgende  ist: 

Sei 


'=2^^'S' 


und  setzen  wir 
(1.)         fit)  = 


'^.,-.+f  ^  y^,-j+[^  2  ^)%-o^'+-+'>o<'"-'](^-«)'', 


^°  ^a-o  ^u-»!  ••  ■'  ^0  ^^  *^6^'  Umgebung  von  a  eindeutige  Functionen  von  2  sind, 
imd  wo 


(2.) 
Alsdann  ist 


(D.) 


^  =  I^^^s^^-'^^- 


i/u       =  fit), 

1       df{t) 


[36 


2/..-« 


fi  -  1      dt    ' 
1  öY(0 


(ft-l)(ft-2)       dt' 


Vi 


ö-YCO  *) 


(ft-i)!    ör-' 


Wir  gehen  nach  diesen  Vorbereitungen  dazu  über,  eine  analytische  Form 
der  zu  einer  Gruppe  (C.)  gehörigen  Lösungen  der  Gleichung  (A.)  auch  in 
dem  Falle  aufzustellen,  dass  U  nicht  mehr  einen  Umlauf  um  einen 
einzigen  singulären  Punkt  a,  sondern  vielmehr  einen  beliebigen 
Umlauf  bedeute. 


*)  Vergl.  Grelles  Journal,  Bd.  6G,  S.  13Gff. ,  Bd.  G8,  S.  355  ff.')  und  Jürgens,  Grelles  Journal, 
Bd.  80,  S.  151  ff. ;  vergl.  auch  Heffter,  lineare  Differentialgleichungen,  S.  107. 


1)  Abb.  VI,  S.  175  ff.  und  Abb.  VH,  S.  206,  Band  I  diosor  Ausgabe.    E.  F. 
Fuob»,  iiiatboui.  Worko.    III. 


41 


322  ZUR  THEORIE  DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

Sind  die  sämmtlichen  Gruppen  (C.)  eingliedrig,  so  ist  entweder 

tu,   =   UJ,   =   ...   =   <ü„   =    1, 

alsdann  bleiben 

Vi  =  ?.>    2/s  =  ?„     •  .  •,    y„  =  ?« 

beim  Umlauf  ü  ungeändert,  oder  wenn  z.  B. 

2-t'r, 

von  Eins  verschieden,  so  setzen  wir 

j_ 

2/,  '   =  C; 
alsdann  ist 

(la.)  y,  =  C^'cp,,    y,  =  f'<?„    ...,    y„  =  C'-cp,, 

wo  cp,,  cpj,  ...,  9„  beim  Umlaufe  U  ungeändert  bleiben. 

Wenn  nicht  sämmtliche  zu  einem  beliebigen  Umlauf  U  gehörigen  Gruppen 
(C.)  eingliedrig  sind,  so  sei  yj  der  Repräsentant  einer  mehrgliedi-igen  Gruppe, 
d.  h.  dasjenige  Element  derselben,  welches  sich  bei  dem  Umlaufe  ü  mit  der 
Wurzel  u>  der  Fundamentalgleichung  multiplicirt ;  ferner  sei  tj^  das  zweite 
Element  derselben  Gruppe,  so  dass 

(2.)  TJj    =     ">T,2+^.. 

37]     Wir  setzen  nunmehr 

dann  wird  |  bei  dem  Umlaufe  U  ungeändert  bleiben,  während  t  sich  um  Eins 
vermehrt. 

Sind  nunmehr  y^,  y^,  ...,  y^  die  zu  einer  der  Gruppen  (C.)  gehörigen 
Elemente  des  iundamentalsystems  und  10,  die  zugehörige  Wm-zel  der  Funda- 
mentalgleichung und  werde  wieder 

(2.)  u),  =  e 


•2i-.ir, 


gesetzt,  alsdann  ist  in  Folge  der  ersten  Gleichung  der  bezüglichen  Gruppe  (C.) 
(3-)  y.  =  r>., 
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WO  C5,  beim  Umlaufe  U  iingeändert   bleibt.     Ans    der   zweiten  Gleichung  (C.) 

folgt,    dass  —   nach  dem  Umlauf  sich   um  —   vermehrt.     Die  gleiche  Eisen- 

Schaft  kommt  auch  —  zu;  es  ist  also  — gegen  den  Umlauf  TJ  unempfind- 
lich. Hieraus  folgern  wir  analog  wie  bei  dem  entsprechenden  besonderen 
Fall  für  den  Umlauf  um  einen  einzigen  singulären  Punkt*): 

(4-)    .  y.  =  l'''|?.o +•?.,<!, 

wo  9j^,  'ijj  bei  dem  Umlauf  U  ungeändert  bleiben.  Und  so  fortfahrend  erhält 
man 

(5.)  t/„  =  f '  i  %o  +  ?,.,  <  +  •  •  •  +  '■Pu.u-i  <■""' ! . 

"^^  9uo'  ?ui'  •••)  9u.u-i  b^i  "ißi^  Umlauf  U  ungeändert  bleiben. 

Man  kann  alsdann  analog  wie  für  den  Umlauf  um  einen  einzigen  singu- 
lären Punkt  folgern,  dass  die  Functionen  9^  sich  als  lineare  homogene  Func- 
tionen von  ft  linear  unabhängigen  unter  ihnen  mit  constanten  Coefficienten 
darstellen  lassen,  und  dass  namentlich  die  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen 
von  t  sich  von  9^  nur  um  einen  constanten  Factor  unterscheiden. 

3.  [3S 

Wir  machen  jetzt  Gebrauch  von  folgendem  Satze: 
Ist 

(1.)  y  -=  f{^, ") 

eiue  Lösung  der  Gleichung  (A.),  wo  u  eine  willkürliche  Grösse  bedeutet,  von 
welcher  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  unabhängig  sind,  so  sind  auch  die 
sämmtlichen  partiellen  Ableitungen  von  y  nach  der  Grösse  u  Lösungen  der- 
selben Differentialgleichung  **). 

Wir  haben***)  nachgewiesen,  dass  eine  ganze  rationale  Function  von 
log(^  — a),  deren  Coefficienten  abgesehen  von  einem  allen  gemeinsamen  Factor 


*)  Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  135'). 

**)  Vergl.  KoEHLER,  Inauguraldissertation,  Heidelberg  1S79. 
***)  Grelles  Journal,  Bd.  G8,  S.  35G«). 


>)  Abb.  VI,  S.  174,  Hand  I  dieser  Aasgabe.    R.  F. 
>)  Abb.  Vn,  S.  208,  Band  I  dieser  Ansisabo.    B.  F. 
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(s  —  aj   in    der  Umgebung   von   z  =  a   eindeutige    Functionen    sind,   nur    dann 
identisch  verschwindet,  wenn  die  einzelnen  Coefficienten  verschwinden. 
I.    Ein  analoger  Satz  gilt  auch  für  einen  Ausdruck 


!m ) 


(2.)  F=^'-\A,+  AJ  +  ...  +  ÄJ 

w^orin  |,  t  dieselbe  Bedeutung  wie  in  voriger  Nummer  haben  und 
A^,  A^,  . . .,  A^  Functionen  von  s  sind,  welche  bei  dem  Umlaufe  U 
ungeändert  bleiben.  Das  identische  Verschwinden  von  F  er- 
fordert, dass  A^,  A^,  . ..,  A^  identsch  Null  sind.  Der  Beweis  ist  ganz 
so  wie  bei  dem  Specialumlauf  um  ^  =  a  zu  führen.  Dieser  Satz  gestattet 
auch  eine  Erweiterung*),  welche  der  für  einen  speciellen  Umlauf  um  eine 
einzige  singulare  Stelle  gemachten  analog  ist,  dass  das  Verschwinden  einer 
Summe  von  Ausdrücken  der  Form  (2.),  worin  die  Exponenten  r  sich  nicht 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  das  Verschwinden  aller  einzelnen  Summanden 
zur  Folge  hat. 

n.    Ist  daher 
(3.)  y  =  F{z,  t) 

eine  ganze  rationale  Function  von  z  und  f,  deren  Coefficienten 
bis  auf  einen  allen  gemeinsamen  Factor  ^  bei  dem  Umlauf  U 
ungeändert  bleiben,  eine  Lösung  der  Gleichung  (A.),  so  ist  auch 

(4.)  y  =  F{z,t  +  X) 

für  einen  willkürlichen  Werth  von  A  eine  Lösung  der  Glei- 
chung (A.). 

Der  Beweis  ist  wieder   analog   wie   für   den  Specialumlauf  um  z  ^  a  zw 
führen**). 
39]     Hieraus    ergiebt    sich    aber   analog  wie  für  den  Specialumlauf  um  z  =  a: 

IIL    Ist 

(5.)  y  =  F{z,t) 


*)  Vergl.  TnoME,  Grelles  Journal,  Bd.  74,  S.  194  und  Hefftek,  a.  a.  0.,  S.  238. 
**)  Vergl.  Hekfter,  a.  a.  0.,  S.  107. 
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eine  Lösung  der  Gleichung  (A.)   so  ist  auch  -g-f-  eine  Lösung  der- 
selben Gleichung. 

Wir  können  daher  wie  für  den  Specialumlauf  um  z  =  a  in  No.  1  die 
in  den  Gleichungen  (3.)  bis  (5.)  No.  2  enthaltene  Integralgi-uppe  durch  das 
System 

i  y,    =  m, 


(E.) 


1    m) 

ft  -  1      öf     ' 

1  öY(0 


(,tt-l)(^-2)       öf     ' 


ö"-'/-(0 


ersetzen,  wo 

(5.)       m  =  r  {i',-. + (^  7  ^)  ■>,.-.  ^  +  f  7  ^)  '^-s  ^' + ■  •  •  +  ■i'»  <■"-•  j , 

und  (j;^_,,  (l;,,.^,  •••,  'K  ^®^  '^^'^  Umlaufe  C7  ungeändert  bleiben. 

Die  Functionen  ^,,  ^j,  •  •  •,  2/,.  genügen  daher  den  Gleichungen: 


(F.) 


% 


'n-% 


1     ^y,.-/ 

ft  —  X        dt 


Wir  wollen  im  Folgenden  diese  Gestalt  der  Lösungen  als  die  kanonische 
bezeichnen. 


Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  ein  Fundamentalsystem  Wj,w.^,...,w  von 
Lösungen  der  Gleichung  (A.)  einer  gewissen  Anzahl  homogener  Relationen 
des  Grades  v  und  mit  constanten  Coefficienten  Genüge  leiste.  Die  Anzahl 
der  linear  unabhängigen  derartigen  Relationen  ist  eine  endliche;  wir  be- 
zeichnen dieselbe  mit  q.     Die  Relationen  seien 


(G.) 


'f,(iy,,«(;,,...,?(;J  =  0, 
'^^{ii\,iv^,...,tv„)  =  0, 

'f^,{w„w,,...,w„)  =  0. 
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40]  Es  möge  tv^,  w^,  ...,  w^  das  kanonische  Fundamentalsystem  sein,  welches 
zu  einem  willkürlichen  Umlaufe  U  gehört  und  welches  gruppenweise  in  voriger 
Nummer  durch  die  Gleichungen  (E.)  definirt  worden  ist.  AVir  lassen  eine 
Abänderung  in  der  Reihenfolge  der  in  einer  Gruppe  enthaltenen  Integral- 
elemente in  (E.)  derart  eintreten,  dass  wir 

*  ■'  I    

l     Vi      =  % 

setzen.     Die  Gleichung  (F.)  nimmt  daher  die  Gestalt  an: 

Wir  wollen  die  Elemente  w, ,  w^ ,  •  • . ,  w^  in  folgender  Reihenfolge  schreiben : 

(2.)    tv,,  u\,  ...,  w^^;  «f^,+i,  «•fi,+2.  •••' «v.+fis;  •••; 

derart,  dass  wir  die  zu  der  jt^,  jt.^,  . ..,  jt^^-gliedrigen  Gruppe  bez.  gehörigen 
Elemente  zusammenstellen. 

Substituiren  wir  in  (G.)  für  w^,  w^,  . . .,  w^  ihre  analytischen  Ausdrücke 
aus  (E.),  so  müssen  nach  Satz  I.,  No.  3  (Verallgemeinerung)  in  den  Resultaten 
die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  t  verschwinden. 

Hieraus  folgt 

(3.)  ~dt  =  ^'  (x  =  1,2,3,. ..,j) 

d.  h.  nach  Gleichung  (F.) 

(4.)    /  ÖC5..       .         ,,  do^       ,         „.  öts^ 

+  u.  s.  w.  =  0.  («  =  l,2,...,e) 

Nach  der  über  cp^,  cp^,  . . .,  cp,  oben  gemachten  Voraussetzung  muss  dem- 
nach identisch  für  beliebige  u\,  w^,  . . .,  w^ 
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(H.) 


(f. -!)«■, 


d<s. 


+  •••  + 


(f»,-l)«',a.  +  2  +   ..,,'''-       (f*s-2)M>ft.  +  3  +  •••  + 


Ö?x 


IW,, 


öu'^.  +  i^'"'     -'""•-^^"  öt.^^+2-^     -.~^.-..  .        ■   ö«;,,+^,_i  ^•^''.+f^ 


+  u.  s.  w. 


(x  =  i,2,...,e) 


sein,  wo  die  Grössen  31^^  von  w^,  u\,  . . .,  w^  unabhängig  sind. 

Um  die  allgemeirie  Lösung  dieses  Systems  partieller  DiflFerential-  [41 
gleichungen  zu  jfinden,  haben  wir  nach  Jacobi*)  zunächst  das  System  der  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen 


dw^ 


dw. 


div, 


^1-1 


(ft,-l)«'',           (.«i-2)tP3                                l'fft. 

dtv^^  +  l                     dtv^^+2         _         _    f^'V+f^s-l 

(H'O       / 

~  (^. 

-l)2<'^.  +  2           (ft.-2)ifj,^  +  3                         ^^^u.  +  ftj 

( 

_   ^9. 

-  iv.  -      -  is; 

ZU  integiu'en, 

wo 

^x  -=   M.,,  «,  +  il/,,  '^,  +  •  •  •  +  lf,„  c?^ 

gesetzt  ist. 

Ein  System  von 

Gleichungen  der  Form 

ff,\ 

dw,                   dw,        _        _    äw^_l 

oder  das  identische  System 


ltü„ 


(6.) 


(ft-1);«;,, 


rfjf,. 


=  «'„ 


*)  Grelles  Journal,  Bd.  2,  S.  322 ;  Gesammelte  Werke,  Bd.  4,  S.  8. 
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besitzt  die  allgemeine  Lösung 


(7.) 


''^  ^"-+ f  7  >.-.^"- +f^>.-.«"-+ •••+(;;:;)  A. 


IV, 


IV,    = 

tv,  = 

1       du\ 
[i-l    d»  ' 

1                    d»  IV, 

(^-l)(^-2)     rfö'   ' 

1          d'"-'«'. 

wo  A     ,  A     ,  ....  A    willkürliche  Constanten  bedeuten. 
42]     Aus  diesen  Gleichungen  folgt 

(8.)  r-"  =  B,,  +  B,,  u;  +  B,,  IV,  +  ...  +  B^,iv^, 

wo    die    Bj^    sich   rational    aus    den    Coefficienten   A^   zusammensetzen.      Dem- 
nach ist 

(J,.)       B,,  +  B,,  «',  +  •  •  •  +  B,,  IV,,  =  (S^_,,.  +  £,_,,.  H-,  +  •  •  •  +  B„_,,,.  ?<;„)"-*. 

(fe=l,2,...,,a-2) 

Diese  Gleichungen  stellen  die  jt  — 2  Integralgleichungen  des 
Systems  (5.)  oder  (6.)  dar. 

Von  den  Constanten  ^^,  ...,  A^^_^  lässt  sich  eine  willkürlich  und  so 
wählen,  dass  die  Gleichungen  (J^.)  die  Form  annehmen: 


(Jr-) 


Vu-»         Yu—ii 
WO  t{;^^  eine  ganze  rationale  homogene  Function  der  Grössen 

mit    numerischen    Coefficienten,    y^,  y^,  ...,  j'^_,    willkürliche    Constanten    be- 
deuten. 

So  ergiebt  sich  z.  B.  für  ^  =  4 : 

<!>,    =    M'.  f<'  -  3  U\  tv,  M-,  +  2  H'J. 


(8.) 
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Die   Functionen    ^,,  ^,,  •  • -i '{'a.,    lassen    sich    in    Determinantenform    um- 
gestalten*). 


(J.) 


't'.  = 

%-i 

tv. 

%-■, 

%-i 

%-> 

%-i    % 

-l-a    = 

%-s 

%-■,   %-i 

%-* 

U'u-3 

%-■, 

'^i  = 


2tü„_,   w„      0 


%-2     ^Of^-l      % 
'<V-3     %-*    '^"u-l 


%-<     %-s  «>-t  «"A-i 

%-5      %-4  %-a  %-i 


^ü 


a.  s.  w. 


IV. 


'fi-l-i         "^n-X 


w„ 


n\ 


u-sX-i    "7<-jZ 


%  0 


^^u-i-l    ^''u-X 


'T'ü-i 


IV, 


IV. 


'ß-X-1      '''fi-X 
u-X-S      ^'''fi-X-1 


'iV'n-iX-2    "'fj-sü-i    •  • 


^-1 


tv, 


>-;.-! 


Femer  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (H'.) 


[43 


(9.) 


^?k 


div,, 


=  ^;;-(-3^..?.  +  ^v.,?.  +  ---  +  -a4s?e)-     (fc  =  i,2,...,e) 


Sind  <3^,  a^,  . . .,  a^  die  Wurzeln  der  Gleichung 


(10.) 


M,,         31,,- 0  . . .  3I^„ 


M„.         31. , 


0, 


■  M„,-G 


so  werden,  wenn  diese  Gleichung  nur  ungleiche  Wurzeln  besitzt,  die  hieraus 
sich  ergebenden  Integralgleichungen: 


*)  Diese  Umformung  hat  mein  Sohn  Richard  ausgeführt. 


Fuobs,  mathein.  Wcrko.    ni. 
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.  1  «-  "l! 

«^u,-l 


(J'-)  {     ?,e      ""•        =  d. 


.    Vu,-2  —  J'fi.-a. 

=  v 

wo  öj,  öj,  ...,  d    willkürliche  Constanten  bedeuten. 

Bezeichnen  wir  die  den  verschiedenen  "Werthen  ft^ ,  jt^ ,  . . .  aus  den  Glei- 
chungen (H'.)  entsprechenden  Integralgleichungen  (J.)  mit  oberen  Indices,  so 
ist  die  Gesammtheit  der  Integralgleichungen  von  (IT.) 


(J,.) 


I.  Die  allgemeine  Lösung  des  Systems  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen (H.)  ist  demnach: 

K'^J    'ih  —  ^  /i\Vi      )  ?j      j-..)V,4,-2i   Yi      )  y.      .  •■•)  Yf4-2)  ••.)) 

(t  =  i,2,...,e) 

wo  fj  willkürliche  Functionen  der  Argumente  bezeichnen. 

Diese  Argumente  sind  algebraische  Functionen  der  in  das  Differential- 
gleichungssystem (H.)  eintretenden  Grössen  jr^,  %\^  .... 

Sollen  demnach  die  cp  algebraische  Functionen  von  tc  ,  ?r  ,  .  . .  sein, 
so    müssen    die   /"^    selber    algebraische  Functionen    ihrer  Argumente    und    die 

e        **'     von     "'~     unabhängig  werden.     Es  muss  demnach 

a.   =    ;,   =  ...   =   5^   =   0 

44]  sein.     Daher  muss 

l,^r^     Yi  —  li,\ti      ,  Y»       I  •••!  Vft,-2j    Vi       I  Yi       »■••)  Vji,— 2i  .  •  .^      i*  — i,A-   -.pi 
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sein,  wo  /",.  die  allgemeinste  derartige  algebraische  Zusammensetzung  seiner 
Argumente  bedeutet,  fili-  welche  9^.  eine  ganze  homogene  Function  von 
w^,w^,  ...  wird. 

Ein  ähnlicher  Schluss  ergiebt  sich  für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  (10.) 
gleiche  Wurzeln  hat. 

Hieraus  ziehen  wir  den  Schluss: 

Wenn  die  cp^  nicht  durch  die  Gleichungen  (K^.)  bedingte  Gestalten  haben, 
so  kann  in  keiner  der  zu  den  Gruppen  (C.)  gehörigen  Integrale  eine  Potenz 
von  t  auftreten.     Dieses  Resultat  besagt: 

II.  Wenn  zwischen  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems 
w^,  to\,  . . .,  w^  von  Lösungen  der  Gleichung  (A.)  ein  System  (G.) 
homogener  Relationen  mit  constanten  Coefficienten  stattfindet, 
und  es  haben  die  Functionen  cp^,  nicht  eine  der  durch  die  Glei- 
chungen (Kj.)  dargestellten  Formen,  so  werden  die  Elemente  des 
jedem  beliebigen  Umlaufe  U  zugehörigen  canonischen  Funda- 
mentalsystems in  sich  selbst  multiplicirt  mit  je  einer  Constanten 
(einer  Wurzel  der  Fundamentalgleichung)  übergehen. 

5. 
Wir  setzen  jetzt  voraus,   dass   ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen   der 
Gleichung  (A.)  einer  homogenen  Relation 

(L.)  'f{y,,y^,'--,yn)  =  0 

mit  konstanten  Coefficienten  von  der  Beschaffenheit  genügt,  dass 

für  willkürliche  Werthe  dieser  Argumente  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe 
der  Differentialgleichung  in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer  Constanten  über- 
geht. 

In  meiner  Arbeit  (Acta  Math.,  Bd.  1,  S.  323—326*))  habe  ich  für  den 
Fall   n  =  3    gezeigt,    dass    die  Anzahl    der  Werthe    von   z,    für    welche  — ,  — 

&  t3     )  '  3/1'     2/1 

gleichzeitig  denselben  Werth  annehmen  können,  eine  endliche  ist,  wenn  nicht 
die  sämmtlichen  Invarianten  der  Differentialgleichung  verschwinden  (was  dar- 
auf hinauskommt,  dass  der  Grad  von  cp  der  zweite  ist). 


1)  Abb.  XL,  S.  301-304,  Band  U  dieser  Auegabe.    K.  l'. 

42* 
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45]  Nach  denselben  Principien  lässt  sich  allgemein*)  für  eine  Differential- 
gleichung n'*"  Ordnung  der  Satz  beweisen,  dass  die  Anzahl  der  Werthe  der 
unabhängigen  Variablen  z,  für  welche  sämmtliche  Quotienten  ^,-^,  •••,^ 
denselben  Werth  annehmen  können,  eine  endliche  ist,  wenn  nicht  die  sämmt- 
lichen  Invarianten  der  Differentialgleichung  verschwinden  oder  die  Covarianten 
der  Form  1^  gewisse  Besonderheiten  darbieten. 
Sei 
(M.)  u  =  A,y  +  A,y' +■■■,+  Ä,_,  2/'""", 

wo  A  ^  A  ,  .. .,  A  _    willkürlich  angenommene  rationale  Functionen  von  2  sind, 
und  es  werde 

(1.)  ^h  =^  Ay,  +  Ay'k  +  ---  +  A- vT" 

gesetzt,  so  wird  <p(«i,«<2,  •••,  ^„)  ^^  Eigenschaft  haben,  nach  jedem  Umlaufe 
der  Variablen  z  in  sich  selbst  mit  einer  Constanten  multiplicirt  überzugehen, 
da  u^,  ti^,  ...,11^  dieselbe  Substitutionsgruppe  wie  y^iV^-,  ■  ■■i'y^  besitzen.  Für 
willkürliche  Functionen  A^^  kann  aber  cp(2/j,  «f^, . . .,  mJ  nicht  identisch  ver- 
schwinden ,  da  für  einen  willkürlichen  Werth  von  z  die  Werthe  u^ ,  m,  ,  . . . ,  m^ 
willkürlich  bestimmt  werden  können,  9(&j)  ^j,  •••  9„)  aber  nicht  für  beliebige 
Werthe  der  Argumente  verschwindet. 
Sei  daher 

(N.)  «pK.  «2,  ••-.«„)  =  Z(^). 

so  ist  ^(^)  eine  nicht  identisch  verschwindende  Function  von  z,  deren  logarith- 
mische Ableitung   rational   ist,   wenn    wir    voraussetzen,    dass   die  Differential- 
gleichung (A.)  zu  der  Klasse   gehört,    deren  Lösungen   überall  bestimmt  sind. 
Setzen  wir 

so  folgt  aus  (N.)  - 

(3-)  ""'l'C'i.,^,,---,^,-)  =  X(4 

Für  zwei  Werthe  z  und  z^.  für  welche   t;,,  ■»],,•• -i '')„_,   dieselben  Werthe 
erhalten,  folgt  dann 


(4.) 


*)  Vergl.  Ludwig  Schlesinger,  Inauguraldissertation,  S.  23  ff.,  Handbuch,  IL,  1,  S.  232. 
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Hieraus  folgt  nach  den  oben  angeführten  Schlüssen: 

Die  Anzahl  der  Werthe  von  z^  für  welche  vj^,  tj^,  ..■,"/]„_,  die-  [46 
selben  Werthe  annehmen  können,  ist  eine  endliche,  wenn  nicht 
für  iede  Wahl  der  rationalen  Functionen  A.  A  .  ....A       die  sämmt- 

V  0 '        1 '  '        n— 1 

liehen  Invarianten  der  Differentialgleichung 
...  d"M  rf"-'M 

welcher  die  u  Genüge  leisten,  verschwinden. 

Da  von  den  Covarianten  der  Form  ^(Mj,  w^,  ...,  2«^)  hier  nicht  Gebrauch 
gemacht  worden  ist,  so  kommen  die  durch  das  besondere  Verhalten  der  Co- 
varianten entstehenden  Ausnahmen  in  AVegfall. 

6. 
Sind  ^,  ^(j,  ^,,  . . .,  z^_^  diejenigen  Werthe  von  ^,  für  welche  jeder  der  Quo- 
tienten ■»],,  Tj,,  ■••)  ■'(„_,  denselben  Werth  annimmt,  so  ist*) 
(1.)  i  =  {a-z){a.-z,){a- z,) ...(«- z,_,)  =  9 {z,  «) 

eine  rationale  Function  von  z,  und  es  entsprechen  einem  bestimmten  willkür- 
lichen Werthe    von   t   genau    die  Werthe  z,  z^,  . . .,  z^_^,   für   welche  jeder    der 
Quotienten  t],,  ^2)  •  •  •)  ^„_i  denselben  Werth  annimmt. 
Substituiren  wir  in  Gleichung  (A.) 

(2.)  n  =  Av,     t  =  '^{z,cc), 

wo 

^-'         Kdi) 

so  geht  die  Differentialgleichung  (A.)  über  in 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  t  sind. 

1.  Diese  Differentialgleichung  hat  die  Eigenschaft,  dass  ihre 
Integralquotienten    mit    den    Functionen,  -^j,  -r),,  .  .  .,  \^_^    überein- 


*)  Acta  Math.,  Bd.  1,  S.  335  ff.»)    Ludwig  Schle.singer,  Handbuch,  II,  1,  S.  244  ff. 


1)  Abb.  XL,  8.  312  ff.,  Band  n  dieser  Ausgabe.    K.  F. 
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stimmen,  und  dass,  wenn  t  einen  willkürlichen  Werth  der  unab- 
hängigen Variablen  bedeutet,  es  nicht  noch  einen  davon  ver- 
schiedenen Werth  t^  giebt,  für  welchen  jeder  der  Quotienten 
T,j,  vj^,  . ..,  y]„_,  denselben  Werth  annehmen  kann. 

Nach  einem  von  Herrn  Ludwig  Schlesinger  bewiesenen  Satze*)  ist  für 
47]  eine  solche  Differentialgleichung  die  Substitutionsgruppe  der  Quotienten 
\i\t  ^■■1'^n-l^  welche  der  Gesammtheit  der  Umläufe  der  unabhängigen  Va- 
riablen t  entspricht,  eine  discontinuirliche. 

Da  einem  willkürlichen  Umlauf  der  unabhängigen  Variablen  z  ein  be- 
stimmter Umlauf  der  Variablen  t  entspricht,  so  lässt  sich  hiemach  diese 
Eigenschaft  auf  die  Gleichung  (A.)  übertragen. 

Wir  erhalten  also  das  Resultat : 

IL  Die  Differentialgleichung  (A.),  für  welche  eine  Form 
cp(M^,  «(j, . . .,  ?/^)  mit  der  durch  die  Gleichung  (N.)  bestimmten  Be- 
schaffenheit existirt,  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  den  sämmt- 
lichen  Umläufen  der  unabhängigen  Variablen  z  entsprechende 
Substitutionsgruppe  der  Quotienten  vj^,  -/j^,  . . .,  '/j^_j  eine  discon- 
tinuirliche ist,  wenn  nicht  für  jede  Wahl  A^^  A^,  ...,  A^_^  die 
sämmtlichen  Invarianten  der  Gleichung  (A.)  verschwinden. 

7, 

Sei  jetzt  y,,  y.^,  ■  ■  ■,  y„  ein  einem  gewissen  Umlaufe  U^  der  unabhängigen 
Variablen  z  zugehöriges  Fundamentalsystem  der  Gleichung  (A.)  in  der  kano- 
nischen Form  und  so  beschaffen,  dass 


(1.) 


2/.  =  ">i2/,, 


wo  (Oj,  u)^,  ...,  (o^  die  Wurzeln  der  dem  Umlaufe  C7   zugehörigen  Fundamental- 
gleichung bedeuten. 

Sei  wieder,  wie  in  Gleichung  (M.) 

(2.)  u  =  A,y  +  Ay'+.:  +  Ä„_,y^''-'\ 


*)  Handbuch,  II,  1,  S.  291. 
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WO  die  rationalen  Functionen  A^,  A^,  ...,  ^„_,  so  gewählt  seien,  dass  für  einen 
willkürlich  angenommenen  Werth  2  —  z^ 


i/n-l) 


(3.)  u,  =  A,y,  +  A,>j[  +  ---  +  A„_,  yT 

verschwindet,  wobei  wir  voraussetzen,  dass  der  Modul  von  (o^  von 
keinem  der  Moduln  der  übrigen  Grössen  cu^,  ...,  10^  übertroffen 
wird. 

Durch  eine  A:- malige  Wiederholung  des  Umlaufes  C7    gehen 


(4.)  ^'  =  -^'     "-'  =  7^'     ••■'     ^'''-'  u. 


über  in 

(5.)  (rul  =   {'^Jr„     (rj,  =  {^Jr^,,      .  .  .,      (r,„_J,  =   (^)'-^/.- 

Wenn  die  Moduln  von  lo^,  w^,  . ..,  to^  nicht  sämmtlich  gleich  sind,  so  würde  [48 
die  Ä- malige  Wiederholung  des  zu  U^  inversen  Umlaufes  U'''  mit  wachsenden 
Werthen  von  k  unzählig  viele  dem  Unendlichen  zustrebende  Werthe  er- 
geben; da  aber  -q^  =  00,  -q  =  00,  . .  .,  Tfj^_j  =  00  für  ^  =  ^j  dem  Werthbereiche 
(^i)^j!  •  •  ■)  In-i)  angehören,  so  würde  hiernach  die  Gruppe  der  Substitutionen 
der  \,  r^j,  ...,  ■/],,_,  nicht  discontinuirlich  sein. 

Dasselbe  würde  sich  auch  ergeben,  wenn  zwar 

^oäM  =  1,     modM  =  1,     .  .  .,     modN  =  1 


(ü, 


fe)- 


wäre,   aber    die  Argumente    der  Quotienten  —  nicht  rationale  Zahlen  wären. 

Wenn  aber  eine  Gleichung  der  Form  (N.)  existirt,  so  ist  nach  Satz  II. 
voriger  Nummer  eine  solche  Annahme  nicht  zulässig.  Wir  erhalten  also  das 
Resultat : 

Ist  y/,,  ?/,,  ...,  y„  ein  einem  gewissen  Umlaufe  U^  der  unabhängigen 
Variablen  z  zugehöriges  Fundamentalsystem  von  Lösungen  der 
Gleichung  (A.)  in  der  kanonischen  Form  und  so  beschaffen,  dass 
die  Gleichungen  (1.)  stattfinden,  und  sind  die  Voraussetzungen 
des  Satzes  IL  voriger  Nummer  erfüllt,  so  sind  die  Quotienten 
-^, -i,  •••,  — 5-  Emheitswurzeln. 

U),  '    U),   '  'tu, 

Wenn  wir  voraussetzen,  dass  in  Gleichung  (A.) 
(6.)  p,  =  0, 
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SO  genügen  die  Grössen  cu^,  w^,  ...,  u)^  überdies  der  Gleichung 

UJ,U),  ...ÜJ„    =    1. 

Alsdann  sind  die  sämmtlichen  Grössen 

selber  Einheitswurzeln. 

(Fortsetzung  folgt)'). 


>)  Diese  Fortsetzung  ist  nicht  erEchienen.    B.  F. 


ANMERKUNGEN. 


325,  in  der  letzten  der  Gleichungen  (E.)  — — —j  statt 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  322,  Zeile    8  y,  statt  y, 

„     10  V.  u.  I  =  e  "  statt  I  =  e  -*^, 

li 
„    3?S,      „       8  bleiben  statt  bleibt, 

„      14  wurde  »unter  ihnen«  eingefügt, 

l _,.,,    1 

(fi-1)! 

„    329,  Zeile    1  Determinantenform  statt  Determinantenformen, 

„    332,      „       3  V.  u.  dieselben  Werthe  statt  denselben  Werth, 

„    333,      „       2  und  3  dieselben  Werthe  statt  denselben  Werth, 

„      10  V.  u.  wurde  r,i,  t],,  ...,  t)„_j  hinzugefügt, 

„    334,      „      10  V.  u.  der  statt  die, 

„    335,  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  tj„_,  statt  T(„.  R.  F. 

2)  Der  in  der  No.  7,  S.  335  gezogene  Schluss,  dass  die  Moduln  der  Quotienten  — ^,  •••,  — ^  und  für  den 
Fall ,  wo  in  der  Gleichung  (A.)  der  CoefflFcient  j),  verschwindet,  auch  die  Moduln  der  <i>, ,  . . . ,  tu,  gleich 
Eins  sein  müssen,  wenn  die  zu  den  Integralquotienten  tj,,  ...,') b_i  gehörige  Monodromiegmppe  eine 
discontinuirliche  ist ,  wird  durch  den  Umstand  widerlegt ,  dass  schon  für  n  =  2 ,  also  für  den  Fall 
projectiver  Substitutionen  einer  Variabeln,  eine  discontinuirliche  Gruppe  solcher  Substitutionen ,  z.B. 
hyperbolische  Substitutionen  enthalten  kann,  d.  h.  Substitutionen  der  Form 


wo  die  (dem  Quotienten  — ^  entsprechende)  Grösse  K  einen  realen  von  +  1  verschiedenen  Werth  besitzt. 

SCH. 


LXXIV. 

ÜBER  GRENZEN,  INNERHALB  DEREN  GEWISSE  BESTIMMTE  IN- 
TEGRALE VORGESCHRTEBENE  VORZEICHEN  BEHALTEN. 

(Sitztiiigsbericlite   der  Königl.   preussischen  Akademie   der  Wissenschaften   zu  Berlin. 
1902,  II,  S.  4—10;  vorgetragen  am  9.  Januar;  ausgegeben  am  16.  Januar  1902.) 


1.  [4 

Die  folgende  Notiz  ist  ein  Auszug  aus  einem  ausführlicheren  Aufsatze, 
welcher  demnächst  erscheinen  wird*)  \vaä  sich  mit  der  folgenden  Aufgabe  be- 
schäftigt. 

Ist  F{t(,t(', .  ..,n'"')  eine  quadratische  Form  der  unbestimmten  Function  n 
und  ihrer  n  ersten  Ableitungen  t(',...,n"",  deren  Coefficienten  gegebene 
reale  Functionen  der  realen  Variablen  x  sind;  wird  ferner  vorausgesetzt,  dass 
die  Function  u  ebenfalls  real  ist  und  nebst  ihren  Ableitungen  in  der  Nähe 
eines  Werthes  x  =  a  sich  regulär  verhält,  so  soll  ein  Intervall  a  bis  b  ange- 
geben werden,  von  der  Beschaffenheit,  dass  das  Vorzeichen  des  Integrals 


F{u,u',...,n"")dx 


für  jede  beliebige  der  bezeichneten  Functionen  n  beständig  dasselbe 
bleibt,  solange  x  dem  Intervalle  a  bis  b  angehört.  Wir  bedienen  uns  hierzu 
des  Hülfsmittels ,  welches  dem  in  der  Variationsrechnung  bei  der  Umformung 
der  zweiten  Variation  angewendeten  analog  ist. 

Wir  suchen  nämlich  einen  linearen  Differentialausdrack 

(1.)  Q  («)  =  m'"'  +  q, «'"-"  +---  +  q„u, 


>)  Siehe  die  nachfoigende  Arbeit  LXXT,  S.  346  dieses  Bandes.    B.  i'. 
Fuchs,  mathem.  Werke.    HL  43 
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dessen  Coefficienten  reale  Functionen  von  rc,  so  zu  bestimmen,  dass 
(2.)  F(M,  «',...,  M'"')-A„<20<)*  =  ^  (<?(«,  «',...,«'"-")) 

wird,  wo  p^  den  Coefficienten  von  u^"^  in  i^ («,«<',...,  «'"*)  bezeichnet,  und  wo 
'f    ebenfalls    eine    quadratische    Form   ist,    deren   Coefficienten   wohlbestimmte 
reale  Functionen  von  x  bedeuten. 
5]       Während  jedoch  in  der  Gleichung 

(3.)  rF{u,u,...,in^^  =  cp  («,«',...,  «"■->),=, 

-  ?(«,  u', ...,  «'"-").=„  +  i^„„  /     Q{"ydx 
das  Vorzeichen  des  Ausdruckes 

in  der  Variationsrechnung ,  der  Natur  der  in  dieser '  Disciplin  behandelten 
Probleme  entsprechend,  ausser  Betracht  kommt,  ist  es  für  unsere  Aufgabe 
unumgänglich  nöthig,  das  Vorzeichen  dieses  Ausdruckes  zu  kennen. 

In  der  oben  bezeichneten  Arbeit  führen  wir  die  Untersuchung  zunächst 
für  den  Fall  aus,  wo  die  Coefficienten  der  Form  F{u,u', . ..,  u^"')  von  x  unab- 
hängige reale  Grössen  sind,  also  für 


(4.)  Fiu,u;...,,n  =  S'-««'*'«'".        GiS;!;:::;«) 

c^  reale  Constanten  bedeuten  und  q.,  =  c^.  ist. 
Ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun,  können  wir-  a  ==  0  wählen. 


Für  «  =  1  sei 

(1.)  Q{u)  =  tt'+q^ii 

und 

(2.)  F(,u,u')-c,,Qiuy  =  2((,,-c,.9.)M«'+(c,,-c„9!)f4'. 

"Wenn  dann 
(3-)  <'oo-CuQI  =  -Cn<i\- 
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SO  ist*)  also 

dx 


(4.)  F{u,u')-c,,Qiuy  =  ^((c„,-c.,ffj«*). 


"NVii-  wählen  die  Lösung  q^  der  Gleichung  (3.)  so,  dass  q    für  a:  =  0  un- 
endlich wird.     Dieselbe  ist 

(5-)  2,  =  -r-f^-=^, 


wo 


v'^- 


Der  Ausdruck  q^  ist  immer   eine    reale  Fimction  von  x.'    Haben  näm-  [6 
lieh  c^y  Cjj  gleiche  Vorzeichen,    so   ist  r  real,    sind  die  Vorzeichen  von  c  ,  c 
entgegengesetzt,  so  ist  r  rein  imaginär  r  =  qI  und  es  ist  q^  =  —  pcotgpa;. 

Für-  Functionen  u,  welche  sich  in  der  Nähe  von  x  =  0  regulär  verhalten 
und  fui-  a;  =  0  verschwinden,  ist  Q(2<)  ebenfalls  in  der  Nähe  von  a;  =  0  regulär. 
Dasselbe  gilt  von  dem  Ausdrucke  (c^,,  —  c^,  q^ )  u',  welcher  für  x  =  0  den  Werth 
Null  annimmt. 

Aus  (4.)  ergiebt  sich 


(6.)  rF{u,u')dx  -  (c„.-c..gj«^  +  c„  Tl^OO^ 


'0  *'0 


Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  c^^  positiv  sei.  Da  q^  nach  Gleichung  (5.)  für 
hinlänglich  kleine  positive  Werthe  von  x  einen  negativen  Werth  erhält,  so 
ist  für  dieselben  Werthe  von  x  c^^  —  c^^q^  positiv,  und  dieser  Ausdruck  behält 
das  positive  Vorzeichen  bis 

(7.)  Co.-Cu9.  =  0 

wird. 

Ist  a:  =  «  der  kleinste  positive  Werth,  für  welchen  q^  unendlich  wird,  ß 
die  kleinste  positive  Wurzel  der  Gleichung  (7.),  und  bezeichnen  wir  mit  h 
die  kleinere  der  beiden  Grössen  «  und  ß,  so  ergiebt  sich  demnach,  dass  für 
eine  beliebige  Function  u,  welche  für  a;  =  0  verschwindet  und  in 
der  Nähe  von  x  ^  0  sich  regulär  verhält,  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung (6.)  positiv  bleibt,  solange  x  dem  Intervalle  0  bis  b  angehört. 


*)  Vergl.  Legendre,  M^moires  de  rAcademie  des  sciences  de  Paris  1786. 

43^ 
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3. 

Für  w  >  1  würde  das  LEGENDREsche  Verfahren  die  Integration  eines  com- 
plicirten  Systems  von  Differentialgleichungen  erfordern,  dessen  Discussion  in 
Bezug  auf  Realität  und  Stetigkeit  der  Lösungen  sehr  mühsam  wäre.  Es  ist 
daher  die  Bestimmung  von  Q{u)  nach  einem  Verfahren  vorzuziehen,  welches 
dem  von  Jacobi*)  für  die  Discussion  der  zweiten  Variation  gelehrten  analog 
ist.     Wir  gehen  zu  diesem  Zwecke  von  der  Differentialgleichung 

(1.)  p(^;  =  2(-iy%y-'  =  o  GiS;:.:::) 

aus. 

Da 

(2.)  <■«  =  Cß, 

7]  so  erhält  die  Gleichung  (1.)  die  Form 

(3.)  P(2/)  =  i  C^'f"'  =  0, 

WO 

m-1 

(4-)  C.  =  2  2  (- 1)*  c,„_^,  +  (- 1)"  c_. 

"Wir  bilden  nunmehr  den  linearen  Differentialausdruck  Q{ii)  derart,  dass 
Q{ti)  verschwindet,  wenn  für  ?«  ein  System  linear  unabhängiger  Lösungen 
HiiVii  ••M^„  der  Gleichung  (3.)  gesetzt  wird. 

Diese  Lösungen  haben  gewisse  von  Hesse**)  luid  Clebsch***)  angestellte 
Bedingungen  zu  befriedigen.  Dieselben  sind  erfüllt,  wenn  vnx  die  Anfangs- 
werthe  von  y^i  y^i  ■■■■,  y^  so  wählen,  dass  für  .r  =  0  y,,  i/,,  •••,  i/„  bez.  der 
Ordnung  2w  — 1,  2n  — 2,  ...,  n  verschwinden t). 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen,  ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu 
thun ,  voraussetzen ,  dass  die  Wurzeln  ±  r^ ,  ±  r, ,  . . . ,  ±r^  der  Gleichung 

(5.)  i  C„r-  =  0 


*)  Grelles  Journal,  Bd.  17  •). 
**)  Ebenda  Bd.  54=). 
***)  Ebenda  Bd.  55. 
t)  Vergl.  Feobbnits,  Cbelles  Journal,  Bd.  85,  S.  198. 


>)  C.  G.  J.  Jacobia  Gasunmelte  Werke,  Bd.  IV,  S.  3«  ff.     K.  F. 
S)  Hesee"8  Gesammelte  Werke,  Abh.  27,  S.  442—444.     R.  F. 
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von  einander  verschieden  sind.  Ist  y  eine  Lösung  der  Gleichung  (3.),  so  ist 
auch  jede  Ableitung  von  y  eine  Lösung  derselben  Gleichung.  Wir  wählen 
daher  ?/,  so,  dass  diese  Lösung  für  a;  =  0  der  Ordnung  2n  —  \  verschwindet, 
und  dann 


wo 


(6.)                 y. 

"~    dx  ' 

Es  ergiebt  sich 

(7.) 

y,  = 

1    V          ^         l/*"*      r'^"^ 

(8.)r 

1                                  mr=0 

s'-rl 


Es  ist  i/j  eine  reale  Function  von  x^  folglich  auch  y^,  y  ■,■■.,  y  . 
In  der  Gleichung 

(9.)  Q{u)  =  0, 

welche  durch  y^,  y^^  ■■■il/n  befriedigt  wird,  sind  <?,,  <?,,  ••  •,  «/„  demnach  reale  [s 
Functionen  von  x,  welche  bekanntlich  in  der  Umgebung  von  x  =  0  eindeutig 
werden  und  welche  bez.  mit  x,x'',  . . .,  x"  multiplicirt  für  x  =  0  die  Werthe 
«p  a^,  ...,  «^  annehmen,  wo 

(.0.)  „.  =  (-.)■">■-'•)->■-»-')■). 

Um  in  der  Gleichung 

(11.)  Fiu,u',...,un-c„„Qiuy  =  -g- 

cp  zu  bestimmen,  sei 

(12.)   .  <p  =  g^.«-.">.  (]zt:::-l) 

Bezeichnen   wir   wie   bisher   mit   oberen  Accenten   die  Ableitungen  nach 
X,  so  ist 


df   


(13.)    -^  =  2-^^«*«'"+  2m' _S  ^„iM"'  +  2«"  s  ^,(«"'  +  •••  +  2««'"'  2  A-i.y 
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Es  hat  daher  (11-)  die  Gestalt 
(14.)     F{u,u',...,in-c^,Q{uy 

=  S  ^H  «*  «"'  +  2 «'  "Ü  A^  M*  +  2m"  2  ^,,  m"'  +  •  •  ■  +  2 m'"'  S  ^„_. ,  «*. 

*, ;  1  =  0  !  =  o  (  =  0  ' 

Daraus,  dass  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  u^u\...  identisch  erfüllt  ist, 
ergiebt  sich 

('^•)  ^+A-,..+^.,-,  =  «.-««».-.«.-,  G=:;;;:::;::;) 

Die  Gleichung  (1  5.)  bleibt  bestehen  für  fc  =  0  oder  /  =  0  oder  A:  =  0 
und  Z  =  0,  wenn  die  Grössen  mit  negativem  Index  gleich  Null  gesetzt  werden. 

Die  Gleichungen  (15.)  und  (15a.)  liefern  auch  leicht  die  expUciten  Aus- 
drücke für  A    j    .     Setzen  wir  nämlich 

(16.)  %  =  c^- c^^q„-k1n-a 

so  ergiebt  sich 


'O'^ 


—  ^zi^iC'n-x+i.^  —  2, rt„_;i+j  „_,  +  3, a„_i+s,u_s ±  A, a„  „_2+,) 

+  Di(2,«„-/.+  2.^-3ja„_,.+3^„_,  +  4,a„_j+,_„_j ±  il,a„  ,,_i+,)  +  ■•• 

wo  A^  Binomialcoefticient  ist. 

9]  4. 

Für  beliebige  reale  Functionen  ti,  welche  nebst  ihren  «  —  1  ersten  Ab- 
leitungen für  a;  =  0  verschwinden  und  in  der  Nähe  von  2;  =  0  sich  regulär 
verhalten,  ist  Q(?/)  für  positive  von  der  Null  hinlänglich  wenig  verschiedene 
Werthe  von  x  ebenfalls  regulär. 

Wir  beweisen  in  der  oben  bezeichneten  Arbeit  den  Satz: 

I.    Die  quadratische  Form 

(1.)  cp  =  ^A,u-u-  G=2:.::;;:;) 

ist   für   positive   in    der   Nähe    von   x=0    gelegene   Werthe   von  x 
definit  und  positiv. 
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Die  Form  cp  behält  also  diese  Eigenschaft,  bis  a;  zum  ersten  Male  die 
Gleichung 

(2.)  M«|  =  0 

erfüllt. 

üie  Function  Q{u),  welche  bei  den  gemachten  Annahmen  in  der  Nähe 
des  singulären  Punktes  x'  =  0  der  Differentialgleichung 

(3.)  (2(2/)  =  0 

endlich  und  stetig  ist,  verliert  diese  Eigenschaft,  wenn  x  sich  dem  nächsten 
singulären  Punkte  der  Gleichung  (3.)  annähert. 

Bezeichnen  wir  den  nächsten  positiven  singulären  Punkt  mit  u,  während 
ß  die  kleinste  positive  Wurzel  der  Gleichung  (2.)  darstellt,  so  ergiebt  sich, 
wenn  wir  c^^  als  positiv  voraussetzen  und  die  über  die  Functionen  u  getroffene 
Vereinbarung  festhalten,  nach  der  aus  der  Gleichung  (11.)  No.  3  fliessenden 
Gleichung 

(4.)  rF{u,u',...,  m"")  dx  =  cp  (« ,  M', . . . ,  «'«-")  +  c,.„  r  Q  {uf  dx 

der  Satz: 

II.  Bedeutet  u  eine  beliebige  Function,  welche  nebst  ihren 
n  —  \  ersten  Ableitungen  für  x=0  verschwindet  und  in  der  Nähe 
von  X  ^  0  sich  regulär  verhält,  so  ist  das  Integral 

I     F{u,u',...,u'''')dx 

für  positive  zwischen  0  und  b  gelegene  Werthe  von  x  positiv, 
wenn  b  die  kleinere  der  beiden  Grössen  «  und  ß  darstellt,  und 
wenn  c^^  positiv  vorausgesetzt  wird. 

5.  [lo 

Die  im  vorhergehenden  skizzirte  Untersuchung  hat  nicht  nur  für  die 
Anwendungen  ein  praktisches  Interesse;  sie  kann  vielmehr  auch  in  rein  ana- 
lytischen Fragen  verwerthet  werden. 

Es  möge  genügen,  dieses  an  dem  folgenden  Beispiele  zu  erläutern. 
Betrachten  wir  die  Differentialgleichung 

(«•)  -Fiu,  u', ...,  «<"')  =  fix),  (fm^O) 
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WO  F{u,u',  ...,u'"')  dieselbe  Beschaffenheit  wie  im  vorhergehenden  hat,  wäh- 
rend f{x)  eine  innerhalb  des  Intervalls  von  x  =^  0  bis  x  =  b  reguläre  reale 
Function  der  realen  Variablen  x  ist  {h  ist  die  in  voriger  Nummer  charak- 
terisirte  Grösse). 

Wird  eine  Lösung  der  Gleichung  («.)  durch  die  Anfangswerthe 

H  =  0,    «'  =0,     ....    «'"-"  =  0 

für  a;  =  0  bestimmt  und  diese  Lösung  für  reale  positive  Werthe  von  x  ver- 
folgt, so  unterliegt  die  Frage,  ob  man  in  einem  gewissen  Litervall  einer  Singu- 
larität von  u  begegne,  bekanntlich  grossen  Schwierigkeiten.  Aus  den  Resul- 
taten der  vorigen  Nummer  kann  man  nun  beispielsweise  folgenden  Schluss 
ziehen : 

Ist    I    f(x)dx  nicht  für  alle  Werthe  von  x  des  Intervalles  0  bis  h  positiv, 

so  kann  u  nicht  in  dem  ganzen  Intervalle  eine  reale  sich  regulär  verhaltende 
Function  bleiben. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

S.  338,  Zeile    9  v.  u.  wurde  >und  c«  =  %  ist<  hinzugefügt, 

„    340,      „      16  linear  statt  linearer, 

„    341  lautet  ZeUe  11  im  Original:  Es  ist  y,,  folglich  auch  yi,  y»,  ■  ■  -,  t/n  reale  Functionen  von  x. 

2)  Wie  ich  aus  Gesprächen  mit  meinem  Vater  über  den  Gegenstand  der  vorstehenden  Arbeit  weiss,  sind  die 
hier  skizzirten  Untersuchungen  durch  eine  Frage  veranlasst  worden,  die  Herr  Plaxck  seiner  Zeit  an 
meinen  Vater  gerichtet  hat  und  die  gewisse  in  der  Mechanik  auftretende  bestimmte  Integrale  betraf.  Auf 
eine  hierauf  bezügliche  Anfrage  hatte  Herr  Plakck  die  Güte  mir  folgendes  zu  schreiben :  ,Ich  hatte  in 
meinen  mathematisch  -  physikalischen  Übungen  in  der  Universität  einige  Beispiele  für  das  mechanische 
Princip  der  kleinsten  Wirkung  behandelt,  indem  ich  in  einem,  bestimmten  Kräften  unterworfenen,  Punkt- 
system gamz  willkürlich  virtuelle  Bewegungen  voraussetzte  und  darauf  den  Satz  anwandte,  dass  unter 
allen  virtuellen  Bewegungen  die  wirkliche  dadurch  ausgezeichnet  ist,  dass  sie  das  Integral  /(L—U')dt 
zu  einem  Minimum  macht.  Auf  diese  Weise  kommt  man  natürlich  zu  Sätzen  über  die  Grösse,  die  dieses 
Integral  mindestens  haben  muss,  wenn  man  eine  ganz  beliebige  virtuelle  Bewegung,  die  also  beliebige 
Functionen  enthält,  einsetzt.  Es  schien  mir  nun  interessant ,  zu  prüfen ,  ob  man  derartige  Sätze  auch 
auf  rein  mathematischem  Wege,  ohne  den  Umweg  über  die  Mechanik,  ableiten  kann,  und  deshalb  richtete 
ich  an  Ihren  Herrn  Vater  eine  derartige  Frage".  R.  F. 


LXXY. 

ÜBER  GRENZEN,  INNERHALB  DEREN  GEWISSE  BESTIMMTE  IN- 
TEGRALE VORGESCHRIEBENE  VORZEICHEN  BEHALTEN*). 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  124,  1902,  S.  278—291.) 


L  [278 

Es  sei  i*" (?<,'«',...,  ^^""')  eine  quadratische  Form  der  unbestimmten  Function 
u  und  ihrer  n  ersten  Ableitungen  «',  . . . ,  m'"'  nach  einer  unabhängigen  Variablen 
X,  deren  Coefficienten  gegebene  reale  und  eindeutige  Functionen  der  realen 
Variablen  x  sind.  Wir  setzen  ferner  voraus,  dass  die  Function  u  ebenfalls 
real  ist  und  nebst  ihren  Ableitungen  in  der  Nähe  eines  Werthes  x  ^  a  sich 
regulär  verhält,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  ein  Intervall  von  a  bis  h  anzu- 
geben von  der  Beschaffenheit,  dass  das  Vorzeichen  des  Integrals 

für  jede  beliebige  der  bezeichneten  Functionen  u  beständig  dasselbe  [279 
bleibt,  so  lange  x  dem  Intervalle  a  bis  h  angehört. 


*)  Ein  Auszug  der  vorliegenden  Arbeit  ist  in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner  Akademie  vom 
9.  Januar  1902,  S.  4  ff.  erschienen »). 

Während  der  Drucklegung  der  vorliegenden  Arbeit  wurde  der  Verfasser  L.  Fuchs  am  Nachmittag 
des  26.  April  d.  J.  aus  voller  Schaffenskraft  der  Wissenschaft  und  diesem  Journal  —  dessen  Bände  einen 
grossen  Theil  seines  Lebenswerkes  enthalten,  und  dem  er  seit  dem  Jahre  1892  als  Herausgeber  vorge- 
standen hat  —  jählings  entrissen.  Am  Vormittag  seines  Todestages  hatte  er  noch  die  erste  Correctur  des 
ersten  Bogens  dieser  Arbeit  erledigt.  Die  Besorgung  der  weiteren  Correcturen  und  diese  vorläufige  An- 
zeige haben ,  Namens  der  verwaisten  Journal  -  Redaction ,   die  Unterzeichneten  schmerzerfüllt  übernommen. 

R.  Fuchs,    L.  Schlesinger. 

1)  Vgl.  die  Torbergühendo  AbhaQdlQDg  LXXIV.    U.  F. 
Fucha,  mathem.  Werk«.    Hl.  44 
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Wir  bedienen  uns  hierzu  eines  Hülfsmittels ,  welches  dem  in  der  Variations- 
rechnung bei  der  Umformung  der  zweiten  Variation  angewendeten  analog  ist. 
Wir  suchen  nämlich  einen  linearen  Differentialausdruck 

(1.)  <200  -  «""  +  g,«'"-" +  ■•■  +  ?„«, 

dessen  Coefficienten  reale  Functionen  von  x,  so  zu  bestimmen,  dass 

(2.)  F{u,  n,...,un-luQi»y  -  ■^(?("'«''  •••.«'"-")) 

wird,  wo  p„„  den  Coefficienten  von  ii"^'  in  i^(«<,M', ...,«'"')  bezeichnet,  imd 
wo  cp  ebenfalls  eine  quadratische  Form  ist,  deren  Coefficienten  wohlbestimmte 
reale  Functionen  von  x  bedeuten. 

Wähi-end  jedoch  in  der  Gleichung 

(3.)  rF{u,  «',...,  indx  =  'fi>j,  »',...,  «'"-"),=, 

das  Vorzeichen  des  Ausdruckes 


o 


(«,«',...,«'"-")_.- ?(«,  "',..•,  "'"-").=. 


in  der  Variationsrechnung,  der  Natur  der  in  dieser  Disciplin  behandelten 
Probleme  entsprechend,  ausser  Betracht  kommt,  ist  es  für  unsere  Aufgabe 
unumgänglich  nöthig,  das  Vorzeichen  dieses  Ausdruckes  zu  kennen. 

Wir  füliren  in  dieser  Arbeit  die  Untersuchung  zunächst  für  den  Fall 
aus,  wo  die  Coefficienten  der  Form  F{h,ic\  ...,u'"^)  von  r  unabhängige  reale 
Grössen  sind,  also  für 

(4.)  Fiu,u,...,,n  =  ^c,.u->u">,        ('ij ;;:::;:) 

wo  c.,  reale  Constanten  bedeuten  und  c,  =  c,,  ist. 

u  Hl  Ik 

Ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun,  können  wir  a  —  0  wählen. 

II. 

Für  n  =  1   sei 

(1.)  Q{u)  =  ii+q,u 
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unä 

(2.)  F{u,u-)-c,,Qii,y  =  2(c„,-c„(Z,)«»'  +  (c„„-c,.5J)M^ 

Soll  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  für  eine  unbestimmte  Function  [280 
u  ein  vollständiger  Differentialquotient  sein,    so  ist  die  Bedingung  zu  erfüllen 

(3.)  c„„-c„5j  =  -c„g;. 

Alsdann  ist*) 

(4.)  F{u,u')-c,,Q{uy  =  —(c,-c^^q^)u\ 

Die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (3.)  ist  bekanntlich 
wo 


=  V/|: 


> 
11 


und  A  und  B  willkürliche  Constanten  bedeuten. 

Wir  wählen  uns  dasjenige  particuläre  Integral,  welches  für  a;  =  0  un- 
endlich wird;  dasselbe  lautet 

(6-)  2.  =  -^gr._g-»- 

Der  Ausdruck  q^  ist  immer  eine  reale  Function  von  x.  Haben  nämHch 
Cj,,  c,,  gleiche  Vorzeichen,  so  ist  r  real,  sind  die  Vorzeichen  von  c^^,,  c,,  ent- 
gegengesetzt, so  ist  r  rein  imaginär  r  =  pi  und  es  ist  q^  =  —  pcotgpic. 

Für  Functionen  m,  welche  sich  in  der  Nähe  von  a;  ^  0  regulär  verhalten 
und  für  x  =  0  verschwinden,  ist  q^u,  folglich  Q{u)  ebenfalls  in  der  Nähe 
von  a;  =  0  regulär.  Dasselbe  gilt  von  dem  Ausdrucke  {c^^  —  c^^q^)u*,  welcher 
für  a;  =  0  den  Werth  Null  annimmt. 

Aus  (4.)  ergiebt  sich  also 

F{u ,u)dx  =  (c„, - c„ Q-, ) u'  +  c„  I     Q (uf  dx. 
0  ^0 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  c^^  positiv  sei.  Nach  Gleichung  (6.)  hat  q^ 
für  hinlänglich  kleine  positive  Werth e  von  x  einen  beliebig  gi-ossen  negativen 


*)  Vergl.  Legendre,  M^moires  de  l'Acad^mie  des  sciences  de  Paris  1786. 

44* 
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Werth;  demnach  ist  für  dieselben  Werthe  von  o:  der  Ausdruck  Cj,"*^!,?! 
positiv.     Dieser  Ausdruck  behält  das  positive  Vorzeichen  bis 

(8.)  fo.-Cn«.  =  0 

wird. 

281]  Ist  a;  =  «  der  kleinste  positive  Werth,  für  welchen  q^  unendUch  wird, 
/3  die  kleinste  positive  Wurzel  der  Gleichung  (8.)  und  bezeichnen  wir  mit  h 
die  kleinere  der  beiden  Grössen  «  und  /3,  so  ergiebt  sich  demnach,  dass  für 
eine  beliebige  Function  «,  welche  für  «=0  verschwindet  und 
in  der  Nähe  von  it  =  0  sich  regulär  verhält,  die  linke  Seite  der 
Gleichung  (7.)  positiv  bleibt,  solange  x  dem  Intervalle  0  bis  h 
angehört. 

III. 
Für  n  >  1  würde  das  LEGENDRESche  Verfahren  die  Integration  eines  com- 
plicirten  Systems  von  Differentialgleichungen  erfordern,  dessen  Discussion  in 
Bezug  auf  Realität  und  Stetigkeit  der  Lösungen  sehr  mühsam  wäre.  Es  ist 
daher  die  Bestimmung  von  Q,{u)  nach  einem  Verfahren  vorzuziehen,  welches 
dem  von  Jacobi  für  die  Discussion  der  zweiten  Variation  gelehrten  analog 
ist.     Wir  gehen  zu  diesem  Zwecke  von  der  Differentialgleichung 

aus. 

Da 

(2-)  Cu  =  %, 

so  erhält  die  Gleichung  (l.)  die  Form 

(3.)  P(2/)  =  i  C„2/"""  =  0, 

m=:0 

wo 

tn-i 

(4-)  C^  =  2  S  (-  !/■  c,™_,,,  +  (-  ir  c„„. 

1  =  0 

Wir  bilden  nunmehr  den  linearen  Differentialausdi-uck  «'"  Ordnung  Q{}C) 
derart,  dass  Q(m)  verschwindet,  wenn  für  u  ein  System  linear  unabhängiger 
Lösungen  y,,  </j,  . . .,  </„  der  Gleichung  (3.)  gesetzt  wird. 
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Diese  Ijösungen  haben  gewisse  von  Hesse*)  und  Clebsch**)  aufgestellte 
Bedingungen  zu  befriedigen.  Dieselben  sind  erfüllt,  wenn  wir  die  Anfangs- 
werthe  von  y^,  y,,  ■■■■,  y„  so  wählen,  dass,  für  x  =  0,  y,,y^,...,y^  bezw.  der 
Ordnung  2w  — 1,  2w  — 2,  ...,  n  verschwinden***). 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen ,  ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  [282 
zu  thun,  voraussetzen,  dass  die  Wurzeln  ±rj,  ±r.^,  ...,  ±r^  der  Gleichung 

(5.)  ±  C^r'-  =  0 

m  =  o 

von  einander  verschieden  sind. 

Eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  mit  constanten  Coefficienten 
hat  die  Eigenschaft,  durch  eine  beliebige  Ableitung  einer  ihrer  Lösungen 
befriedigt  zu  werden.  Ist  daher  y  eine  Lösung  der  Gleichung  (3.),  so  ist 
auch  jede  Ableitung  von  y  eine  Lösung  derselben  Gleichung.  Wir  können 
daher  die  Lösung  y^  so  wählen,  dass  dieselbe  für  x=0  der  Ordnung  2?«  — 1 
verschwindet,  und  dann 

_   dy,  _  öPj^  _   d"-'  y, 

^'  ~    dx  '    y^~    dx'  '     '"'     ^"  —    dx"-'  ' 

Da  eine  Gleichung  der  Form 

Yxy,  +  Y,y2  +  ---  +  Ynyn  =  o 

mit  Constanten  Coefficienten  der  Voraussetzung  nach  nur  bestehen  könnte, 
wenn  die  sämmtlichen  Coefficienten  verschwinden,  so  sind  hiernach  y,,^,,  •••,y„ 
linear  unabhängig. 

Um  für  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  w'"  Ordnung  mit  con- 
stanten Coefficienten,  für  welche  die  characteristische  Gleichung  lauter  ver- 
schiedene Wurzeln  r^,  7\,  . . .,  r^  besitzt,  eine  Lösung  anzugeben,  welche  nebst 
ihren  »«  —  2  ersten  Ableitungen  für  a;  =  0  verschwindet,  während  die  (m  —  l)*^ 
Ableitung  den  Werth  Eins  erhält,  hat  man  m  Constanten  y,»  y^j  •  ••)  y„  derart 
zu  bestimmen,  dass 

r'^y,+  r'^y,  +  ---  +  rly„  -=  0, 

*)  Dieses  Journal  Bd.  54 '). 
**)  Dieses  Journal  Bd.  55. 
***)  Vergl.  Frobeniüs,  dieses  Journal  Bd.  85,  S.  198. 


1)  Heiue's  üeeammeUo  Werke,  Abb.  27,  S.  442-444.     B.  F. 
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für  X  =  0,  1,...,»J  —  2,  und 

rr-  y,  +  r--'  y,  +  •  •  •  +  r^"'  y„  =  1. 
Diese  Gleichungen  ergeben 

"     (6.)  y: 


rx 


wo  cp(r)  die  linke  Seite  der  characteristischen  Gleichung  der  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung, cpX'O  i^^^  Ableitung  nach  r  bedeutet. 

Auf  unsere  Gleichung  (3.)  angeveendet  ergiebt  sich  demnach: 


wo 

(8.)  .  ,,  , 

Nach   unseren  Voraussetzungen   in  No.  I   sind    die  Coefficienten  C^  reale 
Grössen.     Ist  daher  r^  eine  reale  Wurzel  der  Gleichung 

(5a.)  S  (7„s-  =  0, 

so  ist  f.,X^\)  real;    wenn  nun  auch  r'^  positiv  ist,    so  ist  unmittelbar  zu  sehen, 

dass 

1         i    r-^x        —r.,x\ 


^y.fv.K) 

eine  reale  Function  von  x  ist.     Aber  wenn  r  negativ  ist,  also  r    =  o  j,  so  ist 


e  ^    —  e  sm  g^,  x 


2r^  Q^ 

wiederum  real. 

Ist  dagegen  r^  eine  complexe  Grösse  gleich  a  +  /3«,  so  ist  die  Summe 


/x(»-x) 


wo   j-J  =  «  —  ßi,   ins    Auge   zu    fassen.     Es  sind    aber   sowohl   t\{>\)    und  f^{l\) 

als  auch 

^fvÄ        — Tva;  riX        —r.x 
und    
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conjugirte   complexe  Grössen.     Es    ist   demnach  o  eine  reale  Function  von  x. 
Aus    diesen  Erwägungen    ergiebt    sich    demnach,    dass   y    eine   reale  Function 
von  X  ist,  folglich  auch  </,,  ...,  y^. 
In  der  Gleichung 

(9.)  q{H)  =  0, 

welche  durch  y^,y^,...,y^  befriedigt  wird,  sind  q^,--.,q„  demnach  reale 
Functionen  von  x.  Da  die  Lösungen  dieser  Gleichung  in  der  Umgebung  von 
.c  ^  0  Potenzreihen  mit  nur  positiven  ganzen  Potenzen  sind,  so  ergiebt  sich*), 
dass  q^x,  q^x',  . ..,  q^x"  in  der  Umgebung  von  x=0  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  x  entwickelbar  sind.  Die  zu  a;  =  0  gehörige  determinirende 
Fundamentalgleichung  der  Gleichvmg  (9.)  hat  der  Voraussetzung  gemäss  die 
Wurzeln  n ,  ?*  +  1 ,  . . . ,  2??  —  1 . 

Setzen  wir  daher  [284 

(10.)  M  =  x"v, 

wodurch  (9.)  in 

(9a.)  u'"'  +  sy-"  +  ---  +  s„v  =  0 

übergeht,  wo 

x's,  =  fh-D'ix")  +  in-l\_,q,D'-'{x'')  +  (»i-2),_,g,D^-(a;")  +  .•■  +  q.x", 

so  sind  die  "Wurzeln  der  zu  a;  ===  0  gehörigen  Fundamentalgleichung  von  (9a.) 
0,  1,  2,  ...,  n  — 1,  es  muss  daher  {x'^s,^)  ^    verschwinden  füi-  A  ^  1,  2,  ...,  ?«. 

Die  Gleichung  (xs^)  _   ^  0  ist  äquivalent  {n'+  q^x)  _  =  0,  also  ergiebt  sich 

wo  ^,(a;)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe 
bedeutet.     Ebenso  folgt  aus  («'*,)_    =0 

w' (»-!)' 


+  n{n  —  l)q^x-\-q^x^ 


also 


==  0, 

1=0 


..  =  ^^^i^^  +  Wx), 


*)  Dieses  Journal,  Bd.  68,  S.  360  •). 


>)  Abb.  Tu,  S.  213,  Band  I  dieser  Ausgabe.    S.  F. 
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WO  wieder  ^^C*)   ®^°®   nach    positiven    ganzen  Potenzen    von  x  fortschreitende 
Reihe  bedeutet. 
Allgemein  ist 

(11.)  ^-  =  5" + *''(^)' 

wo 

und  '^.,{x)    eine   nach    positiven    ganzen  Potenzen   von  x  fortschreitende  Reihe 
bedeutet. 

Um  in  der  Gleichung 

(13.)  2?'(M,M',...,M"")-C„n<2W    =    ||- 

cp  zu  bestimmen,  sei 

285]    Bezeichnen  wir  wie  bisher  mit  oberen  Accenten  die  Ableitungen  nach  a:, 
so  ist 

/7m  «-1  »1-1  »-1  ' 

(15.)     ^  =  2  ^irf M*  w®  +  2 m'  2  K «'"'  +  2«t"  S  A, «'"  +  •  •  •  +  2«'"'  S  ^-.  J "*• 
Es  hat  daher  (13.)  die  Gestalt 
(16.)     F(M,  «',...,  m»')-c„„<^(m)^  =  S^>'*'«"'+2M'2;^oi"* 

+  2m"  S  -4.i «'"  +  •  ■  ■  +  2u'"'  2  ^n-..,«'"' 

i  =  0  i  =  0 

Daraus,  dass  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  «*,«',  ...  identisch  erfüllt  ist, 
ergiebt  sich 

äA 


Die   Gleichungen  (17.)  und  (17a.)  liefern  auch  leicht  die  expliciten  Aus- 
;ke  für  A    ,    .     Setzen  wir  nämlich 

(18.)  o«  =  Ca  -  c„„  «„-i  (/„-, , 
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SO  ergiebt  sich 


±Dt(>l;.«„,M), 

wo  A.^  Binomialcoefiicient  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (17.)  oder  (19.)  folgt: 


(20.) 


(A  r-^^-f^)  —    ^'m(^ +  !)(»-?*) 


';.+l"n-,u' 


Man  bestätigt  diese  Formel  aus  den  Gleichungen  (19.)  unmittelbar  [286 
für  A  =  0,  A  =  1  und  beweist  alsdann,  mit  Hülfe  der  Gleichung  (17.),  indem 
man  dieselbe  für  Ä:  =  w  —  A  —  1,  1=  fi  auf  die  Form  bringt 


(17b.) 


A, 


dA. 


■n— ü— i.u 


.— Jl— a,,u 


dx 


■  •^7i->.-i,u-i  +  Cji-A-i.u  ~  ^„„3^^.,  g„_„, 


dass  sie  gültig  ist  für  A+1,  wenn  sie  für  0,  1,  ...,  A  erwiesen  ist. 

Setzen  wir 

n  —  A  —  1  ^  /,-,    ft  ^  Z, 

so  nimmt  die  Gleichung  (20.)  die  Form  an 

Cnn{n-'k){n-l) 


(20a.) 


{A^x-^' 


') 


n\2n-k-l-l) 


IV. 


Es  seien  fX^)ifi{^)i---ifm+X^)  ganze  rationale  Functionen  m""  Grades 
von  a',  in  welchen  der  Coefficient  von  x"'  gleich  Eins  ist.  Bilden  wir  die 
Determinante 

/■.(«  +  m)         f,{x  +  m)         ...  /■„^.(a;  +  »0 
f,{x  +  m  -  1)  f,{x  +  iH  -  1)  . . .  f^^^{x  +  m  - 1) 


(!•) 


2)  = 


so  lässt  sich  dieselbe  vermöge  der  Identität 

(2.)      m\  =  f,{x  +  m)-mJ,{x  +  m-l)  +  mJ,{x  +  m-2)-...  +  i-iy'f,{x) 

fuclis,  muthäm.  Werke.    HI.  45 
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(3.)     D  =  ml 


1  1  1  ...  1 

f^(x  +  m-l)   f,ix  +  m-l)  f,(x+m-l)  ...U,{x  +  m-l) 


W)  a^)  fs(x)  .../„«(^)  I 

umformen. 

Setzen  wir 

(4.)  fd^)-ni^)  =  i^.jM^), 

wo  ,Ujj^  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  x  bedeutet,  welcher  in  der 
Differenz  f-X'^)  —  f\{x)  vorkommt,  so  ergiebt  sich 

M  /»(a;  +  »»-l)  f„(x  +  »»-l)  ...  /;.„«(a;  +  m-l) 

f,,{x  +  m - 2)  f^,{x  +m-2)  ...  /■,,,^.(a:  +  m - 2) 


(5.)      D  =  «i!.Uääfti3  •••."... 


fitifiii---ifim^i    ^^^^  ganze    rationale  Functionen    (yH  — l)**"  Grades,    bei    denen 
der  Coefficient  der  (m  — 1)'°°  Potenz  gleich  Eins  ist. 

Die  Determinante  D  lässt  sich  durch  Anwendung  der  Identität 

(6.)  {m  - 1) !  =  U{x  +  m  - 1)  -  {m  - 1),  fa (^  +  «  -  2) 

+  ('«  -  l).fü(^  +  m  -  3)  - . . .  +  (- 1)-'  Ux) 
umformen  in 

(7.)     D  =  »«!.a„.u„  •■•?»..«+. 


1  1  ...  1 

f„{x  +  m - 2)   t\,(x  +  m -2)  ...  t\_,^^{x  +  m - 2) 


Setzen  wir 
(8-)  fü{^)-Ux)  =  l^^fai^), 

wo  (i^  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  x  bedeutet,  welcher  in  der 
Differenz  /^(•y)  — /^jC^^)  vorkommt,  so  ist  hiernach 

D  =  "i!(»i-l)!^„;t„...^,,„^,.^„...;i^,^.x 
l       f«ix  +  m  -  2)  f,,{x  +  m  -  2)  . . .  /;_ .^. {x  +  m  -  2) 


(9.) 


f„(x  +  m-S)   /„(x  +  m-3)  ...  f,_,^,{x  +  m  -  3)  ; 


U^) 


fui^) 


■  •  /■..-+iW 


ÜBER  DAS  VORZEICHEN  GEWISSER  BESTIMMTER  INTEGRALE.  355 

Man   sieht,    dass    durch  Fortsetzung  dieses  Processes  schliesslich  erhalten 


wird 


(10.) 


D  =  m!(m-l)!(w-2)!...2!  1! 

•  fas  •  •  •  f*8,  m  n 


WO  die  Bedeutung   der  ft    mit    doppeltem  Index    aus    dem  vorhergehenden  [288 
ersichtlich  ist. 

Wir   heben   hier   einen    speciellen  Fall   hervor,    von   welchem  wir  später 
Gebrauch  machen  wollen.     Sei 


(11.) 


F{x)  =  {x  —  m)(x  —  m  —  l)...{x  —  2m) 


und 


(12.) 


fxi^) 


F{x) 


(l  =  l,2,...,m+l) 


x  —  m  —  l  +  1  ' 

so  ergiebt  sich  für  diesen  Fall  aus  der  Gleichung  (10.) 
(A.)  D  =  (»^!(JH-l)!...2!l!)^ 


Sei 
(1.)  ih  = 


wo  die  Af^  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  No.  III. 
Aus  der  Gleichung  (20a.)  No.  III  ergiebt  sich 

f<)^      r„  ^2a  +  i)„-(i  +  i)n         _    (n{n-l)...{n~ l)f  («„ «„_,  . ■  ■  a„_J c^^' A 
\^-)      \P?.^  Jx  =  o  —  „nx+v  ' 


V. 

-^00    Ai     • 

••    A. 

Ao   -^n    ■ 

••    A. 

■4;.o    Ai    • 

..Ä^ 

wo 


(3.) 


A  = 


2»-l 
1 

2m-2 

1 


1^_ 

2m -2 

1 
2w  -¥ 

1 


2«-l-A 

1      

2n-l-l-l 

1 


2n-l-l    2H-1-A-1  2W-1-2A 


45* 
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Setzen  wir 

2n-l  =  S, 

F(|)  =  (|-A)(|-A-l)...a-2A), 


(4.) 


m) 


(g-A-Ä+l)' 


(fc=l,2,...,i  +  l) 


289]  SO  wird 

^^•^      "^  ^    |(§-l/(|-2)'...(|-Ar*(|-A-iy-...(|-2A  +  l)'(|-2A)'^'' 


WO 


/;(|  +  A)  /,(a  +  A)  .../^.,,(|  +  A) 

/;(l  +  A-i)  /;(i  +  A-i)  .../i^,(|  +  A-i) 

> 


(6.)  A'  = 

Es  ist  aber  nach  (A.)  No.  IV 
(7.)  y  =  (A!(A-l)!...2!l!)' 

Wir  erhalten  daher  schliesslich 


ip. 


2(;.  +  l)n-a  +  l)« 


(B.) 


l 


[»(>^-l)...(«-A)«„«„_....«„_,A!(A-l)! . . .  2 !  1 !]' 4+' 


„'"^+"(2,i-l)(2w-2)V..(2«-l-A)*-^'(2w-l-A-l)^..(2M-l-2A  +  l)'(2«-l-2A) 


VI. 

Nach  der  vorigen  Nummer,  Gleichimg  (B.),  ist 

eine  wesentlich  positive  Grösse. 
Die  quadratische  Form 

(1.) 


/A;  =  0,1,...,M-1\ 
W  =  0,l,...,«-lj 

lässt  sich  nach  einer  von  Jacobi*)  herrührenden  Methode  auf  folgende  Weise 


*)  Dieses  Journal,  Bd.  53,  S.  270"). 


')  C.  G.  J.  Jacobi's  Gesammelte  Werke,  Bd.  m,  8.  690.    R.  F. 
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durch  eine  Summe  von  Quadraten  darstellen: 

77a  TJl  772  TT! 


Po         PoP,  Pm-iPm  Pn-iPn 

WO  p^,  Pii  ■  ■■■)  p„  die  in  voriger  Nummer,  Gleichung  (1.),  angegebene  Be- 
deutung haben  und  U,  U^,  ...^U^  lineare  homogene  Functionen  von  w,  «/', ..., «'""" 
bedeuten,  deren  Coefficienten  ganze  rationale  Functionen  von  9,,  ■••)9„  ^^d 
deren  Ableitungen  sind. 

Bezeichnen  wir  mit  «  den  kleinsten  positiven  Werth  von  x,  für  welchen 
eine  der  Grössen  g^,  •••,q„  unendlich  wird,  so  sind  für  alle  positiven  Werthe 
von  X,  die  kleiner  sind  als  «,  die  Coefficienten  A^,  der  Darstellung  der-  [290 
selben  durch  Gleichung  (19.)  No.  III  gemäss,  stetige  Functionen  von  x. 

Nun  ist  nach  voriger  Nummer,  Gleichung  (B.), 

p 

(3-)      PiL  =     2(x+i)n-(x+i)^  +  Glieder  mit  steigenden  Potenzen  von  x. 

HC 

Demnach  ist  p^  für  0  <  a;  <  «  stetig  und  für  hinlänglich  kleine  Werthe 
von  X  positiv.  Für  hinlänglich  kleine  Werthe  innerhalb  derselben  Grenzen 
ist  daher  auch  nach  Gleichung  (2.)  cp  eine  definite  positive  quadrati- 
sche Form. 

Eine  Zeichenänderung  von  (i  Coefficienten  der  Quadrate  in  Gleichung  (2.) 
würde  nach  dem  Trägheitsgesetz  bei  jeder  anderen  Art  von  Transformation 
der  quadratischen  Form  in  eine  Summe  von  Quadraten  ebenfalls  eine  Zeichen- 
änderung von  Q  Coefficienten  hervorrufen.  Wählt  man  hierzu  die  Trans- 
formation durch  eine  orthogonale  Substitution,  so  ergiebt  sich  aus  der  Stetig- 
keit der  Coefficienten  ^^,  dass  solche  Zeichenänderungen  erst  eintreten 
können,  wenn  die  Determinante 

(4.)  \Ä^\  =  0 

ist. 

Wir  wollen  die  kleinste  positive  Wurzel  dieser  Gleichung  mit  ß  be- 
zeichnen. 

Wenn  wir  c^^  als  positiv  voraussetzen,  so  ist  für  Functionen  «,  welche 
nebst  ihren  (w  —  1 )  ersten  Ableitungen  für  a;  =  0  verschwinden  und  sich 
überdies  nebst  ihren  n  ersten  Ableitungen  für  a;  =  0  regulär  verhalten,   nach 
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Gleichung  (13.)  Xo.  IH 

(5.)  rF{u,u,...,indx  =  «(«,u',...,M'"-")  +  c„  fQWdx. 

•'O  •'0 

Wir  gelangen  also  zu  folgendem  Resultat: 

Bedeutet  u  eine  beliebige  Function,  welche  nebst  ihren  n  — 1 
ersten  Ableitungen  für  x  =  0  verschwindet  und  sich  überdies 
nebst  ihren  n  ersten  Ableitungen  für  «  ^  0  regulär  verhält,  so 
ist  das  Integral 

für  positive  zwischen  0  und  b  gelegene  Werthe  von  x  positiv, 
wenn  b  die  kleinere  der  beiden  Grössen  a  und  ß  darstellt,  und 
wenn  c^  positiv  vorausgesetzt  wird. 

291]  yn. 

Die  im  Vorhergehenden  skizzirte  Untersuchung  hat  nicht  nur  für  die 
Anwendungen  ein  praktisches  Interesse;  sie  kann  vielmehr  auch  in  rein  ana- 
lytischen Fragen  verwerthet  werden. 

Es  möge  genügen,  dieses  an  dem  folgenden  Beispiele  zu  erläutern. 

Betrachten  wir  die  Differentialgleichung 

(«•)  F{u,u' un  =  m, 

wo  F{it,u', . .  .,ti^"')  dieselbe  Beschaffenheit  wie  im  Vorhergehenden  hat,  wäh- 
rend f{x)  eine  innerhalb  des  Intervalles  von  a;  =  0  bis  x  =  b  reguläre  reale 
Fimction  der  realen  Variablen  x  ist  [b  ist  die  in  voriger  Nummer  charakteri- 
sirte  Grösse). 

Wird  eiue  Lösung  der  Gleichung  («.)  durch  die  Anfangswerthe 

M  =  0,    «'  =  0,     .  .  .,    «'"-"  =  0 

für  X  ^  0  bestimmt*)  und  diese  Lösung  für  reale  positive  Werthe  von  x 
verfolgt,   so   unterliegt   die  Frage,    ob    man  in  einem  gewissen  Intervall  einer 


*)  Dass  dabei  selbstverständlich  f{0)  von  Null  verschieden  sein  moss,   hat  mir  mein  Vater  bei  der 
Herstellung  des  Manuscripts  mündlich  bemerkt.  R.  FrcHs. 
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Singularität  von  n  begegne,  bekanntlich  grossen  Schwierigkeiten.  Aus  den 
Resultaten  der  vorigen  Nummer  kann  man  nun  beispielsweise  folgenden 
Schluss  ziehen: 

Ist    /    f{x)  dx  nicht  für  alle  Werthe  von  x  des  Intel valles  0  bis  6  positiv, 

so  kann  u  nicht  in  dem  ganzen  Intervalle  eine  reale  sich  regulär  verhaltende 
Function  bleiben. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

S.  346,  Zeile  5  v.  u.  wurde  >imd  Ci-;  =  c^  ist«  hinzugefügt, 

„351,      „     2  und  3  steht  im  Original:  dass  y,   folglich  auch  y,,...,y«  reale  Functionen 
von  X  sind. 

2)  Vgl.  die  Anmerkung  zur  vorhergehenden  Abhandlung  LXXIII.  R.  F. 


LXXYI. 

ÜBER   ZWEI   NACHGELASSENE   ARBEITEN   ABELS    UND    DIE   SICH 

DARAN   ANSCHLIESSENDEN   UNTERSUCHUNGEN  IN  DER  THEORIE 

DER  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN*). 

(Acta  Mathematica.  Band  26,  1902,  S.  319—332.) 


I.  [319 

In  zwei  nachgelassenen  Abhandlungen  (t.  H,  No.  VIII  und  No.  IX  der 
von  Sylow  und  Lie  besorgten  Ausgabe  der  AsELSchen  Werke  von  1881)  hat 
Abel  die  Sätze  Legendres  über  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  bei 
den  elliptischen  Integi-alen  dritter  Gattung  auf  lineare  Differentialgleichungen 
ausgedehnt. 

Diese  Arbeiten  Abels  sind  alsdann  von  Jacobi  (Crelles  Journal,  Bd.  32, 
S.  185'))  durch  eine  abweichende  Darstellung  derselben  in  ein  helles  Licht  ge- 
stellt worden. 


*)  Die  Abhandlung ,  welche  wir  hier  veröfientllchen ,  ist  die  letzte ,  welche  aus  der  Hand  des  ver- 
ewigten Verfassers  stammt.  Als  die  Abhandlung  schon  im  Druck  war,  wurde  der  Verfasser  am  26.  April 
plötzlich  auf  der  Strasse  von  der  Krankheit  betroffen ,  welche  nach  wenigen  Minuten  seinem  ruhmreichen, 
der  mathematischen  Wissenschaft  mit  so  grosser  Hingabe  und  so  seltenem  Erfolg  geweihten  Leben  ein 
Ende  machte.  Die  Zeit  und  der  Platz  fehlen  uns  augenblicklich  um  eine  angemessene  Schilderung  zu 
geben  von  der  Stellung ,  welche  Fuchs  in  der  mathematischen  Wissenschaft  einnimmt ,  sowie  von  dem  ge- 
waltigen Einflüsse ,  welchen  er  auf  die  Entwickelung  der  Mathematik  in  den  letzten  37  Jahren ,  seit  dem 
Erscheinen  seiner  berühmten  Abhandlung  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
ausgeübt  hat.     Eine  solche  Schilderung  wird  jedoch,  wie  wir  erfahren,  nicht  lange  ausbleiben. 

Die  Redaktion. 

t)  Jacobi's  Oesammelto  Werke,  Bd.  TI  (1882),  S.  121  ff.    B.  F. 
F u eil s,  raatliem.  Worte.    III.  46 
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Sind    A^,  A^,  ...,  A^    ganze    rationale    Functionen    von    x,    so    betrachtet 
Jacobi  neben  dem  Differentialausdrucke 

[y]r  =  A,y  +  Ä,y'+-  +  A„y'"\ 
320]  wo    die    oberen  Accente  Ableitungen   nach  x   bedeuten,    den  Differential- 
ausdruck 

[yl  =  -  A,y  +  J)M.y)  -'DTiAy)  +  ■■■  ±'^T{Ay)  =  B,y+B,y'+-+ B^r, 

welchen  wir  jetzt  als  den  zu  \_y\  adjungirten*)  bezeichnen.  Da  nach  La- 
grange 'S'C'/], +  ^[-?],  fiii"  willkürliche  Functionen  y^  z  ein  vollständiger  Diffe- 
rentialquotient ist,  so  setzt  Jacobi 

Wenn  die  unabhängige  Variable  x  in  [?/],,  [j/J^,  [^,  ^]  mit  einer  unabhängigen 
Variablen«  vertauscht  wii-d,  so  sollen  diese  Ausdrücke  mit  [z/]',"*)  [i/]l%  [y> -]  "'i 
und  im  Gegensatze  hierzu  die  ursprünglichen  auf  x  bezüglichen  Ausdrücke  mit 
■[^ir»  blV^  ll)^  ^T  bezeichnet  werden. 

Sei  2lj  dieselbe  Function  von  «  wie  ^4^.  von  x  und 


so  ist 


V  =  -P„  + 


A,- 

31* 

=  B, 

X  — 

a 

.  ^^. 

d'B, 

+  ■■■  + 


a"p, 

dx" 


dx         dx- 
eine  ganze  rationale  Function  von  x  und  «, 

wo  C^    den  Coefticienten  von  x'  in  [.c""""'],  bedeutet.     Jacobi  findet  nun  die 
Beziehung 


J_T\[^_ 

;  — aj,       [x  —  a 


=  Ü, 


aus  welcher  er  die  andere  ableitet: 


(B.) 


_a_ 

dx 


du 


X  —  u 


a  —  x 


=  üyi, 


*)  Vergl.  Grelles  Journal,  Bd.  76,  S.  183  •). 


1)  Abb.  XVI,  S.  431,  Band  I  dieser  Ausgabe.    R.  F. 
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WO   y   eine    T.ösung   der   Gleichung  [?/]'"  =  0,   j   eine   Lösung   der  Gleichung 
[j]'"'  =  0  bedeutet. 

Ist  2/,)  ^j)  •  •  M  2/„  ^^"^  linear  unabhängiges  System  von  Lösungen  der  Glei- 
chung [y\  =  0,  z^,  z.,,  ..  .^  z^  ebenso  ein  linear  unabhängiges  System  von  [321 
Lösungen  der  adjungirten  Gleichung  \z\  =  0,  die  beiden  Systeme  so  gewählt, 
dass  [2/,,^,]  =  1,  [2/,,  ■3'J  =  0,  für  i  =\=  k,  so  folgt  aus  den  Gleichungen 

[y„^]  =  r,  (ft  =  i,2,...,«) 

für  eine  beliebige  Function  2 

(1.)  0'"  =  ^f  r,  +  sf  >;  +  ■■■  +  4^'  r„  (;  =  0,  l, . . . , m- l) 

und  ebenso  aus  den  Gleichungen 

[y,z,]  =  s,  (fc=l,2,...,n) 

für  eine  beliebige  Function  y 

(2.)  /'  =  2/f  s.  +  ^;'' «,+  •■•  + 2/*  s„. 

Setzt  man  mit  Jacobi  in  r    für  z 


J    x  —  a  ' 


wo  5  eine  Lösung  der  Gleichung  [jj^"'  =  0  bedeutet,  so  folgt  unter  Anwen- 
dung der  Gleichungen  (B.),  (1  ),  (2.)  das  Resultat: 

wo  t).,  j^  resp.  dieselben  Functionen  von  «  sind  wie  ?/^,  z^^  von  x,  und  wo  die 
Summation  auf  der  rechten  Seite  sich  auf  g  =  1,2,...,«;  h  =  1,  2,  . . .,  ■«  und 
auf  dieselben  Combinationen  von  m,p  wie  in  Gleichung  (A.)  bezieht. 

Für  i  =  0,  1,  ...,  M-1;  k  =  0,  1,  ...,  w-1  stellt  (C.)  n'  Gleichungen  dar, 
welche  gestatten  die  «"  Grössen  J  j~^^  linear  durch  die'w'  Grössen  j  j^t^^ 
und  umgekehrt  auszudrücken. 

Sie  liefern  die  vollständige  Lösung  des  Problems,  welches  sich  Abel  in 
der  No.  IX  der  bezeichneten  Abhandlungen  gestellt  hatte. 

46* 
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322]  II- 

No.  1. 

Am  Schlüsse  seiner  Abhandlungen  (Crelles  Journal,  Bd.  32,  S.  196^) 
sagt  Jacobi  :  »Um  das  aufgestellte  Theorem  in  ein  vollständiges  Licht  zu 
setzen,  und  insbesondere  die  Anfangsgrenzen  der  Integrale  zu  bestimmen  und 
die  nothwendigen  Beschränkungen  des  Theorems  anzugeben,  ist  es  nöthig, 
den  Character  der  Lösungen  der  linearen  Differentialgleichungen,  deren  Co- 
efticienten  ganze  rationale  Functionen  der  Variablen  sind,  näher  zu  ergründen, 
wofür,  wenn  man  die  zweite  Ordnung  überschreitet,  noch  wenig  von  den 
Mathematikern  geschehen  ist«. 

Nachdem  mir  die  Resultate  meiner  Untersuchungen  über  die  Natur  dieser 
Functionen  die  Mittel  hierzu  gewährt  hatten,  unternahm  ich  es,  die  Abel- 
JACOBischen  Theoreme  zu  präcisiren.  Es  gelang  mir  gleichzeitig,  auf  diese 
präcisirte  Formulirung  mich  stützend,  Consequenzen  dieser  Theoreme  von,  wie 
es  scheint,  weittragender  Bedeutung  zu  ziehen.  Die  Resultate  dieser  Unter- 
suchung habe  ich  im  CRELLESchen  Journal,  Bd.  76,  S.  177fF. ^  unter  dem 
Titel  »Über  Relationen,  welche  für  die  zwischen  je  zwei  singulären 
Punkten  erstreckten  Integrale  der  Lösungen  linearer  Differential- 
gleichungen stattfinden«  veröffentlicht. 

In  dieser  Arbeit  beschränken  wir  uns  auf  Differentialgleichungen  der 
Klasse,  welche  ich  in  meiner  Arbeit  (Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  146,  Gl. 
(12.)'))  dahin  characterisirt  hatte,  dass  in  den  zur  Umgebung  jedes  der  singu- 
lären Punkte  gehörigen  Entwickelungen  nicht  unendlich  viele  negative  Po- 
tenzen auftreten,  welche  also  für  jeden  singulären  Punkt  eine  determinirende 
Fundamentalgleichung  aufweisen. 

Nachdem  nachgewiesen  ist,  dass  die  adjungirte  Diiferentialgleichung  jeder 
Gleichung  dieser  Klasse  ebenfalls  zu  derselben  Klasse  gehört  und  dieselben 
singulären  Punkte  besitzt,  werden  die  Beziehungen  erörtert,  welche  zwischen 
den  zu  demselben  singulären  Punkte  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichungen der  Differentialgleichung  und  ihrer  adjungirten  stattfinden. 


1)  C.  G.  J.  Jacobi's  Gosammolte  Werke,  Bd.  n  (18S2),  S.  134.     K.  F. 

2)  Abb.  XVI,  S.  415,  Band  I  dieser  Ausgabe.    B.  F. 

3)  Abb.  VI,  S.  186,  Band  I  dieser  Ausgabe.     K.  F. 
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Es  wird  die  Differentialgleichung  jener  besonderen  Klasse  in  die  Form  [323 
gesetzt : 

(D-)  [y]r  =  hF<.-.n,-ui^)F{x)ur  =  0, 

wo  Fi^{x)  eine  ganze  rationale  Function  Ä;'™  Grades  bedeutet  und 

F{x)  =  {x-a,){x-aj...{x-a^) 
ist. 

Nun  wird  nachgewiesen,  dass  bei  vorgeschriebenen  singulären  Punkten 
a^,  a^,  . . .,  a  die  Coefficienten  der  Functionen  -F',„_„,,„_,)(^)  so  gewählt  werden 
können,  dass  die  Wurzeln  der  zu  jedem  «^  gehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung der  Gleichung  (D.)  von  einander  verschieden  und  ihre  realen 
Theile  negativ  und  absolut  kleiner,  als  Eins  sind;  was  zur  Folge  hat,  dass 
auch  für  die  zu  (D.)  adjungirte  Differentialgleichung 

(E.)  Mf  =  i„(-l)°-'D-[i^,„_„,^,_„(^)F(^)V]  =  0 

» 

die  Wurzeln  der  zu  jedem  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung 
die  nämliche  Eigenschaft  haben.  Die  Coefficienten  können  aber  so  gewählt 
werden,  dass  gleichzeitig  die  Wurzeln  der  zu  a;  ^  00  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  für  jede  der  Gleichungen  (D.)  und  (E.)  von  einander 
verschieden  und  in  ihren  realen  Theilen  positiv  und  grösser  als  Eins  werden. 
Von  der  Differentialgleichung  (D.)  wird  in  der  Fortsetzung  der  Arbeit 
voi'ausgesetzt ,  dass  die  Wurzeln  der  zu  jedem  a^  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  von  einander  verschieden,  und  in  ihren  realen  Theilen 
negativ  und  absolut  kleiner  als  Eins  sind,  während  für  x  ^  00  nur  gefordert 
wird,  dass  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  von  ein- 
ander verschieden  seien.  Nach  den  daselbst  angestellten  Erörterungen  hat 
alsdann  die  zu  (D.)  adjungirte  Gleichung  (E.)  dieselbe  Eigenschaft. 

No.  2.  [324 

Wir  setzen  (S.  178  der  Arbeit'),  um  die  durch  die  Integration  in  [i/,^] 
eingeführte  Constante  zu  tixiren, 

(1.)  [y,^]  =  Sa^., 


>)  B.  416,  Bud  I  (lieser  Ausgabe.    R.  F. 
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(2.)        R,  =  2.(-i)"/-'-"d;'"(4,^)  =  2.(-i)»^'^-"-"D;"(^zy)- 

0  0 

Wenn  nun  nach  Gleichung  (D.) 
(3-)  A  =  F,„.,,^_,,{x)F{xf 

gewählt    wird,    so   wird   unter    den  am  Schlüsse  der  Xo.  1    erwähnten  Voraus- 
setzungen nachgewiesen,  dass: 

r  1     T^ 


wenn   y    eine    Lösung    der    Gleichung    (D.),    a    einer    der    singulären    Punkte 
Oj,  Oj,  ...,  a  ,  und  a  von  a  verschieden  ist. 

Setzt    man   in  Gleichung  (E.)  a  an  die  Stelle  der  Variablen  x,   und   be- 
zeichnet dann  eine  Lösung  derselben  mit  5,  so  folgt  ebenso 


(5.) 


x  —  a 


-  lo) 


=  0, 


wenn  x  von  a  verschieden  ist. 

Es  werde  nunmehr  die  a;- Ebene  durch  einen  zusammenhangenden  sich 
selbst  nirgendwo  schneidenden  Linienzug  ©  zerschnitten,  der  die  Punkte 
a^ja^,...,«^  in  sich'  aufnimmt,  der  aber  auch  durch  a^  ^  00  hindurchgeht, 
wenn  die  realen  Theile  der  Wurzeln  der  zu  o;  ^  oc  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  grösser  als  Eins  sind.  Es  möge  /^  den  Theil  des 
Schnittes  ©  bezeichnen,  welcher  in  einer  ein  für  allemal  festgesetzten  Rich- 
325]  tung  von  a^  nach  a^^^  führte.  AVenn  a  an  die  Stelle  der  Variablen  x  ge- 
setzt wird,  so  soll  die  «-Ebene  durch  einen  mit  @  sich  deckendei.  Linienzug 
zerschnitten  werden. 

Es  wird  jetzt,  unter  Beibehaltung  der  in  (3.)  festgelegten  Bedeutung  von 
Af.,  von  der  ABEL-JACOBischen  Gleichung  (B.)  ausgegangen,  in  welcher  mit  y 
eine  Lösung  der  Gleichung  (D.),  mit  3  eine  Lösung  der  Gleichimg  (E.)  (nach 
Vertauschung  der  Vaiiablen  x  mit  a)  bezeichnet  wird.  Wird  diese  Gleichung 
in  Bezug  auf  x  längs  1^  von  a^  bis  a^^^^  und  in  Bezug  auf  «  längs  /^  von  a^ 
bis  a^^j  integrirt,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Theile  l^  und  /  nicht 
zusammenstossen,  so  erhält  die  linke  Seite  nach  den  Gleichungen  (4.)  und 
(5.)  den  AVerth  Null,  es  ist  also 
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dxj         daUyi  =  0 


(1.  c.  S.  188,  Gl.  (4.);  S.  206,  Gl.  (T.)*)).* 

Erheblichere  Schwierigkeiten  stellten  sich  in  den  Weg,  als  wir  die 
Gleichung  (B.)  in  Bezug  auf  x  und  in  Bezug  auf  a  resp.  längs  zweier  auf 
einander  folgender  Theile  /^,  l  ^^  zu  integriren  unternahmen.  Es  würde  mich 
zu  weit  führen,  wenn  ich  die  Hülfsmittel,  welche  wir  (1.  c.  S.  189 — 206") 
aus  einem  tieferen  Eindringen  in  die  Natur  der  Lösungen  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen schöpfen  mussten,  hier  skizziren  wollte.  Ich  muss  mich 
daher  begnügen,  das  1.  c.  S.  206')  erhaltene  Resultat  hier  nur  zu  beschreiben: 

Wir  bezeichnen  mit  tj^,  tj,,  ...,  t],^  das  zu  a'  ^  oo  gehörige  kanonische 
Fundamentalsystem  von  Lösungen  der  Gleichung  (D.),  mit  C,,  Cj, ---iC^  das 
Lw.  X  =  oo  gehörige  kanonische  Fundamentalsystem  der  adjungirten  Gleichung 
(E.),  welche  so  gewählt  sind,  dass  tj^,  C^.  adjungirte  Elemente  bedeuten  (1.  c. 
p.  183*).  Ferner  bedeuten  ■']„,»  T/ju,  •• -j ''1  das  zum  singulären  Punkte  a^^^ 
gehörige  kanonische  Fundamentalsystem  der  Gleichung  (D.),  C,„,  C,„,  .••,  C„„ 
das  zu  demselben  singulären  Punkte  gehörige  kanonische  Fundamentalsystem 
von  Lösungen  der  adjungirten  Gleichung  (E.),  welche  wieder  so  gewählt  sind, 
dass  Yjj^,  und  Cj,,  adjungirte  Elemente  bedeuten.  (Vergl.  die  Definition  des  zu 
einem  singulären  Punkte  gehörigen  Fundamentalsystems  in  meinen  Arbeiten, 
Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  139  und  Bd.  68,  S.  364*)). 

Zwischen  diesen  Systemen  finden  die  Gleichungen  [326 


(6.) 


1 


statt,    wo    6jj,  c^   Constanten    sind,    für    deren    Berechnung    in    meiner    Arbeit 
(Grelles  Journal,  Bd.  75,  S.  210®))  ein  Weg  angegeben  worden. 

Sind    r^ /•,,...,  ;-^_    die    Wurzeln    der    zu    a^^^    gehörigen    determinirenden 


>)  S.  427  und  S.  447,  Band  I  dieser  Anagabe.    R.  F. 

%)  Ebenda  S.  428—147.    R.  F. 

>)  Ebenda  S.  447.     B.  F. 

«)  Ebenda  S.  422.    E.  F. 

6)  Abb.  VI,  8.  179  nnd  Abb.  VU,  S.  216-217,  Band  I  dieser  Ansgabe.    R.  F. 

<)  Abb.  ITV,  S.  396,  Band  I  dieser  Ansgabe.    R.  F. 
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Fundamentalgleichung  der  Gleichung  (D.) 

(7.)  Dir)  =  0, 

so  ist 


(8.) 


wo  'fi(a:),  'bf{x)   in    der  Umgebung   von   a-  =  a„^,    holomorph    und  fm   x  =  a^^, 
von  Null  verschieden  sind. 
Es  zeigt  sich,  dass 

(9.)  [^oa  ,'^h.]  =  ».  («u  +. )  "Yiicu+i )  -D'  i'-i), 

wo  D'{r)  die  Ableitung  von  Z)(r)  nach  r  bedeutet. 

Die  in  ^^(a;),  <!^j^{x)  auftretenden  willkürlichen  Factoren  werden  nun  so 
gewählt,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichvmg  (9.)  den  Werth  Eins  annimmt, 
so  dass 

(10.)  [rau,'^u]  =  1- 

In   gleicher  Weise  lassen   sich   die    unbestimmten  Factoren   von  ijj,  Cj   so  be- 
stimmen, dass 

(lOa.)  hi,  C;.]  =  1. 

Zwischen  den  Grössen  Cg,  und  b^,  finden  die  Gleichungen  statt 

(      S.^i.Cu.  =  0,  (i,^  =  l,2,...,n;i  +  f.) 

(11-)     .  ' 

1 

327]  Nach  diesen  Erörterungen  und  Festsetzungen  wird   das  folgende  Resultat 
erschlossen : 

«-1       "1^  '-In  <- 


) 

a 


wo  3,,  dieselbe  Function  von  «  ist  wie  ^,   von  ,r,  1.  c.  S.  206') 


>)  Abh.  XVI,  S.  447,  Bind  I  dieser  Ausgab«.    B.  F. 
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in. 

No.  1. 

Der  wahre  Sinn  und  die  Wichtigkeit  der  in  den  Gleichungen  (F.),  (G.) 
auftretenden  Resultate  wird  in  ein  helleres  Licht  gesetzt  durch  eine  Arbeit, 
welche  ich  später  in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner  Akademie  (22.  De- 
cember  1892,  S.  1113^;)  veröffentlicht  habe. 

In  dieser  Arbeit  wird  auf  die  Rolle  hingewiesen,  welche  die  Coefficienten 
der  Fundamentalsubstitutionen  der  Lösungen  der  Differentialgleichung  in  jenen 
Relationen  (F.),  (G.)  spielen.  Zu  diesem  Ende  ist  nur  eine  etwas  veränderte 
Schreibweise  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (G.)  erforderlich.  Durch  diese 
Schreibweise  tritt  der  Umstand  besonders  hervor,  dass  die  rechte  Seite  ledig- 
lich von  den  Coefficienten  der  auf  a^^^  bezüglichen  Fundamentalsubstitution 
der  Lösungen  yj^,  tj^,  ...,  v]„  abhängt.  Dieser  Umstand  aber  bringt  es  mit  sich, 
dass  die  Relationen  (F.),  (G.)  einen  invarianten  Character  haben,  in  dem  Sinne, 
dass  sie  für  die  gesammte  Klasse  von  Differentialgleichungen,  zu  welcher  eine 
vorgelegte  Differentialgleichung  gehört,  die  gleiche  Form  behalten.  Diese  In- 
varianz macht  es  möglich,  gewisse  beschränkende  Voraussetzungen,  welche  in 
der  Arbeit  (Grelles  Journal,  Bd.  76,  S.  177  ff.  ^))  über  die  Wurzeln  der  de- 
terminirenden  Fundamentalgleichungen  gemacht  worden  sind,  aufzuheben. 
Dieses  wird  in  der  in  Rede  stehenden  Arbeit  nachgewiesen;  es  wird  nur,  um 
Complicationen  in  der  Darstellung  zu  vermeiden,  die  Voraussetzung  gemacht, 
dass  die  Differenzen  zweier  jener  Wurzeln,  wenn  sie  nicht  sämmtlich  ganz- 
zahlig sind,  aber  zum  Auftreten  von  Logarithmen  keine  Veranlassung  geben, 
nicht  zum  Theil  ganzzahlig  sein  sollen. 

Sei  [328 

F{x)  =  (x-a,){x-a,)...ix-a^){x-b,){x-b,)...(x-h^) 
und 

(1.)         (D.)  [y]'r  =  ia^,„-a...-:>(^)i^(^rr  =  0, 

0 

(2.)         (E.)  W-'  =  ±,{-ir'-D:iF,„..n.-,^{x)F{xr,)  =  o, 

0 

-    =    Q  +  CS, 


1)  Abb.  LX,  S.  141  diese»  Bandes.    U.  F. 
3)  Abh.  XVI,  S.  415  ff.,  Band  I  dieser  Ausgab«.    K.  F. 
Fuchs,  tnathera.  Werl;e.    in.  47 
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WO  6  ,  &j,  ...,  b^  diejenigen  singulären  Punkte  bedeuten,  bei  deren  Umkreisung 
sämmtliche  Integi'alquotienten  ungeändert  bleiben,  während  mit  a^,  a,,...,a^ 
diejenigen  singulären  Punkte  bezeichnet  werden,  für  welche  die  Differenzen 
der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  nicht  ganze  Zahlen 
sind. 

Es  werden  nun  vorläufig  noch  die  Voraussetzungen  der  Abhandlung 
(Grelles  Journal,  Bd.  76^)  festgehalten,  dass  die  Wurzeln  der  zu  a^,  a^,  . . .,  a^ 
gehörigen  determinii-enden  Fundamentalgleichungen  in  ihren  realen  Theilen 
negativ  und  absolut  kleiner  als  Eins  sind,  und,  um  die  oben  erwähnte  ver- 
änderte Schreibweise  der  rechten  Seite  der  Gleichimg  (G.)  zu  erzielen,  wird 
die  Substitution 

(&„)      (s.    n.,  Xo.  2,   Gl.  (6.;) 


mit  -B,  die  Substitution 


(K,  0,    ...,  0 
0,    K 0 


0,  0,  ...,  x„, 


(r  ,r r    die  Wurzeln  der  zu  a  ^,  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 

gleichung)  mit  L  bezeichnet;  dann  ist 

die   dem   Umlaufe   um   a  ^^   angehörige    Fundamentalsubstitution.      Setzt   man 
die  Determinante 

|6ft|  =  A    und    By  =  -^, 
so  ist  nach  den  Gleichungen  (11.)  in  IL,  No.  2 

c«  -     ^ 
329]  Alsdann  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (G.) 


1)  Alh.  Xn,  S.  415  ff.,  Bud  I  diaser  Aoigabs.    B.  F. 
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wenn  wir 

Aa,n  _  !ha^ia_  (k=l,2,...,n\ 

A  l«  =  l,2,...,nj 

setzen.     (Vergl.  Sitzungsberichte,  1.  c,  p.  1117,  Gl.  (S'.)*). 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (G'.)  sind  lediglich  durch 
die  auf  a^^,  bezügliche  Fundamentalsubstitution  des  Funda- 
mentalsystems flii  \}  ■■■■,  fl„  bestimmt.  Diese  Gleichungen  reprä- 
sentiren  «'  Gleichungen  für  die  w'  Coefficienten  g.,,  dieser  Funda- 
mentalsubstitution. 

No.  2. 
Wir  können  zunächst  durch  eine  Substitution 

(1.)  y  =  {x-a,r'''{x-a,)-''\..{x-a^)-"^w, 

wo    die  Grössen  a^,  k^,  ...,  a    Null   oder   positive   ganze  Zahlen   bedeuten,    die 
Gleichung  (D.)  in  eine  Gleichung 

(2.)  B,w  +  B,tv'+---  +  B„ic''"  =  0 

verwandeln,  für  welche  die  Wurzeln  der  zu  a^,  «„,  ...,  a^  gehörigen  determini- 
renden  Fundamentalgleichungen  in  ihren  realen  Theilen  positiv  sind. 

Ist  m^  —  1  die  höchste  ganze  Zahl,  welche  in  den  realen  Theilen  der 
Wurzeln  der  zu  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  der 
Gleichung  (2.)  enthalten  ist,  so  werde 

n(a;)  =  (x-a,)  '(a;-«,)  -...{x-a^)  ?, 
I    <!^{x)  =  (x-a,)     (x-a,)     ...{x-a^) 

gesetzt.      Wir     beweisen    nun,     dass     man     n     ganze     rationale    Functionen 
?o(^)' ?i (*)'•••' 9(1-1  (^)  •ißi^^'^t  bestimmen  kann,  dass,  wenn 

(4.)  P.(')  =  ^'^ 

und  [330 

(5.)  u  =  P,{x)  10  +  P,(a,-)  iv'+---  +  P„_.  (x)  tu'"-" 

gesetzt  wird,  die  Differentialgleichung,  welcher  u  genügt, 


>)  Abh.  LX,  S.  115  dieses  Bandes.    B.  F. 

47  = 
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(6.)  C,n  +  Cy+---  +  C„H""  =  0 

überhaupt  dieselben  singulären  Punkte  wie  (2.)  besitzt,  und  dass  die  realen 
Theile  der  Wurzeln  der  auf  a^,  a,,  ...,  a^  bezüglichen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichungen von  (6.)  zwischen  Null  und  der  negativen  Einheit  sich  be- 
finden. 

Die  Gleichung  (6.)  gehört  zu  derselben  Klasse  mit  der  Glei- 
chung (D.),  daher  sind  die  Fundamentalsubstitutionen  zu  je  einem 
singulären  Punkte  für  beide  Gleichungen  übereinstimmend. 

Hieraus  fliesst  das  folgende  Resultat: 

Wenn  die  Gleichung  (D.)  in  Bezug  auf  die  Wurzeln  der  de- 
terminirenden Fundamentalgleichungen  nicht  den  Voraus- 
setzungen entspricht,  auf  Grund  deren  die  Gleichung  (G'.)  auf- 
gebaut worden  ist,  so  kann  durch  rationale  Rechnungsoperatio- 
nen eine  mit  (D.)  zu  derselben  Klasse  gehörige  Differential- 
gleichung, wie  Gleichung  (6.),  hergeleitet  werden,  welche  den 
genannten  Voraussetzungen  Genüge  leistet.  Man  hat  alsdann 
in  der  linken  Seite  der  Gleichung  (G.)  nur  für  v;^,  j^,  ü  die  auf  die 
Gleichung  (6.)  bezüglichen  entsprechenden  Functionen  zu  sub- 
stituiren,  während  die  rechten  Seiten  ungeändert  bleiben.  Die 
so  erhaltenen  n^  Gleichungen  (G'.)  liefern  alsdann  die  Coeffi- 
cienten  g^^  der  zu  a^^^  gehörigen  Fundamentalsubstitution  der 
Gleichung  (D.). 

Xo.   3. 
In     derselben    Arbeit    werden    alsdann    noch    die    Relationen     discutirt, 
welche  durch  die  Gleichungen  (F.)  und  (G.)  zwischen   den   bestimmten  Inte- 
gi'alen 

und  den  Coefficienten  der  zu  a  ^  gehörigen  Fundamentalsubstitutionen  fest- 
331]  gestellt  sind.  Wir  heben  daraus  das  Ergebniss  hervor :  Sämmtliche  Grössen 
J'^'  lassen  sich  dui-ch  j;^\  J^f,  ...,  J^"^,^_„_.  und  sämmtUche  Grössen  H"^'  durch 

-H^') -ö^i',  •  ••) -H^.",*,-_j,_,  linear  und  homogen  darstellen. 
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Zum  Beschluss  wird  noch  die  Rechnung  für  n  =  1  und  w  =  2  durch- 
geführt. 

IV. 

Wir  erwähnen  hier  noch  die  sich  an  die  vorhergehenden  Untersuchungen 
anschliessenden  Arbeiten  der  Herren  Schlesinger  und  Hirsch. 

Auf  den  Zusammenhang,  der  zwischen  dem  Vertauschungssatze  und  der 
Integration  linearer  Differentialgleichungen  durch  Quadraturen  (bestimmte 
Integrale)  besteht,  hat  Herr  Schlesinger  (Grelles  Journal,  Bd.  116,  S.  97  ff. 
und  Handbuch,  Bd.  IF,  1897,  S.  405 ff.)  hingewiesen.  Bedeutet  D^(y)  einen 
linearen  homogenen  Difterentialausdruck  ?<**'  Ordnung  mit  der  unabhängigen 
Variablen  x  und  Coefticienten,  die  ganze  rationale  Functionen  »i*'"  Grades 
sind,  so  zeigt  sich,  dass  der  AsELSche  Vertauschungssatz  als  specieller  Fall 
(I  =  0)  in  der  allgemeinen  Identität  (Gl.  (C),  1.  c.  p.  102) 

D,((.~-a:)'-')  -  SXC^-^)'""-')' 

enthalten  ist,  wo  S)^  einen  linearen  Differentialausdruck  (wj +  ??)*"  Ordnung  mit 
der  unabhängigen  Variablen  z  darstellt,  dessen  Coefficienten  sich  aus  denen 
von  D^  (und  umgekehrt)  in  einfacher  Weise  zusammensetzen  lassen  (Gl.  (2.), 
(3.),  1.  c.  p.  102,  103). 

Die  Lösungen  von  D^(^)  =  0  lassen  sich  auf  Grund  der  angegebenen 
Identität,  durch  die  Lösungen  v  der  zu  ®^  =  0  adjungirten  Differential- 
gleichung (der  EuLERschen  Transformirten  von  D^  =  0)  in  der  Form 

und  umgekehrt  die  Lösungen  von  ®.(»)  =  0  durch  die  Lösungen  w  der  zu 
D^  ^  0  adjungirten  Differentialgleichung,  in  der  Form 


dx 


darstellen,  wo  L,  A  geeignet  gewählte  geschlossene  Integrationswege  bedeuten. 
Herr  Hirsch  behandelt  (Mathem.  Annalen,  Bd.  54,  S.  202  ff.)  die  von  [332 
mir  in  den  oben  erwähnten  Arbeiten  aufgestellten  Relationen  (Perioden- 
relationen), nachdem  er  (Mathem.  Annalen,  Bd.  52,  S.  130  ff.)  den  Fall  m  =  1 
vorweggenommen,    indem    er    1)    mit  Benutzung    der    erwähnten    Schlesinger- 
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sehen  Arbeit  diese  Relationen  in  der  von  mir  gegebenen  Form  aus  dem  Ver- 
tauschungssatze  herleitet  (Mathem.  Annalen,  Bd.  54,  II.  Abschnitt,  S.  249  — 
275),  und  dann  2)  eine  andere  —  der  ersten  algebraisch  äquivalente  —  Form 
dieser  Relationen  angiebt,  die,  in  Xachbildung  der  von  Riemann  für  die  ana- 
loge Frage  der  Theorie  der  AsELschen  Integrale  angewendeten  Methode,  durch 
die  Auswerthung  eines  gewissen  Randintegrals  erzielt  wird  (1,  c.  §  15  — 17, 
S.  276 — 295).  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Monodromiegruppe  der 
betrachteten  Differentialgleichung  eine  definite  HERMixEsche  Form  in  sich 
selbst  transformirt,  liefert  dieselbe  Methode  der  Randintegration  eine  Un- 
gleichung für  die  realen  und  imaginären  Bestandtheile  der  gedachten  Integrale 
(indem  eine  aus  diesen  Integralen  gebildete  ÜERMiTEsche  Form  sich  als  stets 
positiv  definit  erweist),  die  der  von  Riemann  für  die  Periodicitätsmoduln  der 
AßELschen  Integrale  aufgestellten  Ungleichung  analog  ist  (1.  c.  §  18,  S.  295 — 
313;  §  20,  S.  316—322). 

Berlin,   15.  März  1902. 


ANMERKUNG. 


Änderungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

S.  364,  Zeile  1  v.  u.  Differentialgleichung  statt  Differentialgleichungen, 

„    370,      „      4  V.  u.  den  Gleichungen  statt  Gleichung. 

„      „  ,      „     3  V.  n.  jBa  statt  Bi, 

„    371,      „    13  V.  u.  wurde  >Wurzeln  der<  vor  zu  a^,  a^,  ...,  a^  hinzugefügt.        R.  F. 


ixxvn. 

lieber 

den  Zusammenhang 

zwischen 

Cometen  und  Sternschnuppen. 


It  e  dl  e 

gehalten 


am  Königsgeburtstag  in  der  Aula  der 
Universität  Greifswald 


von 


Professor  Dr.  L.  Fuchs. 


Greifswald. 

Druck  der  üniversitäts - Buchdruckerei  von  F.  W.  Eunike. 
1873. 


Hochansehnliche  Versammlung ! 

Wie  die  Vertreter  vieler  tausender  öffentlicher  Anstalten  unseres  Vater-  [3 
landes  an  anderen  Orten  sind  wir  heute  hier  vereint,  um  den  Geburtstag 
unseres  allgeliebten  und  allverehrten  Kaisers  und  Königs  zu  feiern.  Es  kann 
einem  Festredner  nicht  an  Stoff  fehlen,  um  seinen  Namen  in  gebührender 
Weise  zu  verherrlichen.  Er  darf  nur  in  die  Fülle  der  Heldenthaten  hinein- 
greifen, durch  welche  im  letzten  Decennium  unser  König  in  drei  aufeinander- 
folgenden gewaltigen  Stufen  zum  Schöpfer  unseres  neuen  deutschen  Vater- 
landes geworden,  um  durch  schlichte  Darstellung  derselben  ohne  idealisirende 
Zuthaten  jedes  deutsche  Gemüth  zur  innigsten  Dankbarkeit  gegen  unsern 
Herrscher  zu  erwärmen  und  zu  erheben.  Er  darf  nur  auf  die  organisatorische 
Kraft  hinweisen,  mit  welcher  unser  Kaiser  der  neuen  Schöpfung  durch  weise 
Gesetze  einen  stabilen  Zustand  zu  verschaffen  bemüht  ist,  auf  die  ethische 
Energie,  welche  von  ihm  ausgehend  die  widerstrebendsten  Elemente  in  das 
allgemeine  Bewusstsein  der  grossen  Aufgaben  unseres  Vaterlandes  zu  einigen  [4 
trachtet,  um  die  ehrerbietigste  Bewunderung  vor  dem  Manne  hervorzurufen, 
der  an  Weisheit  ein  Greis,  als  heldenmüthiger  Kämpfer  gegen  den  äusseren 
und  inneren  Feind  deutschen  Wesens  ein  Jüngling  dasteht. 

Allein  die  grossen  Thaten  unseres  Königs  sprechen  noch  zu  laut  in 
imserem  Herzen,  als  dass  sie  durch  Worte  ihren  adäquaten  Ausdruck  finden 
könnten.  Gegenüber  aber  einem  solchen  Herrscherleben,  wie  das  unseres 
Königs,  gegenüber  solch  treuer  Pflichterfüllung  in  den  ihm  von  der  Vor- 
sehung auferlegten  Aufgaben,  werden  wir  an  einem  solchen  Tage  mit  un- 
widerstehlicher Gewalt  an  unsere  eigenen  Pflichten  gemahnt,  wir  werden  auf- 
gefordert, uns  unserer  Aufgaben  bewusst  zu  werden,  dahin  zu  streben,  durch 

i'uchß,  muthom.  Würkö.    III.  48 
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gewissenhafte  Ei'füllung  derselben  uns  unseres  königlichen  Vorbildes  und  un- 
serer Gemeinsamkeit  mit  dem  grossen  Yaterlande  würdig  zu  machen.  Unsere 
Aufgabe  ist  die  Pflege  der  Wissenschaft,  und  nichts  ist  geeigneter  wissen- 
schaftlichen Männern  ihren  Beruf  zum  vollen  Bewusstsein  zu  bringen  als  die 
Vorführung  dessen,  was  dem  menschlichen  Geiste  durch  beharrliche  Ausdauer 
bereits  gelungen. 

Es  sei  mir  daher  gestattet,  einen  kleinen  Abschnitt  aus  dem  Buche  der- 
jenigen Wissenschaft  vor  Ihnen  aufzurollen,  welche  schon  oft  eine  königliche 
genannt  worden,  und  die  gewiss  vor  allen  anderen  geeignet  ist  unser  Gemüth 
zu  erheben  und  die  Expansivkraft  unseres  Geistes  anzuregen,  ich  meine  der 
s]  Astronomie.  Der  Abschnitt  handelt  von  den  neuesten  Besti'ebungen  der 
Gelehrten,  den  renitenten  Mitgliedern  des  Weltgebäudes,  welche  mit  unserem 
Sonnensysteme  in  nähere  Berührung  kommen,  den  Cometen  und  Sternschnuppen, 
Gesetze  zu  geben. 

Die  Untersuchungen  über  diese  Himmelserscheinungen  haben  nämlich  im 
letzten  Decennium  einen  erneuten  Aufschwung  erhalten,  welchen  man  be- 
sonders der  Entdeckung  des  italienischen  Astronomen  Schiaparelli  vom  Zu- 
sammenhange der  Sternschnuppen  und  Cometen  und  der  weitreichenden  Ent- 
deckung der  Heidelberger  Naturforscher  Bunsen  und  Kirchhoff  verdankt, 
durch  welche  eine  neue  Wissenschaft,  die  Physik  des  Himmels,  gegründet 
worden.  In  der  allerneuesten  Zeit  hat  der  als  physischer  Astronom  rühmlichst 
bekannte  Leipziger  Professor  Zöllner  durch  sein  Aufsehen  erregendes  Werk: 
))Über  die  Natur  der  Cometen,  Beiträge  ziu-  Geschichte  und  Theorie  der  Er- 
kenntniss«  die  Frage  über  den  Ursprung  und  die  Natur  der  erwähnten  Himmels- 
erscheinungen so  zu  sagen  zu  einer  brennenden  gemacht. 

Man  hat  es  nicht  nöthig,  um  in  weiteren  gebildeten  Kreisen  das  Interesse 
an  diesen  Untersuchungen  wach  zu  rufen,  zu  dem  problematischen  ^Mittel  zu 
greifen,  welches  in  dem  Hinweise  gegeben  ist,  dass  auch  in  diesen  so  wie  in 
den  übrigen  Untersuchungen  der  Astronomie  eine  Befriedigung  des  geistigen 
Bedürfnisses  nach  dem  Erkennen  und  Begi-eifen  der  Natur  zu  finden  ist.  Ich 
nenne  dieses  Mittel  ein  problematisches.  Denn  wenn  allerdings  für  das 
6]  wissenschaftliche  Bewusstsein  das  Erkennen  stets  das  allein  Begehrens- 
werthe  war  und  bleiben  wird,  so  ist  dasselbe  für  die  grössere  Menge  der 
Gebildeten   nur    ein  Motiv,    in   welches    sie    sich    dem  wissenschaftlichen   Be- 
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wusstsein  zu  Gefallen  hineinzwängen  muss.  Die  Geschichte  der  Astronomie 
zeigt  dieses  auf  jedem  ihrer  Blätter.  Da  diese  Wissenschaft  die  Henschaft 
des  menschlichen  Geistes  bis  in  die  fernsten  Welträume  getragen,  so  hätte 
man  erwarten  sollen,  dass  ihre  Resultate,  welche  den  höchsten  Triumph  der 
Intelligenz  über  die  Natur  darstellen,  in  das  allgemeine  Bewusstsein  einge- 
drungen seien.  Keinesweges.  Es  hat  auch  nicht  einmal  geholfen,  dass  das 
theoretische  Interesse  durch  die  materielle  Theilnahme  unterstützt  wurde  für 
die  Sonne,  die  uns  Licht  und  Wärme  spendet  und  unsere  Tages-  und  Jahres- 
zeiten legulirt,  für  den  Sternenhimmel,  welcher  dem  Schiffer  als  Leitstern 
auf  der  Meeresfläche  dient.  Es  hat  nichts  geholfen,  dass  die  Lehre  des 
KoPERXiKus  zum  Dogma  der  gebildeten  Welt  geworden,  dass  die  Kepler- 
schen  Gesetze  und  das  Gravitationsgesetz  wenigstens  zu  einer  Zeit  des  Lebens 
jedem  gebildeten  Menschen  zu  Gemüth  geführt  werden.  Als  wohnten  zwei 
Seelen  im  Menschen,  deren  jede  ihrer  Wege  geht,  die  eine  nimmt  diese  Lehren 
auf,  die  andere  aber  verharrt  in  der  Vorstellung  vergangener  Jahrtausende, 
■welche  in  unserer  Erde  den  Mittelpunkt  der  Welt  und  im  Menschen  das 
Centrum  dieses  Centrums  erblickt. 

Kräftiger,  materieller  müssen  die  Einwirkungen  sein,  welche  ein  wirk-  [7 
liches  Interesse  an  der  Astronomie  in  weiteren  Kreisen  wachrufen  sollen. 
Diese  erhabene  Wissenschaft  muss  erst  Materie  werden,  sie  muss  das  Menschen- 
geschlecht aus  seiner  Gleichgültigkeit  dadurch  wecken,  dass  sie  eine  enge 
Wechselseitigkeit  zwischen  den  übrigen  Himmelskörpern  und  unserer  Erde 
nachweist,  eine  Wechselseitigkeit,  die  bis  zur  materiellen  Berührung  reicht. 
Das  hat  die  Astronomie  der  letzten  Jahrzehnte  gethan,  und  ein  bedeutendes 
Beispiel  hierzu  bietet  uns  die  neueste  Lehre  der  Cometen  und  Sternschnuppen. 
Diese  modernen  Lehren,  an  sich  der  lautersten  Theorie  angehörig,  haben  uns 
die  Himmelskörper  näher  gerückt,  nicht  wie  die  Fernröhre  nur  optisch,  son- 
dern in  mächtigen  materiellen  Impulsen.  Sie  werden,  was  so  viele  Jahr- 
hunderte nicht  vermochten,  «Teichen,  das  Interesse  des  ganzen  IMenschen- 
geschlechts  an  der  Astronomie. 

Dass  aber  die  Natur  keine  Sprünge  macht,  dass  dieser  Umschwung  nur 
langsam  vor  sich  geht,  das  haben  wir  —  nicht  zu  unserem  sonderlichen 
Stolze  —  häufig  Gelegenheit  wahrzunehmen.  Man  sieht  heutzutage  z.  B.  die 
Cometen   nicht    mehr    als    unheilverkündigende    feurige  Ruthen    an,    aber    die 
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Furcht  A'or  diesen  Himmelskörpern  ist  keine  geringere  geworden,  seitdem  man 
von  den  Astronomen  vernommen,  dass  Cometen  auch  zuweilen  die  Laune 
8]  hätten,  mit  der  Erde  handgreiflich  zu  werden.  Ein  Beispiel  dieser  Co- 
metenfiu'cht  ist  uns  noch  in  frischer  Erinnerung  aus  dem  Sommer  vorigen 
Jahres,    wo    für    den  Monat  August    ein    solches  Rencontre    angekündigt   war. 

Der  Schrecken  eines  solchen  Zusammentreffens  hört  sofort  auf,  wenn 
man  weiss,  dass  mindestens  mehreremale  eines  jeden  Jahres,  nicht  bloss  un- 
seres Lebens,  nicht  bloss  des  Lebens  unseres  Menschengeschlechtes,  sondern 
des  Lebens  der  Erde  dieselbe  gewissermassen  durch  solche  Cometenungeheuer 
hindurchgewandert  und  jetzt  noch  immer  hindurchwandert.  Und  das  geschieht 
nicht,  ohne  dass  wir  es  merken.  Wir  können  es  Aielmehr  an  dem  friedlichen 
Schauspiele  der  Sternschnuppen  mit  unseren  Augen  sehen.  In  der  That  lehrt 
ScHiAPARELLi  —  uud  alle  Thatsachen  sprechen  dafür,  alle  Gelehrten  stimmen 
ihm  bei  — ,  dass  wenn  es  hier  auf  Erden  Sternschnuppen  giebt,  wir  auf  der 
Wanderung  durch  einen  losgetrennten  Theil  eines  Cometen  begriffen  sind. 

Die  äussere  Erscheinung  eines  Cometen,  wie  man  ihn  mit  unbewaffnetem 
Auge  wahrnimmt,  ist  Jedem  von  uns  erinnerlich.  Man  erblickt  am  Himmel 
in  sternartiger  Gestalt  einen  sogenannten  Kern,  an  welchen  sich  ein  fast 
immer  von  der  Sonne  abgewendeter  Schweif  von  ausserordentlich  grosser 
Länge  anschliesst.  Laplace  in  seinem  berühmten  Werke  über  das  Welt- 
gebäude weist  nach,  dass  die  Cometen  in  unserem  Sonnensysteme  als  Fremd- 
linge angesehen  werden  müssen.  Sie  sind  gewissermassen  Boten,  welche  von 
9]  einem  Sonnensystem  zum  anderen  wandern.  Geräth  ein  solcher  Comet  z.  B. 
in  das  Reich  unserer  Sonne,  so  wird  es  nicht  gleichgültig  sein,  ob  er  mit 
grösserer  oder  geringerer  Hast  seine  Einfahrt  gehalten.  Es  sind  bestimmte 
Gesetze  vorhanden,  deren  System  Mechanik  genannt  wird,  und  diese  schreiben 
folgendes  vor:  Fährt  der  Comet  langsam  ein,  so  hat  er  im  Reiche  sich  als 
Bürger  niederzulassen  und  wie  die  Planeten  in  einer  geschlossenen  Bahn, 
nämUch  einer  Ellipse  um  die  Sonne  zu  kreisen.  Fährt  er  mit  grosser  Hast 
ein,  so  ist  er  im  Reich  nicht  zu  dulden,  es  ist  ihm  Aielmehr  längs  eines 
parabolischen  oder  hyperbolischen  Zweiges  seine  Marschrute  in  die  unermess- 
liche  Feme  anzuweisen,  wenn  nicht  ein  Planetenbürger,  in  dessen  Nähe  die 
Marschrute  vorüberläuft,  sich  seiner  annehmen  und  ihn  so  zu  sich  heran- 
ziehen sollte,    dass  er    durch    seinen  Schutz    erst    das  Bürgerrecht  im  Sonnen- 
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reiche  erwirbt.  Es  wird  ihm  dann  wiederum  eine  Ellipse  zugewiesen,  längs 
deren  er  sich  nach  den  Gesetzen  des  Eeiches  um  die  Sonne  herumtummeln 
kann.  v 

Zuweilen  aber  wird  einem  Cometen  nur  vorläufig  das  Bürgerrecht  ertheilt, 
um  ihm  alsbald  wieder  genommen  zu  werden.  So  begünstigte  im  Jahre  176  5 
der  Jupiter  einen  in  das  Sonnenreich  in  seiner  nächsten  Nähe  einpassirenden 
Cometen  derart,  dass  ihm  innerhalb  des  Reiches  eine  Ellipse  mit  5| jähriger 
Umlaufszeit  verbrieft  wurde.  Als  er  aber,  wie  er  musste,  im  Jahre  17  76  nach 
zweimaligem  Umlaufe  wieder  in  dieselbe  Nähe  des  Jupiters  gelangte,  brachte 
ihn  dieser  mächtige  Planet  auf  einen  parabolischen  Ast,  auf  welchem  er  das  [lo 
Sonnensystem  verlassen  musste,  um  uns  seitdem  nicht  wieder  sichtbar  zu 
werden. 

Die  Cometen,  welche  sich  eingebürgert,  heissen  periodische,  da  sie  immer 
wieder  nach  Verlauf  desselben  Zeitraumes,  nämlich  desjenigen,  den  sie  zum 
Durchlaufen  ihrer  elliptischen  Bahn  nöthig  haben,  der  Sonne  nahe  genug 
kommen,  um  die  zu  ihrer  Sichtbarkeit  nöthige  Beleuchtung  zu  erhalten.  Die 
anderen  Cometen  sind  nur  einmal  sichtbar. 

Schon  Kepler  beschäftigte  sich  mit  der  Frage  nach  der  Natur  der  Co- 
meten. Seine  Beantwortung  derselben,  so  wie  diejenige  Newtons  konnten, 
dem  derzeitigen  Standpunkte  der  Physik  entsprechend,  genügen,  alles  zu 
erklären,  was  man  bis  dahin  an  den  Cometen  wahrgenommen  hatte. 

Während  man  sich  nun  seit  den  Zeiten  Newtons  nach  dem  Vorgange 
von  Halley  sorgfältig  mit  der  Bestimmung  der  Bahn  der  verschiedenen  Co- 
meten befasste,  blieb  die  Frage  nach  ihrer  physischen  Beschaffenheit  ein 
ganzes  Jahrhundert  fast  unberührt.  Den  ersten  Anstoss  zur  Rückkehr  zu 
derselben  zu  geben  war  Olbers  vorbehalten,  dessen  genaue  Beobachtungen 
des  grossen  Cometen  von  1811  bis  dahin  nicht  beachtete  Erscheinungen  an 
diesen  Himmelskörpern  kennen  lehrten.  Er  beobachtete  nämlich,  dass  der 
Schweif  nicht  von  dem  hinteren,  d.  h.  dem  von  der  Sonne  abgewendeten 
Theile  des  Cometen  ausging,  sondern,  dass  er  von  der  vorderen,  d.  h.  der 
Sonne  zugewendeten  Seite  des  Kojjfes  ausgehend  sich  zu  beiden  Seiten  des- 
selben umbog  und  nach  rückwärts  sich  in's  Unermessliche  verlängerte,  etwa  [n 
so  wie  ein  üppiges  Haar  vom  Scheitel  nach  abwärts  fällt.  Olbers  bemerkt, 
man  könne  sich  diese  Erscheinung  nur  erklären,  wenn  man  annimmt,  dass  von 
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dem  Cometen  in  Folge  einer  ihm  eigenthümlichen  Abstossungskraft  auf  seine 
eigene  Materie  die  inneren  Theile  desselben  nach  der  Sonne  zu  geschleudert 
werden.  Diese  würden  sich  fortbewegen,  wenn  nicht  die  Sonne  ihrerseits 
ebenfalls  eine  Abstossungskraft  ausübte,  diese  aber  zwingt  sie  zur  Umkehr. 
Beide  Abstossungen  treiben  sie  nach  hinten,  wo  sie  den  Schweif  bilden. 

Ein  weiterer  Fortschritt  wurde  angebahnt  durch  Bessel,  welcher  die  von 
Olbers  gemachten  Wahrnehmungen  an  dem  HALLEYSchen  Cometen  wieder- 
holte und  neue  Erscheinungen  an  demselben  enthüllte.  Er  setzt  die  Resultate 
seiner  Studien  in  meisterhafter  Weise  auseinander  in  einer  berühmten  Ab- 
handlung in  den  Astronomischen  Nachrichten  des  Jahres  1836.  Er  beob- 
achtete nämlich  an  der  vorderen  Seite  des  HALLEVschen  Cometen  wirklich  die 
Ausströmung  von  Lichtmaterie  aus  dem  Kopf  nach  der  Sonne  hin,  und  die  Um- 
kehr dieser  Materie  von  einer  gewissen  Stelle  aus  zur  Bildung  des  Schweifes. 
Die  Umkehrstelle  musste  da  stattfinden,  wo  die  Abstossung  der  Sonne  gegen 
die  ausströmende  Cometenmaterie  die  die  Materie  aus  dem  Kern  heraus- 
treibende Kraft,  oder  wie  man  auch  sagen  konnte,  die  Abstossungskraft  des 
Cometen  überwog. 

12]  Es  war  hiermit  durch  unzweifelhafte  Beobachtungen  zweierlei  constatirt, 
erstlich  eine  treibende  Kraft,  die  ihren  Sitz  im  Cometen  hat,  und  die  Ma- 
terie nach  der  Sonne  hin  schleuderte,  zweitens  eine  Repulsivkraft  der  Sonne, 
welche  diese  Materie  zurückstiess. 

Diese  Thatsachen  sind  nicht  wegzuleugnen,  und  eine  Cometentheorie, 
welche  denselben  nicht  Rechnung  trägt,  ist  als  werthlos  zu  betrachten.  In 
welcher  Weise  die  Annäherung  an  die  Sonne  auf  die  Schweifbildung  ein- 
wirken kann,  zeigt  der  Comet  von  1680,  der  in  seiner  grössten  Sonnennähe, 
in  zwei  Tagen  einen  Schweif  von  12  Millionen  geogiaphischen  Meilen  Länge 
bildete.  Bessel  berechnete  aus  der  Grösse  der  Abstossung  die  Stärke  der 
constatirten  abstossenden  Kraft,  indem  er  von  der  Voraussetzung  ausging,  dass 
dieselbe  sich  im  umgekehrten  Quadratverhältniss  der  Entfernung  verkleinerte. 
Pape  wiederholte  dieselbe  Reclinung  an  dem  uns  allen  bekannten  herrlichen 
Cometen  von  1858. 

Seit  Bessel  sind  nicht  bloss  zahlreiche  Cometen  entdeckt  und  ihre  Bahnen 
bestimmt  worden,  sondern  viele  Beobachter  haben  die  Erscheinungen  einzelner 
Cometen    nach    dem  Vorgange    von  Olbers    und  Bessel   sorgfältig    untersucht, 
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andere  haben  durch  die  Spectralanalyse  die  materielle  Beschaffenheit  derselben 
zu  ermitteln  sich  bemüht,  und  wieder  andere  haben  mehr  oder  minder  glück- 
liche H\"jJothesen  über  die  Entstehung  der  Cometen,  insbesondere  ihrer  [13 
räthselhaften  Schweife  aufgestellt. 

Es  ist  ein  höchst  interessantes  Thema,  die  Geschichte  dieser  Hypothesen 
zu  verfolgen  und  sie  der  Reihe  nach  zu  kritisiren.  Allein  dasselbe  würde 
mich  hier  zu  weit  führen.  Eine  jedoch  kann  ich  hier  nicht  unerwähnt  lassen, 
weil  dieselbe  gewissermassen  zu  dem  oben  erwähnten  Werke  Zöllners  Ver- 
anlassung gegeten,  ich  meine  die  des  sonst  hochverdienten  englischen  Natur- 
forschers Tyndall.  Er  sieht  nämlich  Kern  und  Schweif  eines  Cometen  als 
chemische  Niederschläge  eines  undiu'chsichtigen  Gases  längs  der  Sonnenstrahlen 
an.  Indem  Zöllner  in  scharfsinniger  Weise  die  Gründe  Ttndalls  analysirt, 
weist  er  ihm  nach,  dass  er  vier  neue  Hypothesen  machen  müsse,  um  die 
eine  ausgesprochene  zu  halten.  Aber  selbst  wenn  man  Tyndall  alles  zugäbe, 
so  müsste  man  seine  Cometentheorie  dennoch  verwerfen,  da  sie  insofern  einen 
entschiedenen  Rückschritt  in  die  Zeiten  vor  Olbers  thut,  als  sie  die  seitdem 
an  den  Cometen  beobachteten  Wahrnehmungen,  namentlich  die  über  die 
Lichtausströmung  ganz  ignorirt.   — 

Am  meisten  Beachtung  verdient  die  Cometen -Theorie  von  Zöllner.  Er 
knüpft  an  die  beiden  von  Olbers  und  Bessel  constatirten  Thatsachen,  dass 
die  Cometenmaterie  sowohl  vom  Cometen  als  von  der  Sonne  abgestossen  ward, 
und  dass  hierin  die  Ursache  zur  Schweif bildung  liege,  an  und  sucht  dieselben 
zu  erklären.  Schon  Olbers  sagte,  er  wisse  zwar  nicht,  woher  diese  Ab-  [14 
stossungen  kämen,  allein  er  fände  nichts  Unnatürliches  darin,  wenn  jemand* 
sie  für  elektrischer  Natur  hielte,  da  wir  ja  die  Kraft  der  Elektricität  in  un- 
serer feuchten  stets  leitenden  Atmosphäre  so  grosse  Wirkungen  ausüben  sähen. 

Diesen  Gedanken  führt  Zöllner  aus.  Er  stellt  sich  vor,  ein  Comet  sei 
eine  flüssige  Masse.  Als  solche  mviss  sie  sich  erhalten,  so  lange  sie  im  weiten 
Welträume  fernab  von  irgend  einer  der  wärmenden  Sonnen  wandert.  Denn 
so  lange  hat  sie  es  sehr  kalt,  nämlich  wie  Pouillet  berechnet  hat,  142°  unter 
dem  Gefrierpunkte  des  Wassers.  Nähert  sie  sich  auf  ihrer  Reise  einer  Sonne, 
z.  B.  der  unsrigen,  so  beginnt  auf  dem  vorderen  Theile  die  Verdampfung. 
Diese  wird  um  so  energischer,  je  näher  der  Comet  der  Sonne  kommt,  am 
stärksten   in    der  giössten  Nähe.     Es   strömt   also  Cometenmaterie   in  Dampf- 
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form  nach  der  Sonne  hin.  Das  erklärt  die  erste  von  Olbers  und  Bessel 
constatirte  Thatsache  der  Abstossung  des  Cometen  auf  seine  eigene  Materie 
in  sehr  einfacher  Weise.  Danach  hat  man  zur  Erklärung  dieser  Erscheinung 
keine  neue  geheimnissvolle  Kraft  zu  erfinden,  man  kommt  A-ielmehr  mit  der 
banalen  Erscheinung  der  Verdampfung  einer  Flüssigkeit  aus,  wie  wir  sie  auch 
auf  Erden  wahrnehmen.  Wie  kommt  es  aber,  dass  die  Verdampfung  in  so 
energischer  Weise  vor  sich  geht?  Der  Umstand  allein,  dass  z.  B.  der  Halley- 
15]  sehe  Comet  in  seiner  Sonnennähe  von  der  Sonne  nur  halb  soweit  absteht 
als  die  Erde  vermag  dieselbe  doch  nicht  vollständig  zu  erklären?  Doch  diese 
Schwierigkeit  lässt  sich  nach  der  ZöLLNERschen  Theorie  beseitigen.  Es  ist 
nämlich  ein  Gesetz  der  Wärmelehre ,  dass  die  Verdampfung  einer  Flüssigkeit 
bei  bestimmter  Temperatiu*  so  lange  fortdauert,  bis  die  Spannkraft  der  über 
der  Flüssigkeit  lagernden  Dämpfe  eine  gewisse  festgesetzte  Grenze  en-eicht. 
Ist  die  flüssige  Masse  mächtig,  so  zieht  sie  den  entwickelten  Dampf  kräftig 
an,  di-ückt  ihn  zusammen,  vergrössert  seine  Spannkraft,  die  Verdampfung  hört 
bald  auf.  Ist  sie  gering,  so  kann  die  Verdampfung  bis  zur  vollständigen 
Umwandlung  in  Dampfform  fortgehen  —  wie  es  in  der  That  bei  den  kleinen 
Cometen  der  Fall  ist. 

Zöllner  sagt  weiter,  bei  der  kräftigen  Dampfentwickelung  werde  die 
Flüssigkeit  mächtig  durcheinander  geschüttelt  und  zen-issen,  und  dadurch 
werde  der  Dampf  elektrisch  —  man  hat  in  der  That  in  der  Nähe  zerstäu- 
bender Wassertheilchen,  z.  B.  in  der  Nähe  von  Wassei-fällen ,  Elektricität  sich 
entwickeln  gesehen.  Andererseits  weisen  die  elektrischen  und  magnetischen 
'Einflüsse  der  Sonnenatmosphäre  darauf  hin,  dass  die  letztere  elektrisch  sei  — 
ist  ja  doch  auch  unsere  Atmosphäre  elektrisch.  Nun  darf  man  mu:  noch 
annehmen,  dass  Sonnenelektricität  und  Cometenelektricität  gleichartig  sind, 
um  die  zweite  von  Olbers  und  Bessel  constatirte  Thatsache,  dass  die  Cometen- 
16]  materie  von  der  Sonne  abgestossen  werde,  zu  erklären.  Es  kämpfen  hier 
zwei  Kräfte,  die  Massenanziehung  der  Sonne  und  die  elektrische  Abstossimgs- 
kraft.  Zöllner  zeigt  durch  Rechnung,  dass  in  dem  Kampfe  dieser  Kräfte  die 
letztere  die  Oberhand  behält,  wenn  deren  Spielball  ein  kleiner  Körper  ist. 
In  der  That  hat  man  es  aber  mit  kleinen  Dampfkörpcrchen  zu  thun.  Daher 
treibt  sie  die  Abstossungskraft  zurück  und  zwar  so  kräftig,  dass  sie  —  wenn 
die  Elektricität  der  Sonnenatmosphäre  an  Stärke  nur  der  unserer  Erde  gleich 


REDE  AM  KÖNIGSGEBURTSTAG   1873.  385 

käme  —  in  zwei  Tagen  schon  70,540,000  geogr.  Meilen  nach  hinten  zurück- 
legen müssten  und  so  den  Schweif  mit  der  immensen  Geschwindigkeit  bilden, 
wie  man  es  wahrgenommen. 

Diess  in  der  Hauptsache  die  ZöLLXERsche  Theorie.  Ich  muss  es  mir  ver- 
sagen, hier  die  Schwierigkeiten,  welche  sie,  besonders  der  bald  zu  besprechenden 
ScHiAPARELLischen  Lehre  von  den  Sternschnuppen  gegenüber,  noch  bestehen 
lässt,  zu  berühren,  da  ich  schon  zu  lange  Ihre  Geduld  durch  Hypothesen  auf 
die  Probe  gestellt.     Es  ist  Zeit,  dass  wir  zu  lebendigen  Thatsachen  übergehen. 

Unter  den  Männern,  welche  sich  mit  den  Sternschnuppen  beschäftigt, 
haben  wohl  einige,  wie  Coulyier- Gravier,  Brück,  Kesselmeyer  imd  andere, 
die  Ansicht  verth eidigt,  dass  die  Sternschnuppen  ihren  Ursprung  in  unserer 
Erde,  oder  in  der  Atmosphäre  derselben  hätten.  Allein  ihre  Gründe  waren 
zu  leicht  zu  widerlegen.  Es  ist  vielmehr  die  Ansicht  durch  alle  Thatsachen 
erhärtet  und  zum  Gemeingut  aller  Gelehrten  geworden,  dass  jede  Stern-  [17 
schnuppe  ein  verhältnissmässig  kleiner  Körper  sei,  welcher  ebenso  wie  seine 
gewaltigen  Himmelsgenossen,  dem  Gravitationsgesetze  gehorchend,  eine  Bahn. 
um  die  Sonne  beschreibt,  und  auf  seiner  Wanderung  das  Unglück  hat,  der 
Erde  so  nahe  zu  kommen,  dass  sie  ihn  mit  unwiderstehlicher  Gewalt  zu  sich 
heranzieht.  Hätte  die  Erde  keine  Lufthülle,  so  würde  der  Körper,  wenn 
seine  Bewegung  in  einer  Verticalen  erfolgte,  mit  gewaltiger  Geschwindigkeit 
auf  die  Erde  stürzen.  —  Er  tritt  nämlich  nach  den  Beobachtungen  schon  mit 
einer  Geschwindigkeit  in  die  Atmosphäre  der  Erde  ein,  welche  im  Durch- 
schnitt der  anderthalbfachen  Geschwindigkeit  der  Erde  bei  ihrem  Umlaufe 
um  die  Sonne  gleichkommt.  Er  würde  also  an  sich  schon  in  jeder  Secunde 
circa  6  oder  in  jeder  Minute  360  geogr.  Meilen  zurücklegen.  Diese  Ge- 
schwindigkeit wird  aber  noch  vergrössert  diu'ch  die  Anziehungskraft  der  Erde, 
welche  ja  auch  die  Geschwindigkeit  jedes  freifallenden  Körpers  vergrössert. 
Wie  mächtig  wäre  also  der  Anprall  einer  Sternschnuppe,  wenn  sie  auf  unsere 
Erde  fiele!  Nun  hat  zwar  Alexander  Herschel  die  Stemschnuppenkörper- 
chen  gewogen  —  ich  meine  nicht  mit  einer  wirklichen  Wagschale,  denn  wie 
hätte  er  des  zu  Wägenden  habhaft  werden  sollen,  sondern  durch  eine  Reihe 
aus  der  mechanischen  Wärmelelire  entlehnter  Schlüsse  —  und  für  die  meisten 
dieser  Körperchen  das  Gewicht  von  etwa  |  bis  1  Gramm  erhalten.  Die  Stärke 
des  Anpralls  wird  jedoch  diu'ch  die  sogenannte  lebendige  Ki'aft,  d.  h.  durch  [18 
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das  Product  aus  der  Masse  und  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  gemessen. 
Es  würde  deshalb  der  Anprall  doch  so  mächtig  sein,  als  der  einer  Kugel 
von  über  3  bis  über  9  Pfd.  Gewicht,  welche  mit  einer  Geschwindigkeit  von 
20  00  Fuss  in  der  Secunde  abgeschossen  würde.  Erwägt  man,  dass  in  manchen 
Nächten  die  Zahl  der  Sternschnuppen  so  gross  ist,  dass  sie  wie  Schneeflocken 
herabstürzen,  dass  z.  B.  nach  einer  Schätzung  von  Arago  am  12.  November 
1833  an  seinem  Beobachtungsorte  wenigstens  240,000  fielen,  so  könnte  uns 
für  alles  auf  der  Erde  Lebende  bange  werden,  wenn  man  nicht  durch  tausend- 
jährige Erfahrang  wüsste,  dass  die  Sternschnuppen  stets  friedlich  verschwunden 
sind,  ohne  Schaden  angerichtet  zu  haben.  Aber  erst  die  Lehren  der  Physik 
neueren  Datums  geben  über  die  Gründe  der  Unschädlichkeit  der  Meteore 
Aufschluss.  Aus  denselben  folgt,  dass  wenn  ein  sich  bewegender  Körper  eine 
Reibung  oder  den  "Widerstand  eines  Mittels  zu  erleiden  hat,  seine  lebendige 
Kraft  sich  in  Wärme  umsetzt.  Der  Stemschnuppenkörper  tritt  in  die  Atmo- 
sphäre ein.  Zwar  sind  an  der  Eintrittsstelle  die  Luftschichten  sehr  dünn,  da 
.aber  der  "Widerstand  mit  der  Geschwindigkeit  des  anrennenden  Körpers  in 
einem  beträchtlichen  "V^erhältnisse  wächst,  so  wird  in  noch  bedeutender  Höhe 
von  der  Erde,  im  Mittel  in  einer  Höhe  von  12  deutschen  Meilen,  die  lebendige 
19]  Kraft  des  Meteors  ganz  in  "Wärme  umgesetzt  sein.  Diese  Wärme  reicht 
hin,  so  kleine  Körper  weissglühend  zu  machen  und  sie  zu  verflüchtigen.  So 
dient  also  die  Atmosphäre  der  Erde  als  Panzer  gegen  die  himmlischen  Ge- 
schosse, welche  sie  verzehrt,  ehe  sie  ihre  Reise  bis  zur  Erde  vollendet. 

Gleichzeitig  erkennen  wir  hieraus  noch  etwas  Anderes.  Wir  sagten  vor- 
hin, die  Sternschnuppe  beschreibe  im  Welträume  eine  Bahn  um  die  Sonne. 
Sie  wird  nun  zwar  von  dieser  beschienen,  und  müsste  uns  so  gut  wie  die 
Planeten  sichtbar  sein  auf  ihrer  Reise  im  Welträume.  Allein  sie  ist  zu  klein, 
sie  erhält  also  auf  ihrer  Oberfläche  zu  wenig  Licht,  um  \ms  so  viel  zuzu- 
senden, dass  wir  sie  sehen  könnten.  Hieraus  folgt,  dass  sie  uns  unsichtbar 
bleibt,  bis  sie  in  unserer  Atmosphäre  weissglühend  geworden,  was  etwa  im 
Durchschnitt  in  einer  von  Höhe  1 5|  deutschen  Meilen  von  der  Erde  geschieht, 
und  uns  wieder  entschwindet,  wenn  sie  sich  entweder  aufgezehrt,  oder  wenn 
es  ihi-  gelungen,  allerdings  sehr  erhitzt  unserer  Atmosphäre  wieder  zu  ent- 
schlüpfen. 

Begreiflicherweise  hoffen  die  Naturforscher,  dass  diese  Erscheinungen  nicht 
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wenig  zur  Aufklärung  der  schwierigen  Frage  über  die  Höhe  unserer  Atmo- 
sphäre beitragen  werden. 

Ich  habe  schon  angeführt,  dass  in  manchen  Nächten  des  Jahres  die 
Sternschnuppen  in  ausserordentlich  grosser  Zahl  auftreten.  Von  diesen  sind 
schon  lange  am  meisten  hervorgetreten  die  Nacht  vom  1 0.  August  und  die 
Nächte  "vom  12.  und  13.  November.  Im  Jahre  1833  beobachteten  einige  [20 
amerikanische  Astronomen,  dass  die  feurigen  Linien,  welche  die  einzelnen 
Sternschnuppen  des  Novemberschwarmes  beschrieben,  alle  nach  ein  und  dem- 
selben Punkte  des  Himmelsgewölbes,  nämlich  nach  einem  genau  bestimmbaren 
Punkte  des  Sternbildes  des  Löwen  hinwiesen.  Sie  nannten  diesen  Punkt  den 
Radiationspunkt.  Professor  Olmsted  erkannte  sofort  in  dieser  Erscheinung 
einen  wichtigen  Schlüssel  zur  Lösung  des  Räthsels  der  Sternschnuppen. 

Weitere  Beobachtungen  ergaben,  dass  auch  der  Augustschwarni  einen 
solchen  Eadiationspunkt  am  Himmel  habe,  und  zwar  im  Sternbilde  des  Per- 
seus.  Von  nun  ab  gab  es  erst  so  zu  sagen  einen  Leitstern,  die  in  den  ver- 
schiedenen Nächten  des  Jahres  sich  zeigenden  Sternschnuppen  zu  gruppiren. 
Jede  solche  Gruppe  hat  einen  solchen  herrschenden  Mittelpunkt,  einen  Ra- 
diationspunkt.  Durch  die  Bemühungen  fleissiger  Beobachter,  namentlich  des 
Professors  Heis  zu  Münster,  Julius  Schmidt  in  Athen  und  des  englischen  Ge- 
lehrten Grey  hat  man  jetzt  nahezu  hundert  solcher  Gruppen  formirt  und 
ihre  Eadiationspunkte  am  Himmel  bestimmt. 

So  lange  menschliche  Augen  den  Sternenhimmel  bewundern,  erregten  die 
Sternschnuppen  ihre  Aufmerksamkeit.  Wie  konnte  es  kommen,  dass  obgleich 
seit  den  Zeiten  Galileis  das  bewaffnete  Auge  selbst  nach  den  entferntesten 
Nebelflecken  ausschaute,  eine  Thatsache  wie  die  der  Radiation  der  Glieder 
eines  Sternschnuppenschwarms  nach  einem  bestimmten  Himmelspunkte  bis  in 
die  dreissiger  Jahre  unseres  Jahrhunderts  dem  Scharfblicke  der  Astronomen  [21 
entging?  Nun  die  Antwort  hierauf  ist  leider  sehr  leicht.  Es  galt  noch  bis 
vor  gar  nicht  langer  Zeit  nicht  für  guten  Ton,  nicht  eines  wissenschaftlichen 
Mannes  würdig,  mit  solchen  Proletariern  unter  den  Himmelserscheinungen, 
wie  die  Sternschnuppen  es  sind,  sich  zu  beschäftigen.  In  solchen  Geständ- 
nissen der  Geschichte  der  Wissenschaft  liegt  wahrlich  das  heilsamste  Gegen- 
gift gegen   den   die  Wissenschaft  nicht  selten   gefährdenden  Gelehrtendünkcl. 

Da   ich   mich  hier   auf  das  Nothdürftigste    beschränken    muss,    so  wollen 
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wir  bei  den  beiden  wichtigsten  Schwärmen,  dem  Augustschwarm  und  No- 
vemberschwarm  stehen  bleiben,  wovon  der  erstere  die  Perseiden,  der  letztere 
die  Leoniden  genannt  wird,  nämlich  nach  ihren  Radiationspunkten.  Was 
hat  ein  Radiationspunkt  für  eine  Bedeutung?  Es  ist  eine  bekannte  Erfahrung, 
dass  parallele  Linien  in  einiger  Entfernung  zusammenzulaufen  scheinen,  wie  man 
es  jederzeit  in  einer  längeren  Baumallee  wahrnehmen  kann.  Die  Wege, 'welche 
die  einzelnen  Sternschnuppen  eines  Schwarmes  beschreiben,  sind  so  weit  von 
uns  entfernt,  dass  sie  diesen  Schein  in  hohem  Grade  hervorrufen  müssen.  In 
der  That  sind  in  Wirklichkeit  die  feurigen  Linien  eines  Schwarmes  parallel, 
und  nur  die  perspectivische  Täuschung  lässt  sie  nach  dem  Radiationspunkte 
22]  convergiren.  Jede  der  feurigen  Linien  ist  ein  Theil  der  Bahn  eines  Stem- 
schnuppenkörperchens  des  Schwarmes  um  die  Sonne.  Dasselbe  geht  also  seinen 
Weg  im  Welträume  nicht  vereinzelt,  sondern  ein  mächtiger  Schwärm  solcher 
Körperchen  fliegt  in  parallelen  Bahnen  nebeneinander  her. 

In  eine  neue  Phase  trat  die  Lehre  von  den  Sternschnuppen  durch  die 
berühmte  Abhandlung  über  die  Sternschnuppen  von  Ermann  in  den  Astrono- 
mischen Nachrichten  des  Jahres  1839.  Um  uns  eine  deutlichere  Vorstellung 
von  dem  Wesentlichen  derselben  zu  verschaffen,  müssen  wir  die  späteren  Be- 
stimmungen der  Meteorenbahnen,  namentlich  die  von  Schiaparelli  mit  zu 
Hülfe  nehmen. 

Der  Augustschwarm  fliegt  mit  grösserer  oder  geringerer  Stärke  am  10. 
August  jedes  Jahres  über  unsere  Köpfe  hinweg.  Die  Bahnen  seiner  Mit- 
glieder, oder  wie  man  auch  sagen  kann,  die  Bahn  des  Schwarms  ist  nun 
dahin  ermittelt  worden,  dass  sie  eine  Ellipse  sei,  deren  Ebene  gegen  die  Ebene 
der  Erdbahn  um  einen  starken  Winkel,  nämlich  64°  3'  geneigt  ist.  Ihr  Um- 
fang ist  ausserordentlich  viel  grösser  als  der  der  Erdbahn;  der  Schwärm  hat 
nämlich  von  der  Sonne  einen  mittleren  Abstand  50  mal  so  gross  als  der  der 
Erde  von  der  Sonne,  und  braucht  108  Jahre,  um  seinen  Umlauf  zu  vollenden. 

Wir  thun  nunmehr  gut,  wenn  wir  folgende  Fiction  anwenden.  Ein  himm- 
lischer Künstler  eile  hinter  dem  Schwärme  her  —  er  muss  allerdings  schon 
400  Meilen  in  der  Minute  machen  —  und  zeichne  für  jede  einzelne  Stem- 
23]  schnuppe  mit  mächtiger  Farbe  die  Thcilc  der  jedesmal  zurückgelegten 
Bahnstrecken  nach,  so  würden  wir,  wenn  der  Maler  vor  108  Jaliren  seine 
Reise  angetreten,  jetzt  einen  gewaltigen  elliptischen  Ring  von  mächtiger  Breite 
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am  Himmel  sehen,  und  das  wäre  die  Bahn  des  Augustschwarmes.  Jedesmal 
am  10.  August  passirt  die  Erde  dieselbe  Stelle  dieses  farbigen  Ringes;  der 
Schwärm,  den  sie  in  diesem  Jahre  daselbst  getroffen,  ist  übers  Jahr  weit  im 
farbigen  Einge  fortgeeilt,  und  doch  findet  die  Erde  an  derselben  Stelle  den 
Raum  nicht  leer,  ein  neuer  Schwärm,  Avelchem  derselbe  farbige  Ring  als  Bahn 
angehört,  schiesst  auf  sie  los.  Da  dieses  ein  Jahr  ums  andere  so  fortgeht,  so 
schliesst  man  daraus,  dass  der  farbige  Ring  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  von 
eilenden  Sternschnuppen  erfüllt  ist.  Der  fictive  Ring  ist  ein  wirklicher  ge- 
worden, mit  Materie  erfüllt.  Dieser  Ring  wäre  das  ganze  Jahr  hindurch  am 
Himmel  zu  sehen,  wenn  das  ihm  von  der  Sonne  geliehene  Licht  nicht  zu 
schwach  wäre.  Nur  in  der  Nacht  des  10.  August,  wo  wir  ihn  passiren,  wird 
ein  Theil  desselben  in  der  oben  angegebenen  Weise  durch  unsere  Atmosphäre 
in  leuchtende  Sternschnuppen  verwandelt.  Von  seiner  Dicke  kann  man  sich 
eine  Vorstellung  daraus  machen,  dass  die  Erde,  welche  in  einer  Secunde 
4  Meilen  weit  fliegt,  volle  6  Stunden  braucht,  um  ihn  zu  passiren.  Es  haben 
danach  Ermann  und  Boguslawski  seine  Dicke  auf  864000  geogi*.  Meilen  be- 
rechnet. 

Die  Bahn  der  Leoniden,  oder  des  Novemberschwarms,  ist  ebenfalls  [24 
bestimmt  worden.  Dieselbe  ist  ebenfalls  eine  Ellipse,  noch  gewaltig  genug 
an  Umfang,  aber  geringer  als  der  Ring  des  Augustschwarmes,  es  ist  nämlich 
nach  ScHiAPARELLi  der  mittlere  Abstand  des  Novemberschwarms  von  der  Sonne 
das  1  Ol  fache  des  mittleren  Abstandes  der  Erde  von  der  Sonne.  Die  Ebene 
seiner  Bahn  schmiegt  sich  mehr  der  Erdbahn  an,  sie  hat  gegen  dieselbe  nur 
eine  Neigung  von  17°  44'.  Der  Schwärm  durchläuft  seine  Bahn  in  33|  Jahren, 
Machten  wir  wieder  die  Fiction,  dass  diese  Bahn  mit  uns  sichtbarer  Farbe 
im  Himmelsraume  festgebannt  wäre,  so  ist  dieselbe  zwar  in  einem  grossen 
Theile  mit  eilenden  Sternschnuppen  erfüllt.  Denn  drei  Jahre  hintereinander 
trifft  die  Erde,  wenn  sie  auf  ihrer  Sonnenreise  an  derselben  Stelle  der  Bahn- 
Ebene  des  Novemberschwarmes  in  den  Nächten  des  12.  imd  13.  November 
ankommt,  mächtige  Meteorschwärme  an.  Bei  der  Wiederkehr  nach  4  Jahren 
aber  ist  es  bis  auf  einige  Nachzügler  leer  geworden,  imd  erst  nach  33  Jahren, 
wenn  der  Schwärm  seinen  Umlauf  vollendet,  erneuert  sich  das  Schauspiel. 
Das  letzte  Mal  ging  die  Erde  durch  den  Novemberschwarm  hindurcli  in  den 
Jahren  1866 — 69,  und   bot   besonders   im  Jahre  1867  in  Nordamerika   am   12. 
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und  13.  November  das  Schauspiel  eines  Stemschnuppenschauers  in  seiner 
ganzen  Pracht.  33  Jahre  vorher,  am  12.  November  1S33,  bewunderte  und 
25]  beschrieb  Arago  das  Phänomen  und  noch  33  Jahi-e  vorher  beobachteten 
Alexander  v.  Humboldt  und  Bonpland  den  Feuerregen  des  12.  und  13.  No- 
vember. 

So  wäre  denn  also  die  am  Himmel  festgemachte  Bahn  der  Leoniden  nicht 
überall  ausgeflUlt,  aber  wie  mächtig  lang  der  Schwann,  der  sich  auf  dieser 
Bahn  fortbewegt,  sein  müsse,  ergiebt  sich  daraus,  dass,  obgleich  jedes  Glied 
des  Seh  warmes  in  jeder  Secunde  dm-chschnittlich  6  geogr.  Meilen  fliegt,  die 
Erde  drei  Jahre  hintereinander  an  derselben  Stelle  Sternschnuppen  dicht  ge- 
säet findet.  Hier  haben  wir  also  ein  Ringstück,  welches  sich  in  unserer  far- 
bigen Ellipse  in  33|  Jahren  herumbewegt. 

Ahnliche  Meteormassen  wie  die  des  August  und  November  durchziehen 
den  Himmelsraum  in  unabsehbarer  Zahl.  Sie  schieben  sich  ihrer  ganzen 
Länge  nach  ähnlich  A^ie  diese  in  Bahnen  um  die  Sonne  fort,  die  entweder 
auch  Ellipsen  sind  und  uns  ebenfalls  periodisch  sichtbar  werden,  oder  in 
Parabeln  oder  Hyperbeln,  in  welchem  Falle  sie  sich  auf  einem  der  unend- 
lichen Zweige  dieser  Linien  in  den  Weltraum  verlieren.  Die  Bahnen  dieser 
verschiedenen  Meteorschwärme  sind  unter  allen  möglichen  "Winkeln  sesen  die 
Ebene  der  Ekliptik  geneigt,  so  dass  man  mit  Recht  sagen  kann,  das  ganze 
Sonnensystem  wird  von  Meteorkörperchen  durchschwärmt.  Zieht  man  hierzu 
die  Thatsachen,  dass  unser  ganzes  Sonnensystem  sich  im  Weltraum  fortbewegt, 
26]  so  müssen  wir  schliessen,  dass  nirgendwo  in  demselben  öde  Leere  herrscht, 
vielmehr  überall  ein  lustiges  Jagen  und  Rennen  materieller  Indi\"iduen  statt- 
findet. 

So  standen  die  Dinge,  als  im  Jahre  1866  Schiaparelli  mit  dem  kühnen 
Gedanken  auftrat,  Cometen  und  Sternschnuppen  seien  nicht  von  einander 
verschieden,  nämlich  Stemschnuppensch wärme  seien  abgetrennte  Theüe  eines 
Cometen. 

Seine  Gründe  sind  sehr  einfach.  Jedermann  ist  die  Erscheinung  von 
Ebbe  und  Fluth  bekannt.  Welcher  Ursache  verdankt  diese  die  Entstehung"? 
Nun,  die  verschiedenen  Theile  der  Erde  sind  vom  !Monde  ungleich  weit  ent- 
fernt, die  Stärke  der  Anziehung  des  Mondes  auf  einen  Theü  der  Erde  ver- 
ringert sich  aber  im  umgekehi'ten  Quadratverhältniss  der  Entfernung,  demnach 
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zieht  der  Mond  die  verschiedenen  Theile  der  Erde  verschieden  stark  an.  Steht 
der  Mond  in  unserem  Zenith,  so  hat  er  das  Bestreben  uns  und  unsere  Anti- 
poden so  weit  als  möglich  auseinanderzutreiben.  Dass  wir  nicht  auseinander- 
gehen, verdanken  wir  der  an  sich  respectabelen  Anziehungskraft  der  gesammten 
Erdmasse  auf  ihre  einzelnen  Theile.  Es  kämpfen  hier  zwei  Kräfte  gegen- 
einander und  nach  den  unerbittlichen  Gesetzen  der  Mechanik  —  siegt  immer 
die  stärkere.  Aber  die  stärkere  büsst  dabei  so  viel  an  Macht  ein,  als  der 
unterliegende  Theil  zur  Verfügung  hatte,  der  Sieger  gebietet  alsdann  nur 
über  den  Überschuss.  Dieser  Überschuss  ist  zu  schwach,  um  die  trotzige 
Masse  des  Festlandes  auseinanderzutreiben,  das  nachgiebigere  Wasser  folgt  [27 
ihr,  und  dieser  Folgsamkeit  verdanken  wir  die  Erscheinung  der  Ebbe  und  Fluth. 

Dieselbe  Naturkraft  aber,  welche  uns  Ebbe  und  Fluth  verursacht,  bringt 
manchen  Cometen  ins  Verderben,  bereitet  ihm  einen  schnelleren  oder  langsame- 
ren Untergang.  Wenn  wir  von  den  physischen  Beschaifenheiten  der  Cometen 
auch  ganz  absehen,  so  ist  doch  allbekannt,  dass  die  Dichtigkeit  der  in  ihnen 
angehäuften  Materie  sehr  gering  sei,  weil  sie  das  Licht  hinter  ihnen  stehender 
Sterne  nicht  bloss  nicht  abhalten,  sondern  auch  wie  aus  den  sorgfältigen  Mes- 
sungen von  Bessel  und  Struve  hervorgeht,  nicht  einmal  —  wie  es  unsere 
atmosphärische  Luft  thut  —  brechen,  d.  h.  von  seiner  Richtung  ablenken. 
Füllt  man  daher  zwei  gleich  grosse  Würfel  mit  Luft  und  Cometenmaterie,  so 
enthält  demnach  der  letztere  ausserordentlich  viel  weniger  Massentheilchen 
als  der  crstere. 

Gelangt  also  eine  so  lockere  Masse,  wie  ein  Comet  es  ist,  auf  seiner  Reise 
im  Weltraum  in  die  Anziehungssphäre  der  Sonne,  so  wird  alsbald  durch  die 
Verschiedenheit  der  Anziehung  derselben  auf  die  verschieden  entfernten  Theile 
des  Cometen  eine  Kraft  hervorgerufen,  ähnlich  der,  welche  auf  der  Erde  die 
Erscheinung  der  Ebbe  und  Fluth  hervorruft.  Aber  die  Masse  des  Cometen  ist 
so  unvergleichlich  viel  nachgiebiger  als  das  Wasser,  dass  sich  Theile  des  Co- 
meten loslösen.  ScHiAPARELLi  ncunt  daher  diese  Kraft  die  auflösende  Kraft  [28 
der  Sonne.  Dieselbe  wird  um  so  energischer,  je  mehr  der  Comet  sich  in  seiner 
Bahn  der  Sonne  nähert,  da  die  Verschiedenheit  der  Abstände  der  einzelnen 
Theile  desselben  um  so  mehr  ins  Gewicht  fallen,  je  weniger  beträchtlich  sie  sind 
—  ein  Umstand,  der  ja  auch  zur  Folge  hat,  dass  die  Mondfiuthen  die  Sonnen- 
fluthen  so  sehr  an  Höhe  überragen.  —  Was  geschieht  nun  mit  den  losgelösten 
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Cometenth eilen?  Jeder  Körper,  und  mag  er  kleiner  wie  ein  Sandkörchen,  dünner 
wie  die  Luft  in  den  GEissLERschen  Röhren  sein,  muss  qua  Materie,  wenn  er  ins 
Keich  der  Sonne  kommt,  sich  in  einer  Ellipse  oder  einer  Parabel  oder  einer 
Hyperbel  um  die  Sonne  bewegen.  Der  losgelösten  Cometenmasse  wird  die  Wahl 
unter  diesen  Bahnen  nicht  schwer  werden,  sie  wird  nämlich  in  demselben 
Geleise  verbleiben,  in  welchem  sich  ihre  Mutter,  der  Comet,  bewegt.  Nun 
sagt  ScHUPARELLi,  diesc  losgelöste  Cometenmaterie  sei  eben  jener  Schwärm 
eilender  Körperchen,  die  uns  als  Sternschnuppen  erscheinen.  Wahrlich  nichts 
ist  einfacher  als  diese  Theorie.  Und  doch  wüi'den  ihr  die  ungläubigen  Xatiu- 
forscher  nur  das  Lob  einer  geistreichen  Hypothese  gespendet  haben,  wenn  sie 
nicht  sichtbarlich  durch  die  Erfahrung  sich  hätte  bestätigen  lassen.  Das  ist 
aber  in  reichlichem  Masse  geschehen.  Oppolzer  in  Wien  hatte  die  Bahn  des 
grossen  Cometen  des  Sommers  1862  in  den  Astronomischen  Nachrichten 
29]  sorgfältig  bestimmt.  Eine  Vergleichung  dieser  Bahn  mit  der  schon  oben 
erwähnten  des  Augustmeteors  lieferte  Schiaparelli  das  übeiTaschende  Resultat, 
dass  beide  Bahnen  zusammenfallen,  und  so  sprach  Schiaparelli  das  grosse 
Wort  aus:  der  grosse  Comet  des  Sommers  1862  ist  die  Mutter  der  Perseiden, 
des  Augustschwarms,  Mutter  und  Kind  laufen  in  demselben  Geleise  um  die 
Sonne.  Kurze  Zeit  darauf  (am  28.  Januar  1867)  erschien  wieder  von  Oppolzer 
in  den  Astronomischen  Nachrichten  die  Bahnbestimmung  des  Cometen 
1866  No.  I  oder  des  TEMPELSchen  Cometen,  und  schon  am  29.  Januar  ge- 
langten Peters  in  Altona,  Oppolzer  und  Schl4.parelli,  alle  di'ei  imabhängig 
von  einander  zu  dem  Resultate,  dass  der  TEMPELSche  Comet  die  Mutter  der 
Leoniden,  des  Novemberschnuppenschwarms  sei,  dass  beide,  Comet  und  der 
von  ihm  losgelöste  Theil,  in  ein  und  demselben  Geleise  um  die  Sonne  kreisen. 
Seitdem  ist  es  gelungen,  zu  noch  vielen  anderen  Sternschnuppensch wärmen 
die  bezüglichen  Cometen  zu  finden,  aus  denen  sie  entstanden  und  mit  welchen 
sie  in  gemeinsamer  Bahn  um  die  Sonne  laufen. 

Wenn  der  Comet,  von  dem  durch  die  auflösende  Ea-aft  der  Sonne  Stem- 
schnuppencomplexc  abgetrennt  werden,  sich  wieder  in  seiner  Bahn  von  der 
Sonne  entfernt,  so  wird  zwar  die  auflösende  Kraft  der  Sonne  fortwirken  und 
immer  neue  Masse  von  ihm  trennen,  aber  mit  der  Entfernung  von  der  Sonne 
30]  wird  diese  auflösende  Kraft  immer  geringer  und  geringer.  Immer  dünner 
und  dünner  wird   also   der  Rückstand,  welchen  der  Comet  in  seinem  Geleise 
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zurücklässt,  und  der  ihm  nacheilt.  Aber  wenn  der  Comet  sich  wieder  der 
Sonne  nähert,  verstärkt  sich  wieder  seine  Auflösung  und  das  geht  so  fort. 
Es  hat  demnach  keine  Schwierigkeit,  zu  begreifen,  wie  sich  z.  B.  nach  und 
nach  der  Ring  des  Augustphänomens,  welchen  wir  oben  beschrieben,  bilden 
konnte. 

Leverrier  hat  berechnet,  dass  die  kosmische  Wolke,  welche  den  Tempel- 
schen  Cometen  bildet,  im  Jahre  126  unser  Zeitrechnung  aus  fernen  Welt- 
räumen in  unser  Sonnensystem  eingedrungen.  Die  Sonne  hat  ihm  seitdem 
sehr  arg  mitgespielt,  sie  hat  von  ihm  den  oben  beschriebenen  gewaltigen 
Schwärm  der  Novemberstemschnuppen  losgelöst,  während  der  Comet  selbst  den 
Beobachtern  immer  kleiner  und  kleiner  erscheint.  Sein  wahrscheinliches  Loos, 
so  wie  das  vieler  seiner  Brüder  ist,  ganz  und  gar  in  einen  Sternschnuppenring 
aufgelöst  zu  Averden.  So  arg  spielt  die  Sonne  in  ihrer  Fürsorge  für  die  Ord- 
nung ihres  Reiches  den  Eindringlingen  in  dasselbe  mit. 

Vor  der  ScHiAPARELLischen  Erklärung  der  Sternschnuppen  waren  die  Er- 
fahiomgen,  die  man  am  BiELASchen  Comet  gemacht,  wunderbare  Räthsel. 
Dieser  Comet  gehörte  zu  den  ordentlichsten  Himmelsbürgern.  Er  legte  in  je 
6y  Jahren  seine  Bahn  um  die  Sonne  zurück  und  fand  sich  regelmässig  zur 
bestimmten  Zeit  an  bestimmter  Stelle,  den  Befehlen  der  Astronomen  gehorsam, 
ein.  Da  plötzlich  theilte  er  sich  im  Jahre  1846  vor  den  Augen  der  Be-  [3t 
obachter  in  zwei  Theile.  Beide  Theile  liefen  nun  sich  von  einander  immer 
mehr  entfernend  20  Jahre  als  getrennte  Cometen  neben  einander  her,  bis  sie 
im  Jahre   1866  ganz  und  gar  verschwanden. 

Die  Spaltung  dieses  Cometen  hat  nach  der  ScHiAPARELLischen  Theorie 
nichts  Befremdliches.  Es  ist  die  auflösende  Kraft  der  Sonne,  welche  dieselbe 
bewirkte.  Nach  derselben  Theorie  musste  man  auch  erwarten,  dass  die  ver- 
schwundenen Theile  sich  in  Sternschnuppen  aufgelöst  haben.  Diese  Erwartung 
hat  sich  erfüllt,  und  die  ScHiAPARELLische  Theorie  hat  einen  glänzenden  Triumph 
gefeiert.  Wir  waren  alle  Zeugen  davon.  In  diesem  Winter  am  27.  November 
fand  eines  der  grossartigsten  Sternschnuppenphänomene  statt.  Es  war  dasselbe 
nur  ein  starkes  Auftreten  eines  um  diese  Jahreszeit  in  bestimmten  Perioden 
sich  wiederholenden  Sternschnuppenschauers,  welchen  man  der  Auflösung  des 
BiELASchen  Cometen  zu  verdanken  glaubte. 

In  der  Richtung  der  Fortbewegung  der  Sternschnuppen,    d.  h.  nach   dem 

Foohs,  luathoin.  Woiko.    m.  öO 
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Himmelspunkte  hin,  welcher  dem  Radiationspunkte  gerade  gegenüber  liegt, 
hätte  man  suchen  müssen,  ob  sich  nicht  in  Begleitung  der  Sternschnuppen 
Reste  des  BiELAschen  Cometen  entdecken  Hessen.  Dieser  Himmelspunkt  Hess 
sich  aber  in  unseren  Gegenden  nicht  gut  beobachten.  Da  kam  der  Göttinger 
32]  Astronom  Klinkerfues  auf  den  glücklichen  Gedanken,  den  Astronomen  Pog- 
SON  auf  Madras,  welcher  Ort  der  Beobachtung  der  genannten  HimmelssteUe 
günstig  war,  am  30.  November  telegraphisch  aufzufordern,  daselbst  nach  dem 
Cometen  zu  suchen.  Am  3.  December  fand  Pogson  wirklich  an  der  be- 
zeichneten Stelle  einen  Cometen.  Indessen,  um  einen  Cometen  als  einen  be- 
stimmten, hier  also  als  den  BiELAschen  zu  legitimiren,  dazu  braucht  man  eine 
Anzahl  scharf  markirter  Kennzeichen.  Diese  konnten  so  schnell  in  zureichen- 
dem Masse  nicht  signalisirt  werden.  Da  half  wieder  Oppolzer,  welcher  durch 
seine  Beobachtungsenergie  schon  so  viel  zur  Glorificimng  der  Schiaparelli- 
schen  Lehre  beigetragen.  Durch  scharfsinnige  Combination  des  unzureichenden 
Beobachtungsmaterials  hat  er  es  höchst  wahrscheinlich  gemacht,  dass  der  von 
Pogson  beobachtete  Comet  der  Kopf  des  BiELAschen  Cometen  sei.  —  Sehen 
wir  aber  auch  ganz  von  der  Frage  des  BiELAschen  Cometen  ab,  so  ist  die 
eine  Thatsache  unangi-eifbar  feststehend,  dass  Klinkerfues  durch  die  Stem- 
schnuppenerscheinung  im  Stande  war,  einen  Cometen  —  den  Urheber  der  Er- 
scheinung —  in  der  Bahn  des  Stemschnuppenschwarms  zu  entdecken. 

Glänzender  konnte  die  ScHiAPARELLische  Theorie  nicht  bewährt  werden. 
Ein  selten  schönes  Loos  für  eine  menschliche  Entdeckung. 

So  werden  wir  durch  das  Datum  der  Entdeckung  ScHLiPARELLis  auf  das 
denkwürdige  Jahr  1866  zurückgeführt.  Wir  sehen  in  demselben  die  italienische 
33]  Nation  mit  der  unsrigen  vereint  nicht  nur  auf  der  Ai-ena  des  Kampfes  fiir 
das  Vaterland,  sondern  auch  des  Kampfes,  dessen  Ziel  die  Erweiterung  der 
Grenzen  unseres  Wissens  ist.  Wenn  wir  von  der  Betrachtung  der  unermess- 
lichen  Welträume  zu  unserer  Erde  zurückkehren,  so  könnte  ein  enges  Gemüth 
und  ein  kurzsichtiges  Auge  leicht  verführt  werden,  diese  kleine  Erde  mit  dem 
Treiben  der  auf  derselben  befindlichen  Geschöpfe  kleinHch  zu  finden.  Der 
Naturforscher  ist  vor  diesem  IiTthum  sicher  —  er  weiss  es,  dass  die  Welt  im 
Kleinen,  die  Welt  unter  dem  Mikroscop  und  noch  mehr  die  Welt  der  sich 
unserem  Auge  ganz  entziehenden  Atome  ebenso^^el  gilt  als  die  Welt  im 
Grossen,   dass   das   unermesslich   Grosse   und  unermessHch  Kleine   nur  relativ 
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von  einander  verschieden  sei.  Und  wer  ist  es,  in  dem  sich  beide  Vorstellungen 
vereinen?  Es  ist  das  winzige  Geschöpf,  der  Mensch,  dessen  Geist,  selber  un- 
endlich, die  beiden  Pole  der  Unendlichkeit  erst  in  die  Natur  hineinträgt. 

Während  wir  also  auf  unserer  Excursion  in  das  ferne  Weltreich  die 
selbstsüchtige  Illusion  verloren,  der  Mittelpunkt  des  Kosmos  zu  sein,  auf 
welchen  überall  die  Zwecke  der  Natur  hinwiesen,  wie  die  Halbmesser  eines 
Kreises  auf  dessen  Centrum,  so  haben  wir  als  Ersatz  das  unvergleichlich 
erhabenere  Bewusstsein  mitgebracht,  durch  die  Kraft  unseres  Geistes  das  [34 
ganze  Weltall  umfassen,  so  zu  sagen  den  Kosmos  reproduciren  zu  können. 

Muss  nicht  dieses  Bewusstsein  auch  eine  höhere  Werthschätzung  der 
übrigen  Ideen,  deren  Träger  der  menschliche  Geist  ist,  also  insbesondere  der 
Ideen  der  Sittlichkeit  hervorrufen?  Zwar  wird  die  Vergleichung  mit  den 
Ideen,  welche  der  Naturforschung  zu  Grunde  liegen,  uns  belehren,  dass  so 
wie  diese  auch  die  Ideen  der  Sittlichkeit  in  ihrer  Anwendung  dem  Irrthume 
unterworfen  sind.  Allein  sie  lehrt  uns  auch,  dass  die  Ideen  an  sich  —  von 
ihren  Anwendungen  unabhängig  —  ewig  unveränderlich  sind,  dass  sie  uns 
durch  ein  Labyrinth  von  Irrthümern,  wenn  auch  nur  in  asymptotischer  An- 
näherung, zur  Wahrheit  führen  ^#rden. 

Wenn  wir  also  von  unserer  Himmelsreise  auf  unsere  Erde  zurückkehren, 
so  werden  wir  —  weit  davon  entfernt,  das,  was  auf  derselben  um  uns  herum 
durch  Menschenhand  vollbracht  wird,  gering  zu  schätzen  —  vielmehr  ein 
oflEenes  Herz  allem  Grossen  und  Edlen,  das  sich  darin  kundgiebt,  entgegen- 
tragen. 

Wenn  wir  also  von  unserer  Himmelsbetrachtung  aus  auf  das  Jahr  1866 
hingeführt  werden,  so  wird  die  Erinnerung  an  die  Thaten  dieses  Jahres  — 
vollbracht  im  Namen  der  erhabenen  Idee  des  Vaterlandes  —  auf  unser  Ge- 
müth  einen  um  so  gewaltigeren  Eindruck  machen.  Und  —  es  ist  das  eine  [35 
herrliche  Eigenschaft  der  menschlichen  Natur  —  von  dem  Vollbrachten  wenden 
wir  uns  sofort  dem  Vollbringer  zu  in  inniger  Dankbarkeit.  Wir  luildigen 
unserem  Kaiser,  welcher  damals  in  seltener  Seelengrösse  die  durch  die  Ge- 
schichte unseres  Vaterlandes  geschaffeneu  Hemmnisse  zu  überwinden  und  den 
Grundstein  zu  unserem  neuen  deutschen  Reiche  zu  legen  vermochte.  Wir 
wissen  alle,  wie  mächtig  dieser  königliche  Vorgang  engherzig  erbaute  Schranken 
erschüttert,   und   das   bis   dahin  nur  als  lebendige  Kraft  latente  nationale  Be- 
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wusstsein  der  Deutschen  zur  energievollen  Thätigkeit  befreit  hat.  Und  wir 
preisen  iinsern  Kaiser  und  uns  glücklich,  dass  schon  nach  Verlauf  weniger 
Jahre  unter  seiner  heldenmüthigen  Führung  der  heiTliche  Bau  selber  hat  voll- 
führt werden  können,  dass  der  Traum  vieler  Jahrhunderte  in  einer  so  kurzen 
Spanne  Zeit  zur  Wirklichkeit  geworden.  —  Doch  noch  ist  das  Gebäude  nicht 
nach  allen  Seiten  geschlossen,  von  allen  Seiten  stürmen  feindliche  Elemente 
heran,  in  die  Lücken  einzudringen  und  die  Grundfesten  zu  untergraben.  Aber 
die  starke  Hand  unseres  Kaisers,  die  starke  Hand,  welche  die  Vorsehung  zur 
Vollbringung  so  grosser  Thaten  ausersehen,  wehrt  heldenmüthig  alle  Angriffe 
ab  und  umgiebt  das  neue  Gebäude  mit  kräftiger  Schutzwehr.  Möge  diese 
starke  Hand  noch  lange  Jahre  unser  Schirm  und  Schutz  sein.  Möge  es 
36]  unserem  Kaiser  noch  vergönnt  sein,  sein  "Werk  vollendet  und  unangreif- 
bar zu  schauen.  Möge  er  als  schönsten  Lohn  heiliger  Pflichterfüllung  noch 
sehen  können,  was  ein  grosses  deutsches  Reich  in  Frieden  an  Grossem  und 
Erhabenem  zu  schaffen  vermag. 

Gott  segne  und  erhalte  unseren  Kaiser  und  König. 


Lxxvm. 

über  das 

Verhältniss  der  exacten  Naturwissenschaft  zur  Praxis. 


H  e  cl  e 

bei  Antritt  des  Reetorates 

gehalten  in  der  Aula 
der 

Königlichen  Friedrich  -  Wilhelms  -  Universität 
am  15.  October  1899 

von 

Immanuel  Lazarus  Fuchs. 


Berlin  1899. 
Buchdruckerei  von  Gustav  Schade  (Otto  Francke)  in  Berlin  N. 


Hochansehnliche  Versammlung!  [3 

Geehrte  CoUegen! 
Liebe  Commilitionen ! 

In  einer  Zeit,  in  welcher  die  Anwendungen  der  Naturwissenschaften  auf 
alle  Zweige  menschlichen  Schaffens  einen  so  gewaltigen  Umfang  angenommen 
haben,  dass  das  allgemeine  Interesse  durch  die  Errungenschaften  auf  den  Ge- 
bieten der  Technik  vollständig  absorbirt  wird,  und  die  Schöpferin  dieser  Er- 
folge, die  theoretische  Wissenschaft,  ganz  in  den  Hintergrund  des  öffentlichen 
Interesses  gedrängt  erscheint,  ist  es  wohl  nicht  überflüssig,  sich  des  Verhält- 
nisses bewusst  zu  werden,  in  welchem  die  reine  Wissenschaft,  die  Theorie, 
zu  ihren  Anwendungen,  der  Praxis,  steht,  sich  den  Einfiuss  vor  Augen  zu 
führen,  welchen  Theorie  und  Praxis  gegenseitig  auf  einander  ausgeübt  haben. 

Es  würde  selbstverständlich  an  dieser  Stelle  unmöglich  sein,  alle  Zweige 
der  Naturwissenschaften  in  den  Kreis  unserer  Betrachtung  zu  ziehen.  Wenn 
ich  mir  aber  die  Beschränkung  auferlege,- nur  die  sogenannten  exacten  Natur- 
wissenschaften ins  Auge  zu  fassen,  so  dürfte  gewiss  der  grössere  Theil  meiner 
Ausführungen  für  die  übrigen  Naturwissenschaften  bestehen  bleiben.  Ich 
habe  mir  aber  die  exacten  Naturwissenschaften  auserwählt,  nicht  niu',  weil  sie 
meinem  speciellen  Forschungs-  und  Lehrgebiet,  der  Mathematik,  am  nächsten 
stehen,  sondern  vielmehr  weil  die  Mathematik  den  genannten  Zweigen  der  [4 
Naturwissenschaften  geradezu  zugezählt  werden  muss. 

Um  dieses  gerechtfertigt  zu  finden,  ist  es  nicht  nöthig,  hier  in  eine  tiefere 
Speculation  einzugehen.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  Objecte  der  Natur- 
betrachtung, soweit  sie  durch  Maass  und  Gewicht  in  Raum  und  Zeit  erfasst 
werden   können,    ihren    adäquaten    Ausdruck   in    den   geometrischen   und   ana- 
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lytischen  mathematischen  Formen  finden.  Aber  auch  umgekehrt  haben  die 
mathematischen  Gebilde  ihren  entsprechenden  Ausdruck  in  den  Naturerschei- 
nungen, wenn  auch  diese  Naturerscheinungen  erst  später,  lange  nachdem  die 
mathematischen  Gebilde  gewissermaassen  diAdnatorisch  erzeugt  waren,  uns  be- 
kannt werden.     Es  mögen  zwc  Erläuterung  einige  Beispiele  genügen. 

Der  Mathematiker  construirt  die  Fläche,  welche  unter  dem  Namen  des 
Ellipsoids  bekannt  ist,  aus  rein  geometrischen  Anschauungen.  Eine  specielle 
Form  dieses  räumlichen  Gebildes,  das  Sphäroid,  welches  durch  Umdrehung 
einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entsteht,  erweist  sich  in  der  Natur  als  die 
uns  alle  gar  sehr  interessirende  Form  des  von  uns  bewohnten  Himmelskörpers. 

Viele  Jahrhunderte,  ehe  Keppler  gezeigt,  dass  die  Planeten,  also  auch 
unsere  Erde,  sich  in  einer  Ellipse  um  die  Sonne  bewegen,  waren  die  Mathe- 
matiker von  rein  theoretischen  Gesichtspunkten  zur  Betrachtung  dieser  krum- 
men Linie  und  zur  Erforschung  ihrer  Eigenschaften  gelangt. 

Die  Eigenschaft  derselben  Linie,  dass  die  von  den  beiden  Brennpunkten 
nach  einem  Punkte  der  Linie  gezogenen  Strahlen  mit  der  Tangente  daselbst 
gleiche  Winkel  bilden,  findet  in  der  Optik  und  Akustik  ihren  Ausdruck  darin, 
dass  die  von  einem  der  Brennpunkte  eines  elliptisch  gebauten  Gewölbes  aus- 
gehenden Licht-  oder  Schallwellen  nach  ihrem  Auftreffen  auf  die  Wand  sich, 
in  dem  anderen  Brennpunkte  concentriren. 

5]  Aber  auch  in  der  Methode  der  Forschung  sind  Mathematik  und  exacte 
Naturforschimg  nicht  wesentlich  verschieden.  Diese  Behauptung  wird  paradox 
nur  denjenigen  erscheinen,  welchen  nur  die  fertigen  Formen  und  Beweis- 
methoden der  Mathematik  bekannt  ^ind,  nicht  aber  den  Forschern  auf  diesen 
Gebieten.  Wie  der  Naturforscher  Naturerscheinungen  gegenübersteht,  welche 
zuverlässig  nach  gewissen  Gesetzen  verlaufen,  und  bestrebt  ist,  diese  Gesetze 
durch  Beobachtimg,  Vergleichung  mit  bekannten  Naturerscheinungen  und  Ver- 
suchen mit  Hülfe  entweder  schon  vorhandener  oder  erst  zu  construirender 
Werkzeuge  zu  erforschen,  gerade  so  steht  der  mathematische  Forscher  ge- 
wissen Gebilden  gegenüber,  welche  ebenso  zuverlässig  gewissen  Gesetzen  unter- 
liegen, und  ebenso  muss  derselbe  durch  Vergleichung  mit  anderweitig  be- 
kannten Thatsachen  der  Mathematik  und  durch  Anwendung  bereits  vorhan- 
dener oder  erst  herzustellender  Hülfsmittel  die  Geheimnisse  dieser  Gebilde 
zu  entschleiern  suchen. 
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Ich  wünschte  wohl  hier  zu  zeigen,  dass  diese  Übereinstimmung  der  For- 
schungsmethoden mehr  als  eine  bloss  oberflächliche  sei,  wenn  nicht  eine 
solche  Auseinandersetzung  den  Kahmen  dieses  Vortrages  überschritte. 

In  unserem  Zeitalter,  in  welchem  die  Anwendung  der  Dampfkraft  und 
der  Electricität  so  bewundernswerthe  Veränderungen  in  der  Lebensführung 
des  menschlichen  Geschlechtes  herbeigeführt  hat,  in  welchem  durch  die  Er- 
leichterung des  Verkehrs  der  Menschen  unter  einander  der  Austausch  nicht 
nur  der  materiellen,  sondern  auch  der  geistigen  Güter  in  so  gewaltiger  Weise 
gefördert,  durch  die  Einführung  von  Maschinen  die  Production  in  allen  ge- 
werblichen Unternehmungen  so  zu  sagen  ins  Unermessliche  gesteigert  und 
dafür  die  Arbeit  menschlicher  Hand  in  hohem  Maasse  bewerthet  worden  ist, 
in  unserem  Zeitalter,  sage  ich,  ist  es  besonders  wichtig,  sich  gegenwärtig  zu 
halten,  dass  schon  in  allen  Zeitaltern,  von  welchen  uns  die  Geschichte  be-  [6 
richtet.  Forschritte  gemacht  worden  sind,  welche  für  jede  dieser  Zeitepochen 
von  mächtigen  Einwirkungen  auf  das  menschliche  Leben  gewesen  sind. 

Da  das  Neue  sich  stets  auf  Grund  des  bereits  Vorhandenen  aufbaut, 
musste  natürlich  die  Geschwindigkeit  des  Fortschrittes  in  dem  Maasse  sich 
steigern,  wie  ein  Zins  auf  Zins  angelegtes  Capital  sich  zu  einem  immer 
grösseren  und  grösseren  Capital  aufspeichert.  Fragen  wir  uns,  aus  welcher 
Quelle  die  immer  neuen  Machtmittel  ziu'  Bekämpfung  und  Ausnutzung  der 
Naturkräfte  dem  Menschen  zufiiessen,  so  lehrt  uns  die  Geschichte,  dass  diese 
Quelle  nur  selten  die  auf  ein  bestimmtes  Ziel  gerichtete  Arbeit  des  Menschen 
gewesen  ist.  Denn  der  Zusammenhang  zwischen  den  einzelnen  Erscheinungen 
in  der  Natur  ist  meistentheils  sehr  verborgen,  und  was  in  der  Natur  dicht 
neben  einander  hergeht,  tritt  dem  Menschen  ebenso  wie  dasjenige,  was  weit 
auseinander  zu  liegen  scheint,  durch  lange  Jahrhimderte  als  indifferent  in 
Bezug  auf  einander  entgegen.  Wer  hätte  z.  B.  noch  im  Anfange  unseres 
Jahrhunderts  zu  sagen  vermocht,  dass  Wärme,  Licht  und  Electricität  ein  und 
derselben  Quelle  entstammen? 

Das  wahre  Bindeglied  zwischen  den  einzelnen  Errungenschaften  der 
Menschheit  ist  die  Wissenschaft,  diejenige  Bethätigimg  des  menschlichen 
Geistes,  welche  in  das  Wesen  der  Dinge  einzudringen  bestrebt  ist,  allein  um 
der  Erkenntniss  willen,  ohne  auf  den  Nutzen  oder  auf  die  Lösung  eines 
praktischen  Problems  zu  zielen. 

Fachs,  mathem.  Wolke.    III.  51 


402  REDE  REIM  ANTRITT  DES  RECTORATES   1899. 

Es  zeugt  von  einer  vollständigen  Verkennung  des  Wesens  der  Wissen- 
schaft, wenn  einer  meint,  dass  ein  auf  Grund  von  Erfahrungstliatsachen  er- 
wachsenes und  auf  einen  bestimmten  Zweck  gerichtetes  Problem  gelöst  werden 
könne,  wenn  ihn  nicht  das  Glück  dahin  begünstigt,  dass  er  in  der  Wissen- 
schaft die  Hülfsmittel  zur  Lösung  vorbereitet  findet.  Denn  in  der  Forschung 
7]  nach  wissenschaftlichen  Wahrheiten  muss  der  menschliche  Geist  sich  von 
dem  Besonderen  loslösen  und  sich  zu  freiem  Fluge  nach  allen  Richtiingen 
entfalten.  Er  darf  nicht  bei  einer  Vorstellung  stehen  bleiben,  er  muss  \-iel- 
mehr  die  mannigfaltigsten  Gebilde  durchmustern  und  in  scheinbar  indifferenten 
Dingen  das  Gemeinsame  zu  erfassen  streben.  Was  schwer  lösbar  oder  un- 
lösbar in  besonderer  Sphäre  erscheint,  wird  oft  in  unerwarteter  Weise  von 
einer  scheinbar  fern  von  ihr  liegenden  Sphäre  belichtet,  und  die  Gesetze  der 
einen  werden  durch  die  der  anderen  enthüllt.  Die  Geschichte  der  Wissen- 
schaft lehrt,  dass  oft  Jahrhunderte  andauernde  Arbeit  des  frei  thätigen  mensch- 
lichen Geistes,  welche  ohne  einen  anderen  Zweck,  als  den  der  Aufdeckung 
wissenschaftlicher  Wahrheiten  unternommen  war,  in  unerwarteter  Weise  zur 
Auffindung  weltbewegender  Naturgesetze  geführt  hat. 

Es  sei  mir  gestattet,  an  einem  Beispiele  die  Art,  wie  die  Wissenschaft 
arbeitet,  hervorzuheben. 

Die  ersten  Anfänge  der  Geometrie  sowie  alle  Anfänge  naturwissenschaft- 
licher Bethätigung  haben  ihren  Ursprung  in  den  Anforderungen  des  täglichen 
Lebens.  Allmählich  löste  sich  aber  die  Geometrie  von  dem  beschränkten 
Standpunkte  des  Suchens  nach  dem  unmittelbar  Nützlichen  los,  es  entstand 
die  eigentlich  wissenschaftliche  Geometrie.  Die  vollendetste  Ausbildung  fand 
dieselbe  in  den  alten  Zeiten  bei  den  Griechen,  demjenigen  Volke,  bei  welchem 
die  Keime  fast  aller  unserer  Wissenschaften  zu  suchen  sind.  Man  braucht, 
was  die  Grundlagen  der  Geometrie  anbetrifft,  nur  den  Namen  Euklid  zu 
nennen,  dessen  Werk  noch  heutzutage  ein  mustergiltiges  Lehrbuch  dieser 
Wissenschaft  bildet.  Zu  den  schönsten  Errungenschaften  der  griechischen 
Mathematiker  auf  dem  Gebiete  der  Geometrie  gehört  die  Theorie  der  drei 
krummen  Linien  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel,  welche  unter  dem  Namen  Kegel- 
8]  schnitte  bekannt  sind.  In  späteren  Jahrhunderten  haben  andere  Nationen 
dieselbe  Theorie  vertieft  und  sie  auf  andere  Gebilde  ausgedehnt. 

Wenden  wir  für  einen  Augenblick  unser  Augenmerk  von  diesem  schein- 
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bar  so  beg:i'enzten  Gebiete  menschlichen  Forschens  weg  und  auf  nichts  Ge- 
ringeres als  auf  das  Weltall  hin.  Jedem  Gebildeten  ist  es  bekannt,  welche 
Anstrengungen  die  hervorragendsten  Philosophen  und  Naturforscher  durch 
Jahrhunderte  hindui'ch  gemacht,  um  das  Gesetz  der  Bewegung  unseres  Pla- 
netensystems zu  erforschen,  wie  viele  Theorieen  aufeinander  gehäuft  worden 
waren,  welche  schon  durch  ihre  Comj^lication  den  Stempel  des  Unnatürlichen 
an  sich  trugen,  und  in  der  That  auch  von  den  Erscheinungen  der  Natur  nicht 
vollkommen  Rechenschaft  gaben;  bis  es  Keppler  nachr  einer  durch  zwanzig 
Jahre  fortgesetzten  Bearbeitung  des  Tycho  de  BRAHEschen  Beobachtungs- 
materials gelang,  die  Bewegung  der  Planeten  durch  die  drei  Gesetze,  welche 
wir  mit  dem  Namen  der  KEPPLERSchen  bezeichnen,  in  der  natürlichsten  und 
in  vollkommen  erschöpfender  Weise  zu  erklären.  Ich  muss  diese  Gesetze 
hier  wiederholen,  um  den  Zusammenhang  mit  dem  Vorhergehenden  hervor- 
treten zu  lassen: 

I.    Die   Planeten   bewegen   sich   in   Ellipsen,    in    deren   einem  Brenn- 
punkte die  Sonne  sich  befindet. 
II.    Die  von  diesem  Brennpunkte  nach  dem  Planeten  führenden  Strahlen 

beschreiben  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächenräume. 
III.    Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  verhalten  sich  wie  die  Guben  der 
grossen  Axen  ihrer  Bahnen. 
Treten  wir  jetzt  in   eine   dritte   Sphäre   der  Naturforschung    ein,    welche 
wieder  scheinbar  von  den  beiden  vorhergehenden  abseits  liegt.     Newton  war, 
wie  man  erzählt,  durch  das  Fallen  eines  Apfels  von  einem  Baume  zum  Nach- 
denken  über    die   Ursache    des  Falles    angeregt   worden,   und   wurde    zu    dem 
Resultate   geführt,   dass    eine  Einwirkung   der  Erdmasse   auf  die  Masse   des  [9 
fallenden  Körpers  die  wahre  Ursache  sei,  ein  Resultat,   aus  welchem  sich  die 
Fallgesetze  in  ungezwungener  Weise  ergeben. 

Man  stand  also  zu  dieser  Zeit  drei  Thatsachcn  gegenüber,  wovon  jede 
einer  besonderen  wissenschaftlichen  Sphäre  angehörte:  die  Natur  und  die 
Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  die  KEPPLERschen  Gesetze  und  die  Massen- 
anziehung, welche  der  Erdkörper  auf  die  Körper  an  seiner  Oberfläche  ausübt. 
Aus  diesen  Thatsachen  folgerte  Newton  auf  analytischem  Wege,  dass  die 
Planeten  von  der  Sonne  mit  einer  Kraft  angezogen  werden,  welche  dii-cct 
proportional   ihren   Massen   und   umgekehrt  proportional   dem   Quadrate   ihrer 
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Entfernungen  ist;  so^vie,  dass  für  alle  Planeten  das  Grundmaass  der  Anziehung 
dasselbe  ist. 

Dieses  Gesetz,  welches  sich  dahin  zusammenfassen  lässt,  dass  die  Kiaft, 
mit  welcher  zwei  wägbare  Massen  auf  einander  wirken,  für  alle  wägbaren 
Massen  von  derselben  Natur  ist  und  dem  Producte  der  Massen  direct,  dem 
Quadrate  ihrer  Entfernung  umgekehrt  proportional  wirkt,  beherrscht  also  die 
Bewegungen  der  Himmelskörper,  soweit  sie  den  E,aum  erfüllen,  ebenso  wie 
die  Bewegung  eines  an  der  Erdoberfläche  fallenden  Steines. 

Diesem  Gesetze  hatte  länger  als  ein  Jahrhundert  nach  seiner  Entdeckung 
die  Beschränkung  auf  die  wägbaren  Massen  angehaftet,  als  es  Covlomb  mit 
Hülfe  der  Torsionswage  gelang,  die  Kraftwirkung  elektrischer  und  magnetischer 
Massen  einer  Messung  zu  unterwerfen  und  festzustellen,  dass  zwei  elektrische 
oder  zwei  magnetische  Massen  sich  mit  einer  Kraft  anziehen  oder  abstossen, 
welche  dem  Producte  der  Massen  direct,  dem  Quadrate  ihrer  Entfernung  um- 
gekehrt proportional  ist.  Jetzt  gelaugte  die  Wissenschaft  durch  Induction  zu 
dem  Schlüsse:  Das  NEWTONSche  Gesetz  gilt  nicht  nur  für  die  wägbare  Materie, 
lo]  es  ist  vielmehr  ein  allgemeines  Naturgesetz  für  alle  Wirkungen  von  Massen 
auf  einander,  welcher  Natur  diese  Massen  auch  sein  mögen. 

Diesem  Bilde  von  der  Arbeit  der  Wissenschaft  Hessen  sich,  wenn  die 
Zeit  es  gestattete,  zahlreiche  andere  anreihen.  Welche  schöne  Aufgabe  wäre 
es  beispielsweise,  die  Entwickelung  der  Lehre  der  galvanischen  Ströme  zu 
verfolgen,  von  den  ersten  Versuchen  Galvaxis  an  einem  bei  der  Berührung 
mit  verschiedenen  Metallen  zuckenden  Froschschenkel  bis  auf  unsere  Zeit, 
wo  die  electrischen  Drähte  sich  fast  über  die  ganze  Erde  hinziehen  I  Wir 
würden  auch  hier  sehen,  wie  Männer  der  AVissenschaft,  allein  von  dem  Streben 
nach  der  Erforschung  der  Naturgesetze  getrieben.  Versuche  mit  unablässigem 
Eifer  verfolgen,  welche  weit  von  einer  unmittelbaren  praktischen  Anwendbar- 
keit entfernt  sind  (wie  es  ja  auch  die  Versuche  von  Galva>t  und  Volta  waren), 
oder  wo  sie,  wie  Gauss  und  Weber  bei  der  Verwendimg  der  Entdeckimg  von 
Oersted  auf  die  Anlage  eines  Telegraphen  auf,  praktisch  verwerthbare  Resul- 
tate stiessen,  welche  ihnen  reichen  materiellen  Gewinn  und  Popularität  ver- 
sprachen, solche  Verwerthung  anderen  überlassen,  um  unbehindert  ihre  For- 
schungen —  in  welchen  sie  nicht  von  anderen  vertreten  werden  zu  können 
hoffen  durften  —  zum  Segen  der  Menschheit  fortzusetzen. 
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Die  Anfänge  der  exacten  Naturwissenschaften,  sagten  wir  vorhin,  haben 
ihren  Ursprung  in  den  Anforderungen,  welche  das  praktische  Leben  an  den 
Menschen  stellte.  So  berichtet  uns  beispielsweise  Herodot,  dass  die  Aegypter 
zur  Erfindung  der  Geometrie  durch  die  Xothwendigkeit  geführt  wurden,  die 
in  Folge  der  Nilüberschwemmungen  verloren  gegangenen  Landesbegrenzungen 
wieder  herzustellen. 

Da  Messen  und  Zählen  untrennbar  mit  einander  verbunden  sind,  so  haben 
wir  mit  Wahrscheinlichkeit  auch  die  Wiege  der  Arithmetik  in  Aegypten  auf- 
zusuchen. 

Um  eine  Eintheilung  der  periodisch  wiederkehrenden  Jahres-  und  [u 
Tageszeiten  zu  finden,  und  insbesondere  auch  um  sich  bei  ihren  Fahrten  auf 
dem  Meere  orientiren  zu  können,  wurden  schon  in  uralter  Zeit  die  Menschen 
zur  Beobachtung  des  Himmels  hingeleitet.  Wenigstens  entstanden  aus  solchen 
praktischen  Bedürfnissen  die  ersten  Anfänge  der  wissenschaftlichen  Astronomie 
bei  den  Chaldäem. 

Bekannt  ist,  dass  Archimedes  durch  den  Auftrag  des  Königs  Hjero  vox 
Syrakus,  den  etwaigen  Silbergehalt  seiner  Krone  festzustellen,  zur  Auffindung 
eines  Grundgesetzes  der  Hydrostatik  geführt  wurde,  welches  seinen  Namen 
trägt. 

Aber  auch,  nachdem  die  einzelnen  Disciplinen  der  Natiu'wissenschaften 
ausgebildet  waren,  hat  das  praktische  Leben  zu  allen  Zeiten  einen  Impuls  zu 
wissenschaftlicher  Forschung  gegeben.  Dieses  geschah  nach  zwei  Richtungen 
hin.  Einerseits  wui'den  Praktiker,  welche  die  ihnen  durch  die  Wissenschaft 
überlieferten  Kenntnisse  als  Mittel  benutzten,  um  die  Natiukräfte  für  die 
Zwecke  des  Menschengeschlechts  zu  unterjochen,  oder  Einrichtungen  zu 
schaffen,  welche  das  Wohlbefinden  desselben  zu  erhöhen  geeignet  sind,  zu 
Einzelproblemen  geführt,  welche  die  Wissenschaft  aufnahm,  um  ihre  Macht 
an  der  Lösung  dieser  Probleme  zu  prüfen,  oder  —  wenn  die  Errungenschaften 
der  Wissenschaft  hierzu  nicht  ausreichten  —  in  diesen  Problemen  einen  An- 
stoss  zu  weiterem  Forschen  zu  finden.  Andererseits  hat  es  geniale  Männer 
gegeben,  welche  bei  Gelegenheit  ihrer  praktischen  Aufgaben  intuitiv  Gesetze 
erschauten,  deren  Prüfung  alsdann  zur  weiteren  Ausdehnung  der  Wissenschaft 
geführt. 
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Es  haben  sich  daher  jederzeit  die  Praxis  und  die  Wissenschaft  gegen- 
seitig in  die  Hände  gearbeitet,  und  wenn  die  Wissenschaft  aus  dem  reichen 
Schatz  ihrer  Errungenschaften  der  Praxis  die  Mittel  zur  Bewältigung  der  von 
12]  der  Natur  ihr  entgegengesetzten  Schwierigkeiten  bieten  muss,  so  verdankt 
andererseits  die  Wissenschaft  der  Praxis  so  viele  segensreiche  Impulse. 

Es  kann  daher  nur  zum  Schaden  des  Forschrittes  der  Menschheit  ge- 
reichen, wenn  künstlich  ein  feindlicher  Gegensatz  zwischen  der  reinen  Wissen- 
schaft und  der  Technik  construirt  wird. 

Wohl  haben  beide  verschiedene  Aufgaben.  Die  Aufgaben  des  Technikers 
sind  stets  auf  bestimmte  praktische  Zwecke  gelichtet.  Zu  ihrer  Lösung  ist 
unstreitig  häufig  eine  gi'osse  geistige  Anstrengung  und  hohe  geistige  Begabung 
erforderlich;  aber  der  Techniker  muss  diese  Aufgaben  mit  den  Hülfsmitteln 
der  Wissenschaft  in  kurzer  Zeit  lösen  können  oder  auf  ihre  Lösung  ver- 
zichten; es  sei  denn,  dass  er  das  Ziel,  welches  ihm  die  Praxis  gesteckt,  bei 
Seite  lassend  zum  wissenschaftlichen  Forscher  wird.  Denn  die  Geschichte 
der  Wissenschaft  lehrt  —  und  wir  haben  diess  bereits  hervorgehoben  —  dass 
concrete  Aufgaben  häufig  erst  in  weit  auseinander  liegenden  Zeiträumen,  nach- 
dem dem  äusseren  Anscheine  nach  weit  ab  von  diesen  Aufgaben  liegende 
Gebiete  cultivirt  worden  sind,  ihre  Lösung  gefunden  haben. 

Sollte  es  also  dahin  kommen,  dass  wir,  hingerissen  von  der  gerecht- 
fertigten Bewunderung  der  Ei-folge  der  Technik,  uneingedenk  des  Antheils 
der  reinen  Wissenschaft  an  diesen  Erfolgen,  die  letztere  auf  Kosten  des 
praktisch  Nützlichen  vernachlässigten,  so  wüiden  wir  nicht  nur  des  schönsten 
unserer  Güter,  des  Verständnisses  des  AValtens  der  Natur-  und  Geisteskräfte, 
füi-  welches  kein  noch  so  hoher  Grad  leiblichen  Behagens  uns  zu  ent- 
schädigen vermag,  verlustig  gehen,  sondern  auch  gerade  der  Technik  die 
Wurzel  weiteren  Fortschrittes  in  kommenden  Zeiten  unterbinden.  Denn  wer 
vermag  es  zu  sagen,  ob  nicht  in  kommenden  Zeiten  neue  Fortschritte  der 
Wissenschaft  der  Technik  Mittel  zuführen  werden  zu  EiTungenschaften, 
welche  diejenigen,  auf  welche  wir  so  stolz  sind,  weit  in  den  Schatten  stellen 
werden? 

13]     Ich  kann  es  mir  nicht  versagen,  hier  die  schönen  Worte  wörtlich  wieder- 
zugeben, welche  Helmholtz  im  Jahre  1862  in  einer  akademischen  Rede,  be- 
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titelt:    »Über    das  Verhältniss    der   Xatui-wissenschaften    zur    Gesammtheit    der 
Wissenschaft«,  über  die  Aufgabe  wissenschaftlicher  Forschung  gespiochen: 

»Wer  bei  der  Verfolgung  der  Wissenschaften  nach  unmittelbarem 
»praktischen  Nutzen  jagt,  kann  ziemlich  sicher  sein,  dass  er  vergebens 
»jagen  wird.  Vollständige  Kenntniss  und  vollständiges  Verständniss  des 
»Waltens  der  Natur-  und  Geisteskräfte  ist  es  allein,  was  die  Wissen- 
»schaft  erstreben  kann.  Der  einzelne  Forscher  muss  sich  belohnt 
»sehen  durch  die  Freude  an  neuen  Entdeckungen,  als  neuen  Siegen 
»des  Gedankens  über  den  widerstrebenden  Stoff,  durch  die  ästhetische 
»Schönheit,  welche  ein  wohlgeordnetes  Gebiet  von  Kenntnissen  ge- 
»währt,  in  welchem  geistiger  Zusammenhang  zwischen  allen  einzelnen 
»Theilen  stattfindet,  eines  aus  dem  anderen  sich  entwickelt  und  alles 
»die  Spuren  der  HeiTschaft  des  Geistes  zeigt;  er  muss  sich  belohnt 
»sehen  durch  das  Be'misstsein,  auch  seinerseits  zu  dem  wachsenden 
»Capital  des  Wissens  beigetragen  zu  haben,  auf  welchem  die  Herr- 
»schaft  der  Menschheit  über  die  dem  Geiste  feindlichen  Kräfte  be- 
»iTiht«. 
Soweit  Helmholtz. 

Aber  glücklicher  Weise  ist  jede  Befürchtung  vor  der  Niederdrückung 
der  Wissenschaft  durch  eine  noch  so  grosse  Macht  der  Verhältnisse  grundlos. 
Der  Antrieb  unseres  Geistes  zur  Erforschung  der  Wahrheit  ist  eine  ewige 
unvergängliche  Macht,  welche  von  keiner  anderen  Macht  überwunden  werden 
kann. 

Diese  Macht  ist  es  auch,  welche  die  treueste  Stütze  unserer  Universitäten 
stets  gewesen  ist  und  für  immer  bleiben  wird.  Es  ist  stets  das  stolze  Be-  [14 
streben  unserer  Universitäten  gewesen,  die  Wissenschaft  an  sich  und  nur  um 
ihretwillen  zu  lehren.  Mit  Recht  fordern  wohl  der  Staat  und  die  Gesell- 
schaft, dass  die  Universität  ihre  Beamten  und  Arzte  ausbilde.  Wir  lösen 
jedoch  auch  diese  Aufgabe  am  besten  dadurch,  dass  wir  als  höchstes  Ziel 
unserer  akademischen  Erziehung  die  Pflege  der  Wissenschaft  als  solcher,  die 
Erweckung  der  Liebe  zu  derselben,  die  Heranziehung  und  Ansporn ung  der 
Jugend  zui"  Mitarbeit  an  den  idealen  Aufgaben  der  Menschheit  ansehen.  Wir 
meinen,  dass  in  diese  Bahnen  geleitete  junge  Männer  auch  die  besteh  in 
ihrem  Berufe  werden  müssen.     Systematische  Abrichtung  zu  einem  bestimmten 
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Berufe  wird  nur  handwerksmässig  arbeitende  Kräfte  erzielen,  welchen  bei  den 
Aufgaben  des  wirklichen  Lebens  diejenige  geistige  Elasticität  abgeht,  die  all- 
gemein wissenschaftlich  geschulten  Männern  eigen  ist.  Diese  Erziehungs- 
methode unserer  Universitäten  hat  allezeit  nicht  nur  reiche  Früchte  der 
wissenschaftlichen  Forschung  eingetragen,  sondern  auch  dem  deutschen  Vater- 
lande ein  von  hohen  Idealen  getragenes  und  in  seinem  Berufe  tüchtiges  Be- 
amtenthum  gegeben,  um  welches  ims  andere  Nationen  beneideten. 


LXXIX. 

über  eiuige  Thatsachen 

in  der 

mathematischen  Forschung  des  neunzehnten  Jahrhunderts. 


H/  e  <1  e 


Gedächtnissfeier  des  Stifters  der  Berliner  Universität 

König  Friedrich  Wilhelm 


in  der  Aula  derselben 


am  3.  August  1900 

* 

gehalten  von  dem  zeitigen  Rector 

Immanuel  Lazarus  Fuchs. 


Berlin  1900. 
Buchdruckerei  von  Gustav  Schade  (Otto  Francke)  in  Berlin  N. 


Fuobs,  matliom.  Worku.    UI. 


62 


Hochansehnliche  Versammlung!  [3 

Werthe  Commilitonen ! 

Unsere  Universität  feiert  an  dem  heutigen  Tage  das  Gedächtniss  ihres 
erhabenen  Stifters,  des  Königs  Friedrich  Wilhelms  des  Dritten  von  Preussen. 
Diese  alljährlich  wiederkehrende  Feier  gewährt  uns,  deren  Aufgabe  es  ist  die 
Wissenschaft  an  dieser  Universität  zu  pflegen,  in  erster  Linie  die  hochwill- 
kommene Gelegenheit  immer  von  Neuem  den  Manen  des  Stifters  unsere 
Huldigung  und  den  Ausdruck  pietätvoller  Dankbarkeit  darzubringen  für  die 
Schaffung  wissenschaftlicher  Pflanzstätten,  deren  Antheil  an  der  Wieder- 
erhebung des  preussischen  Staates  und  an  der  Entwickelung  zu  seiner  jetzigen 
Grösse,  sowie  mittelbar  zur  Erfüllung  seiner  Mission  für  das  gesammte  Deutsch- 
land allseitig  anerkannt  wird. 

Aber  diese  Feier  wird  auch  stets  eine  segensreiche  Rückwirkung  auf 
unser  geistiges  Leben  ausüben.  Wenn  wir  unseren  Blick  in  die  Geschichte 
der  Zeit  versenken,  in  welcher  die  Gründung  unserer  Universität  sich  vollzog, 
so  werden  wir  nicht  nur  von  Bewunderung  erfüllt  werden  für  die  Männer, 
an  deren  Spitze  der  König  Friedrich  Wilhelm  HL,  welche  den  Muth  hatten, 
in  bedrängter  Zeit,  die  Wiederbelebung  des  Staates  in  der  Pflege  des  idealen 
Sinnes  seiner  Bürger,  in  der  Förderung  der  Wissenschaft,  zu  suchen;  sondern 
wir  werden  auch  durch  die  Folgen  dieses  idealen  Strebens  für  die  Gesammt-  [4 
heit  darüber  belehrt,  dass  die  Ideale  die  wahren  Träger  des  Wohles  der 
Menschheit  sind;  wir  werden  befestigt  in  unserem  unentwegten  Streben  für 
die  Wissenschaft  und  in  dem  Kampfe  gegen  jedwedes  Hemmniss  dieses 
Strebens.  Es  wird  dieser  Tag  auch  stets  für  einen  jeden  von  uns  ein  solcher 
sein,    an   welchem    wir,  jeder   in    dem    Gebiete,    welches    ihm    zugänglich    ist, 
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einen  Rückblick  auf  den  Fortschritt  der  Wissenschaft  zu  thun  veranlasst  sind 
und  uns  so  der  Aufgaben  bewusst  werden,  welche  uns  die  Arbeiten  unserer 
Vorgänger  vorbereitet  haben. 

Wenn  ich  in  der  Wissenschaft,  welcher  ich  mein  Streben  gewidmet  habe, 
heute  einen  solchen  Rückblick  unternehme,  wobei  ich  mich  auf  das  neun- 
zehnte Jahrhundert  beschränke,  so  wäre  es  —  auch  wenn  es  hier  ausführbar 
wäre  —  eine  Vermessenheit,  wollte  ich  das  gesammte  Gebiet  der  mathemati- 
schen Wissenschaft  umfassen.  Diese  Wissenschaft  hat  im  Laufe  des  XIX. 
Jahrhunderts  eine  so  gewaltige  Ausdehnung  angenommen,  hat  sich  in  so  ver- 
schiedenartige Disciplinen  verzweigt,  dass  es  dem  Einzelnen  nicht  mehr  mög- 
lich ist,  die  verschiedenen  Theile  unserer  Wissenschaft  mit  gleichmässig  tief 
eingehendem  Verständnisse  zu  durchforschen. 

Aber  auch,  wenn  ich  nur  einzelne  Zweige  zum  Gegenstande  einer  er- 
schöpfenden Erörterung  machen  wollte,  so  würde  sich  eine  solche  Erörterung 
in  den  Rahmen  meines  heutigen  Vortrages  nicht  einfügen  lassen. 

Es  sei  mir  daher  gestattet  nur  zweier,  in  erkenntnisstheoretischer  Hinsicht 
wichtiger  Thatsachen  hier  zu  gedenken,  welche  den  Arbeiten  der  Mathematiker 
des  XIX.  Jahrhunderts  ihr  besonderes  Gepräge  aufgedi-ückt  haben. 

Die  erste  Thatsache  besteht  in  der  Realisirung  und  unbedingten  Ver- 
s]  Wendung  der  bis  dahin  als  imaginär  bezeichneten  Grössen.  Diesen  Grössen 
waren  die  Mathematiker  schon  seit  langer  Zeit  begegnet,  wenn  es  sich  darum 
handelte,  gewisse  Gleichungen  aufzulösen.  Ihr  Auftreten  wurde  jedoch  nur 
dahin  gedeutet,  dass  die  in  diesen  Gleichungen  gestellten  Forderungen  nicht 
erfüllbar  seien.  Dass  aber  die  Bezeichnung  »imaginäre  Grössen«  eine  un- 
zutreifende  ist,  ergiebt  beispielsweise  schon  der  Umstand,  dass  zu  einer  Zeit, 
wo  die  Brüche  noch  nicht  in  den  Kreis  der  Zahlen  Aufnahme  gefunden  hatten, 
die  als  Brüche  auftretenden  Lösungen  gewisser  Gleichungen  ebensogut  ima- 
ginär hätten  genannt  werden  müssen.  Deshalb  hatte  es  auch  schon  im 
XVIII.  Jahrhundert  nicht  an  Versuchen  gefehlt,  den  sogenannten  imaginären 
Grössen  eine  reale  Bedeutung  zuzueignen.  Aber  erst  Gauss  gelang  es,  diesen 
Grössen  das  gleiche  Bürgerrecht  in  der  Mathematik  zu  verschaffen,  welches 
bis  dahin  nur  den  sogenannten  realen  Grössen  zuerkannt  worden  war.  Der 
Unterschied  zwischen  beiden  Grössenarten  besteht,  wie  Gauss  hervorhebt,  nur 
darin,  dass  die  realen  Grössen  nur  die  Lage  der  Punkte  einer  geraden  Zählaxe 
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repräsentiren ,  während  die  sogenannten  imaginären  Grössen  im  Stande  sind, 
die  Lage  der  Punkte  der  ganzen  Ebene  zu  bestimmen.  Der  Schritt  von  den 
realen  Grössen  zu  den  sogenannten  imaginären  erschien  nicht  gewagter  als 
der  von  den  ganzen  Zahlen  zu  den  Brüchen,  von  den  rationalen  Zahlen  zu 
den  iiTationalen  u.  s.  w.  Da  der  Xame  imaginäre  Grössen  viel  zur  Ver- 
wirrung der  Begriffe  beiträgt,  so  ist  für  diese  Grössen  allgemein  die  Be- 
zeichnung complexe  Grössen  angenommen  worden. 

Wenngleich  Gauss  in  seinen  Schriften  zahlreiche  Belege  dafür  hinter- 
lassen hat,  dass  er  über  die  Principien  der  Mathematik  tiefe  philosophische 
Speculationen  angestellt  hat  —  so  hat  er  sich  beispielsweise  bei  Gelegenheit 
der  Rechtfertigung  der  complexen  Grössen  nicht  enthalten  können,  in  einer 
Fussnote  gegen  einen  von  Kant  herrührenden  Beweis  der  Vorstelkmg,  dass  [6 
der  Raum  nur  eine  Form  unserer  äusseren  Anschauung  sei,  Stellung  zu 
nehmen  —  so  ist  er  dennoch  als  ächter  Mathematiker  und  Naturforscher  für 
das  Recht  der  complexen  Grössen  erst  auf  Grund  der  thatsächlicheu  Wahr- 
nehmung eingetreten,  dass  diese  Grössen  ebenso  unentbehrlich  seien,  wie  die 
sogenannten  realen,  dass  erst  durch  die  Anwendung  der  ersteren  gewisse  Ge- 
setze der  Arithmetik  einen  allgemeinen  Charakter  gewinnen  können.  Es  ist 
charakteristisch,  dass  Gauss  gerade  auf  einem  Gebiete  die  complexen  Grössen 
zum  Siege  führen  konnte,  welches,  wenn  der  Ausdruck  erlaubt  ist,  das  aller- 
realste  in  der  Mathematik  ist,  nämlich  auf  dem  Gebiete  der  Zahlentheorie. 
Die  schönen  Reciprocitätsgesetze  für  die  quadratischen  Reste  finden  sich  schon 
bei  den  biquadratischen  Resten  nicht  mehr  vor,  solange  man  einseitig  nur 
reale  Zahlen  zulässt;  sie  erstehen  aber,  wie  Gauss  entdeckt  hat,  in  ihrem 
ganzen  Umfange,  sobald  man  complexe  ganze  Zahlen  in  den  Zahlenkreis  auf- 
nimmt. 

Es  ist  hier  am  Platze  eines  Fortschrittes  Erwähnung  zu  thun,  welcher 
im  XrX.  Jahrhundert,  nach  dem  Vorbilde  des  Vorgehens  von  Gauss  auf  dem 
Gebiete  der  biquadi-atischen  Reste,  zunächst  in  der  Zahlentheorie  gemacht 
worden  ist.  Die  complexen  ganzen  Zahlen  sind  ganze  ganzzahlige  Functionen 
der  \ierten  AVurzel  der  Einheit.  Während  das  Gebiet  dieser  Zahlen  insofern 
dem  Gebiete  der  realen  ganzen  Zahlen  gleichstand,  dass  dort  wie  hier  die 
Primfactoren  der  Zahlen  demselben  Gebiete  angehören  wie  diese,  so  zeigten 
die  nach  der  Analogie   gebildeten   ganzen   ganzzahligen  Functionen   einer   be- 
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liebigen  Einheitswurzel  schon  die  Abweichung,  dass  die  Primfactoren  der  Ele- 
mente dieses  allgemeinen  Zahlengebietes  nicht  immer  in  demselben  Zahlen- 
gebiete gefunden  werden  können.  Dieser  Übelstand  führte  Kummer,  welcher 
7]  durch  lange  Jahi-e  eine  Zierde  unserer  Universität  gewesen  ist,  zu  dem 
genialen  Gedanken,  dem  bezeichneten  Zahlenkreise  die  von  ihm  sogenannten 
idealen  Zahlen  zu  adjungiren;  das  so  erweiterte  Zahlengebiet  gewinnt  alsdann 
wieder  die  Eigenschaft,  dass  die  Primfactoren  der  Zahlen  mit  diesen  zu  dem- 
selben Gebiete  gehören.  Dieser  Schritt  von  den  complexen  Zahlen  zu  den 
idealen  ist  nun  zwar  in  seinem  inneren  Wesen  vollständig  von  dem  Über- 
gange von  den  realen  Zahlen  zu  den  complexen  verschieden.  Denn  nicht 
nur,  dass  die  complexen  Zahlen  dieselben  Rechnungsoperationen  gestatten, 
wie  die  realen  Zahlen,  sondern  —  wie  Gauss  schon  hervoji'gehoben  hat  —  es 
ist  mit  den  complexen  Zahlen  das  Grössengebiet  überhaupt  abgeschlossen, 
welches  sich  dieser  Eigenschaft  erfreut.  Wenn  ich  dennoch  den  Ausdruck 
brauche,  dass  die  idealen  Zahlen  nach  dem  Vorgange  von  Gauss  gebildet 
worden  sind,  so  rechtfertigt  sich  derselbe  durch  den  Hinweis  auf  die  Auf- 
gaben, welche  sich  der  Schöpfer  der  idealen  Zahlen  neben  dem  Beweise  der 
Unmöglichkeit  der  Auflösung  der  berühmten  FERMAXschen  Gleichung  gestellt 
hat,  nämlich  für  die  Potenzreste  der  aus  den  Einheitswui'zeln  gebildeten 
ganzen  Zahlen  die  den  quadratischen  und  biquadratischen  E,eciprocitäts- 
gesetzen  entsprechenden  Gesetze  für  die  höheren  Potenzreste  zu  finden.  Es 
war  mir  auch  eine  willkommene  Gelegenheit  diese  Entdeckung  Kummers  zu 
erwähnen,  da  sie  von  den  ausgedehntes'ten  Folgen  für  die  Zahlentheorie  und 
die  Algebra  des  XIX.  Jahrhunderts  gewesen  ist. 

Als  Gauss  im  Jahre  1831  in  den  Göttingischen  gelehrten  Anzeigen  für 
das  Bürgen-echt  der  sogenannten  imaginären  Grössen  mit  Entschiedenheit 
öflFentlich  das  Wort  ergi-iflf,  hatte  er  schon  seit  langen  Jahren  zu  beobachten 
Gelegenheit  gehabt,  dass  die  Rechnung  mit  den  sogenannten  imaginären 
Grössen,  mehr  als  ein  blosses  Spiel  mit  Zeichen  bedeutete.  Es  genüge  hier 
zweier  solcher  Erscheinungen  Erwähnung  zu  thun. 

8]  In  einem  »Disquisitiones  arithmeticae«  betitelten  Werke,  welches  im  Jahre 
1801  der  damals  vierundzwanzigjährige  Gauss  herausgab,  einem  AVerke,  welches 
der  Zahlentheorie  und  der  Algebra  neue  Bahnen  erschloss,  befindet  sich  als 
letzter  Abschnitt  eine  Untersuchung  über  die  Kreistheilung.     Schon  zu  Euklids 
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Zeiten  verstand  man  es,  durch  Anwendung  von  Cirkel  und  Lineal  die  Kreis- 
peripherie in  drei,  vier,  fünf,  fünfzehn  gleiche  Theile  zu  theilen  und  ebenso 
in  eine  Anzahl,  welche  durch  wiederholte  Verdoppelung  dieser  Zahlen  ent- 
steht. Es  hat  dann  während  zweitausend  Jahren  kein  Fortschritt  in  der 
Frage  der  Kreistheilung  stattgefunden,  bis  Gauss  an  der  genannten  Stelle 
das  Problem  zur  Entscheidung  brachte,  durch  welche  Zahlen  die  Anzahl  der 
Theilpunkte  bestimmt  sein  müsse,  damit  die  Theilung  mit  Cirkel  und  Lineal 
ausführbar  sei.  Und  welches  war  der  Weg,  der  ihn  zu  dieser  Entdeckung 
führte?  Es  war  das  Studium  der  imaginären  Wurzeln  der  Einheit, 
eine  Untersuchung,  welche  für  die  Algebra  und  die  Zahlentheorie  des  XIX. 
Jahrhunderts  von  mächtigem  Einflüsse  geworden  ist,  und  welche  als  eine  ihrer 
unmittelbaren  Früchte  die  Lösung  des  bezeichneten  Problems  der  Kreistheilung 
lieferte.  Gab  da  der  Gewinn,  welchen  die  Anwendung  der  sogenannten  ima- 
ginären Grössen  für  das  reale  Gebiet  der  Geometrie  abgeworfen  hatte,  nicht 
Anlass  genug,  den  Schleier,  welcher  jene  Grössen  umgab,  zu  zerreissen? 

Nicht  weniger  aber  gab  eine  andere  Gelegenheit  einen  Anstoss  zum 
Nachdenken  über  das  Wesen  der  imaginären  Grössen.  Die  Königl.  Societät 
der  Wissenschaften  zu  Kopenhagen  hatte  in  den  zwanziger  Jahren  des  XIX. 
Jahrhunderts  die  für  die  Kartenprojectionen  und  die  höhere  Geodäsie  funda- 
mentale Preisaufgabe  gestellt:  »die  Theile  einer  gegebenen  Fläche  auf  einer 
anderen  gegebenen  Fläche  so  abzubilden,  dass  die  Abbildung  dem  Abgebildeten 
in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  sei«. 

In  einer  Abhandlung,  welche  der  Lösung  dieser  Aufgabe  gewidmet  [9 
ist,  zeigte  Gauss,  dass  dieselbe  mit  Notwendigkeit  zur  Anwendung  von  Func- 
tionen einer  complexen  Variabein  führt,  w^elche  wir  heutzutage  als  monogene 
oder  analytische  Functionen  zu  bezeichnen  pflegen.  Hier  zeigte  sich  von 
Neuem  die  Wirkung  der  sogenannten  imaginären  Grössen  auf  die  Welt  des 
Realen,  und  somit  die  Ungebühr,  die  Realität  jener  Grössen  in  Abrede  zu 
stellen.  In  der  That  führt  Gauss  in  der  genannten  Schrift  vom  Jahre  183] 
die  eben  bezeichnete  Abbildungsaufgabe  als  einen  der  Impulse  zu  der  von 
ihm  unternommenen  Rechtfertigung  der  complexen  Grössen  an. 

Man  darf  es  wohl  sagen,  dass  die  gewaltigen  Fortschritte,  welche  die 
Analysis  im  XIX.  Jahrhundert  gemacht  hat,  wesentlich  dem  Umstände  zu 
verdanken  sind,   dass  man  abweichend  von  den  Speculationen  früherer  Zeiten 
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tei  der  Betrachtung  der  Abhängigkeit  veränderlicher  Grössen,  dieselben  nicht 
auf  sogenannte  reale  Werthe  beschränkte,  sondern  %-ielmehr  die  allgemeinen 
complexen  Werthe  in  Betracht  zog.  Auf  Schritt  und  Tritt  kann  man  diese 
Behauptung  in  der  Analysis  dieser  Zeit  nachweisen.  Ich  muss  mich  jedoch 
hier  damit  begnügen,  dieses  an  einigen  den  Elementen  der  Analysis  ent- 
nommenen Beispielen  zu  erläutern. 

Sind  zwei  veränderliche  Grössen  in  algebraischer  Abhängigkeit  von  ein- 
ander, und  verlangt  man,  dass  die  eine  der  Veränderlichen  durch  den  Zu- 
sammenhang mit  der  anderen  jeden  beliebigen  realen  Werth  erziele,  so  ist 
dieses  im  allgemeinen  nicht  möglich,  so  lange  der  Werthbereich  dieser  anderen 
Veränderlichen  dem  realen  Gebiete  angehört;  dieses  wird  Aielmehr  erst  da- 
durch möglich,  dass  man  dieser  Veränderlichen  gestattet,  die  reale  Axe  zu 
verlassen  und  sich  frei  in  der  ganzen  Ebene  zu  ergehen.  Das  Gleiche  nehmen 
lo]  wir,  um  bei  den  elementaren  Functionen  zu  verbleiben,  bei  den  trigono- 
metrischen Functionen  Sinus  und  Cosinus  wahr.  Man  erzielt  für  dieselben 
nur  einen  realen  AVerthbereich ,  der,  vom  Zeichen  abgesehen,  nicht  grösser 
ist  als  Eins,  so  lange  die  unabhängige  Variable  nur  reale  Werthe  durchläuft, 
während  die  Gesammtheit  aller  übrigen  realen  Werthe  für  jene  Functionen 
erst  hervorgerufen  wird,  wenn  man  für  die  unabhängige  Veränderliche  com- 
plexe  Werthe  zulässt. 

Es  ist  hier  jedoch  am  Platze  hervorzuheben,  dass  eine  ähnliche  Er- 
scheinung zu  Tage  tritt,  auch  wenn  man  für  die  functionalen  Beziehungen 
zwischen  zwei  Veränderlichen  durchweg  das  Gesammtgebiet  der  complexen 
Grössen  zulässt.  Die  Entwickelung  der  Analysis  des  XIX.  Jahrhunderts  hat 
zu  Functionen  einer  complexen  Variabein  geführt,  bei  welchen  die  Gesammt- 
heit aller  complexen  Werthe  der  unabhängigen  Veränderlichen  nur  zu  einem 
beschränkten  complexen  Werthbereich  der  abhängigen  Veränderlichen  führt. 
Es  darf  sogar  wohl  behauptet  werden,  dass  diese  Eigenschaft  der  Mehrzahl 
derjenigen  Functionen  zukommt,  welche  durch  Differentialgleichungen  detinirt 
werden.  Man  könnte  nun  auf  den  Gedanken  kommen,  diesem  Mangel  durch 
Einführung  neuer  Grössen,  denen  die  complexen  Grössen  untergeordnet  sind, 
abzuhelfen,  in  der  Hoffnung,  für  die  Functionswerthe  dadurch  die  ganze  Ebene 
frei  zu  machen,  dass  die  unabhängige  Veränderliche  auf  das  Gebiet  jener  neuen 
Grössen  ausgedehnt  wird.     Allein  da,  wie  schon  erwähnt,  allgemeinere  Grössen 
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als  wie  die  complexen  nicht  den  sämmtlichen  Rechnungsoperationen  wie  die 
letzteren  unterworfen  werden  können,  so  muss  man  auf  diesen  A^ ersuch  ver- 
zichten. Man  muss  vielmehr  die  Thatsache  des  beschränkten  Werthbereiches 
der  Function    als    einen    natürlichen  Ausfluss    des   Grössenbegiiifs    hinnehmen. 

In  die  Epoche,  in  Avelcher  Gauss  das  Resultat  seiner  Reflexionen  über 
die  complexen  Grössen  substantiirte,  fällt  die  Entdeckung  der  Theorie  der  [n 
elliptischen  Functionen  durch  Abel  und  Jacobi.  Diese  Functionen,  welche 
*der  Analysis  des  XIX.  Jahrhunderts  neue  Perspectiven  eröffneten,  und  seit- 
dem der  Geometrie  und  Mechanik  durch  zahlreiche  Anwendungen  dienstbar 
geworden  sind,  wären  ohne  Herbeiziehung  der  complexen  Grössen  in  ihrem 
innersten  Kern  unverständlich  und  einer  Weiterentwickelung  unfähig  geblieben. 
Während  nämlich  die  trigonometrischen  Functionen  sich  einer  realen  Periode 
erfreuen  —  eine  Eigenschaft,  auf  welcher  die  schönsten  Anwendungen  jener 
Functionen  beruhen  — ,  wurde  in  den  elliptischen  Functionen  ein  Functions- 
gebiet  erschlossen  und  zugleich  zum  Abschluss  gebracht,  welches  mit  zwei 
Perioden  begabt  ist.  Aber  diese  beiden  Perioden  sind  so  beschaff"en,  dass 
ihr  Verhältniss  durch  eine  sogenannte  imaginäre  Grösse  dargestellt  wird.  Die 
letztere  Eigenschaft  aber  ist  gerade  das  Fundament  für  die  analytische  Dar- 
stellung der  elliptischen  Functionen  geworden,  eine  Darstelkmg,  welche  auch 
die  Anwendbarkeit  dieser  Functionen  für  das  reale  Sein  bedingte. 

Während  Gauss  das  Verdienst  zugesprochen  werden  muss ,  den  complexen 
Grössen  ihr  Bürgerrecht  in  dem  Reiche  der  Grössen  gesichert  zu  haben,  ist 
es  dem  grossen  französischen  Mathematiker  Cauchy  vorbehalten  geblieben, 
die  bis  dahin  nur  geduldete  complexe  Grösse  zur  Herrscherin  in  der  Analysis 
zu  erheben.  Cauchy,  unser  Aller  Lehrmeister  in  der  Analysis,  auf  dessen 
Schultern  alle,  welche  bis  jetzt  nach  ihm  diesem  Gebiete  ihre  Kräfte  zuge- 
wendet, gestanden  haben,  begann  in  den  zwanziger  Jahren  des  XIX.  Jahr- 
hunderts eine  lange  Reihe  von  Arbeiten,  in  welchen  er  zuerst  die  elementaren 
Theile  der  Analysis,  die  bis  dahin  sich  nur  auf  reale  Werthe  bezogen  hatten, 
auf  der  Basis  der  complexen  Grössen  neu  begründete,  um  alsdann  zur  Aus- 
dehnung der  in  der  Difl'erential-  und  Integralrechnung  verwendeten  Vor-  [12 
Stellungen  auf  die  complexen  Veränderlichen  fortzuschreiten.  Auf  diesem 
Wege  gelang  es  ihm,  überall  unverrückbare  Fundamente  für  die  ganze  Ana- 
lysis festzulegen.     Indem   er   so  die  ganze  Machtfülle  der  complexen  Grössen 
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entfaltete,  schuf  er  die  Grundlagen  für  die  Functionen theorie  unserer  Zeit. 
Es  ist  mir  nicht  möglich,  an  dieser  Stelle  die  wunderbaren  Erfolge  dieses 
Meisters  und  die  schöne  Architektonik,  welche  durch  ihn  und  seine  Schüler 
im  Gebäude  der  Functionentheorie  ausgestaltet  worden  ist,  auch  nur  zu  skiz- 
ziren.  Man  gewinnt  einigermassen  eine  Vorstellung  hiervon,  wenn  man  das 
Lehrgebäude  der  elliptischen  Functionen,  wie  es  sich  nach  der  Mitte  des 
Jahrhunderts  —  nachdem  die  Lehren  Cauchys  von  seinen  Schülern  Briot 
und  BouQUET  für  die  Theorie  dieser  Functionen  flüssig  gemacht  worden  waren* 
—  mit  der  Gestalt  vergleicht,  welche  dieses  Lehrgebäude  in  früherer  Zeit 
darbot;  wenn  man  die  Grandlagen  der  Theorie  der  AsELSchen  Functionen, 
welche  von  Weierstrass  und  Riemann  geschaffen  worden  sind,  ins  Auge  fasst; 
wenn  man  die  Basis  kennen  lernt,  auf  welcher  sich  eine  rationelle  Theorie 
der  Differentialgleichungen  aufbauen  Hess,  eine  Theorie,  welche  gleichwie 
die  eben  genannten  Disciplinen  für  die  Anwendungen  auf  die  Probleme  der 
Mechanik  und  Physik  so  wichtige  Folgen  aufzuweisen  hat. 

Je  weiter  die  neue  Theorie  der  Functionen  fortschritt,  desto  mehr  Licht 
verbreitete  dieselbe  über  das  Verhältniss  der  sogenannten  imaginären  Grössen 
zu  den  realen.  Ich  will  hier  nur  beispielsweise  auf  die  von  Cauchy  aus- 
gebildete IntegTation  einer  Function  einer  complexen  Veränderlichen  längs 
willkürlicher  Bahnen  in  der  Ebene  hinweisen.  Diese  eröffnete'  nicht  nur  eine 
neue  Quelle  für  die  Werthbestimmung  von  bestimmten  Integralen  mit  realen 
Veränderlichen,  sie  erwies  sich  vielmehr  als  das  einzige  Hilfsmittel,  um  bis 
13]  dahin  dunkel  gebliebene  Erscheinungen  in  der  realen  mathematischen  "NVelt 
zu  erhellen.  Es  sei  mir  gestattet,  dieses  an  einem  einfachen  Falle  zu  erläutern. 
In  den  Elementen  der  Integrakechnung  stellen  sich  die  trigonometrischen 
Functionen  der  realen  Veränderlichen  als  die  Umkehruns;sfunctionen  gewisser 
bestimmter  Integrale  dar.  Wollte  man  aus  dieser  Definition  die  periodische 
Natur  dieser  Functionen  erschliessen,  so  würde  dieses  Unternehmen  schlechter- 
dings erfolglos  bleiben,  solange  man  das  bestimmte  Integral  an  die  reale  Bahn 
fesselt.  Erst  wenn  man  die  complexe  Integi-ation  längs  beliebiger  Bahnen 
zulässt,  kommt  die  reale  Periode  unserer  Functionen  zum  Vorschein.  "Wieder 
einer  der  zahlreichen  Fälle,  in  welchen  sich  die  Vorausschau  von  Gauss 
bestätigt,  dass  die  complexen  Grössen  nicht  nur  für  den  logischen  Aufbau 
der    meisten    Disciplinen    der    Mathematik    unentbehrlich    seien,    dass    ihnen 
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vielmehr  eine  reale  Wesenheit  im  Reiche  der  Grössen  zugeschrieben  werden 
müsse. 

Die  zweite  Thatsache,  von  welcher  wir  oben  gesagt,  dass  sie  den  Arbeiten 
des  XIX.  Jahrhunderts  ihr  characteristisches  Gepräge  aufgedrückt  habe,  lässt 
sich  als  die  Methode  kennzeichnen,  die  functionalen  Beziehungen  zwischen 
veränderlichen  Grössen  begrifflich  so  zu  fixiren,  dass  die  Abhängigkeit 
derselben  für  ihren  ganzen  Verlauf  vollkommen  und  unzweideutig  bestimmt 
wird,  unabhängig  davon,  ob  für  die  functionalen  Beziehungen  geeignete  Dar- 
stellungen durch  analytische  Formen  herstellbar  sind. 

In  gewissen  Fällen  gelangt  man  zu  einer  solchen  begiifflichen  Fest- 
stellung, indem  solche  Fundamentaleigenschaften  einer  Functionsklasse  eruirt 
werden,  aus  welchen  alle  anderen  Eigenschaften  derselben  als  logische  Folge- 
rungen fliessen.  Solcher  Fundamentaleigenschaften  kann  es  mehrere  geben. 
Da  sie  sich  gegenseitig  begrifflich  bedingen,  so  wird  unter  denselben  eine 
solche  ausgewählt  werden  können,  .  welche  entweder  begi-ifflich  die  ein-  [14 
fachste  ist,  oder  welche  den  Zwecken  der  besonderen  Untersuchung  entspricht. 
So  ist  beispielsweise  für  die  trigonometrischen  Functionen  eine  solche  Funda- 
mentaleigenschaft das  für  dieselben  aus  den  Elementen  der  Mathematik  be- 
kannte Additionstheorem.  In  der  That,  wenn  Functionen  gefordert  werden, 
welche  sich  eines  solchen  Additionstheorems  wie  die  trigonometrischen  Func- 
tionen erfreuen  sollen,  so  ergiebt  sich*),  dass  diese  Functionen  dem  Gebiete 
der  trigonometrischen  Functionen  angehören.  Eine  andere  solche  Fundamental- 
eigenschaft der  trigonometrischen  Functionen  ist  ihre  Periodicität,  da  alle  mit 
dieser  Eigenschaft  begabten  Functionen  ebenfalls  dem  Reiche  der  trigono- 
metrischen zu  eigen  sind.  Für  die  trigonometrischen  Functionen  besitzen  wir 
zwar  einfache  analytische  Darstellungsformeln  in  unendlichen  Reihen  oder 
Producten.  Aber  dort,  wo  aus  einer  Schlussreihe  gefolgert  wird,  dass  eine 
Function  sich  der  einen  oder  der  anderen  der  bezeichneten  Fundamental- 
eigenschaften erfreut,  wird  ihre  Zugehörigkeit  zum  Kreise  der  trigonometri- 
schen Functionen  hieraus  unmittelbar  erkannt  werden  können,  während  diese 
Erkenntniss  vermittelst  der  analytischen  Darstellung  nur  mühsam  und  oft  erst 
durch  langwierige  Rechnungen  zu  erzielen  ist. 


*)  Cauchy,  Analyse  algiSbrique,  Chap.  V. 
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Ähnlich  ist  es  mit  den  doppeltperiodischen  (elliptischen)  Functionen  be- 
stellt. Diese  besitzen  ebenfalls  ein  Additionstheorem,  welches  eine  Funda- 
mentaleigenschaft dieser  Functionen  in  dem  Sinne  darstellt,  dass  aus  der- 
selben alle  anderen  Eigenschaften  dieser  Functionen  hergeleitet  werden  können. 
Dieser  Umstand  hat  es  Weierstrass  ,  dem  unvergesslichen  Meister  der  Analysis, 
möglich  gemacht,  in  einer  späteren  Epoche  seiner  Vorlesungen  an  hiesiger 
is]  Universität,  vom  Additionstheorem  ausgehend,  die  ganze  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  aufzubauen. 

Eines  der  lehr-  und  folgenreichsten  Beispiele  für  die  Bestimmung  einer 
Function  durch  besondere  Merkmale  vollzog  sich  an  der  Theorie  des  Potentials, 
jener  Function,  welche  in  der  Physik  überall,  wo  das  NE'nToxsche  Gesetz 
gilt,  insbesondere  in  der  Lehre  vom  Magnetismus  und  von  der  Electricität, 
von  so  grosser  Bedeutung  geworden  ist.  Der  Werth  des  Potentials  ist  von 
der  geometrischen  Gestalt  der  Massen,  auf  welche  dasselbe  Bezug  nimmt,  und 
von  der  Dichtigkeit  derselben  abhängig,  und  ist  durch  ein  einfaches  oder 
mehrfaches  bestimmtes  Integral  dargestellt.  Die  wirkliche  exacte  Berechnung 
jedoch  ist  nur  in  den  seltensten  Fällen  durchführbar,  unter  einer  solchen  Be- 
rechnung die  Darstellung  durch  bekannte  Functionen  verstanden.  Es  ist  einer 
der  schönsten  Gedanken  des  grossen  mathematischen  Denkers  G.  LEJEU^'E- 
DiRiCHLET  gewesen,  dem  Ausdrucke  des  Potentials  diejenigen  functionalen 
Eigenschaften  abzulauschen,  durch  welche  die  Abhängigkeit  seines  Werthes 
von  der  Lage  der  durch  die  NEWTONSchen  EJ:äfte  afficirten  Massen  vollkommen 
und  unzweideutig  bestimmt  wird.  Hierdurch  ist  die  Frage  der  Ausrechnung  in 
den  Hintergrund  gedrängt  und  für  die  wichtigsten  Schlüsse  sogar  entbehrlich 
gemacht. 

Der  von  Dirichlet  am  Potential  entwickelte  Gedanke  ist  seitdem  zu 
einem  fundamentalen  Princip  für  alle  Gebiete  der  mathematischen  Physik, 
namentlich  für  die  Lehre  der  Electricität  und  des  Magnetismus,  sowie  für 
die  Lehren  der  Wärme  und  der  durch  die  Elasticität  hervorgerufenen  Be- 
wegungen ausgewachsen;  und  es  war  noch  Dirichlet  selbst  vergönnt,  die 
leitenden  Gedanken  an  grossen  Beispielen  zu  verwirklichen.  Überall  begegnen 
wir  hier  gewissen  Differentialgleichungen,  welche  die  physikalischen  Vorgänge 
16]  definiren.  Es  liegt  jedoch  in  der  Natm-  solcher  Differentialgleichungen, 
dass  sie  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Lösungen  darbieten. .  Aus  dieser 
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unendlichen  Mannigfaltigkeit  hat  man  nun  diejenigen  Lösungen  heraus- 
zuschälen, welche  die  in  einem  bestimmten  physikalischen  Problem  durch 
die  Natur  gegebenen  Nebenbedingungen,  wie  Anfangszustände,  Grenzbedin- 
gungen, Unstetigkeitsbedingungen,  erfüllen.  Um  jedoch  zu  erkennen,  ob  die 
diesen  Bedingungen  angepassten  Lösungen  der  Differentialgleichung  das  wahre 
Naturgesetz  darstellen,  ist  es  erforderlich  nachzuweisen,  dass  diese  Lösungen 
auch  die  einzigen  sind,  welche  den  Nebenbedingungen  genügen.  Hier  greifen 
nun  die  von  Dirichlet  am  Potential  entwickelten  Principien  ein  und  haben 
in  vielen  wichtigen  Fällen  auch  schon  zum  Ziele  geführt. 

In  der  Geschichte  der  Mathematik  begegnen  wir  häufig  der  Thatsache, 
dass  Gedanken,  welche  Probleme  auf  dem  Gebiete  der  exacten  Naturwissen- 
schaften hervorgerufen,  reiche  Früchte  für  die  mathematische  Speculation  ge- 
tragen haben.  Nirgendwo  aber  ist  in  einer  kurzen  Spanne  Zeit  die  Ernte 
für  die  Mathematik  reicher  gewesen,  als  in  dem  Falle  dieser  DiRiCHLETschen 
Principien.  Diese  Ernte  so  schnell  zur  Keife  zu  bringen,  ist  dem  Genius 
von  RiEMANN  gelungen,  Riemann,  welcher  zum  Schmerze  der  mathematischen 
Welt  der  Wissenschaft  in  so  frühem  Alter  entrissen  worden,  und  welcher 
dennoch  während  seines  kurzen  Lebens  durch  Erweiterung  der  mathematischen 
Erkenntniss  sich  einen  Platz  in  der  Reihe  der  grössten  Mathematiker  des 
Jahrhunderts  gesichert  hat.  Auf  der  bekannten  Thatsache  fussend,  dass  die 
Bestandtheile  jeder  Function  einer  complexen  Variabein  einer  und  derselben 
partiellen  Differentialgleichung  genügen,  legte  er,  sich  an  die  DiRicHLETSchen 
Methoden  anschliessend,  den  Grund  zu  einer  neuen  AufFassungsweise  der 
Theorie  der  Functionen  einer  complexen  Variabein.  In  dieser  Auffassungs- 
weise scheiden  sich  die  Functionen  von  einander  nach  den  Grenz-  und  [17 
Unstetigkeitsbedingungen,  welchen  sie  einzeln  unterliegen.  Das  Bemerkens- 
wertheste  an  dieser  Characteristik  der  Functionen  ist  die  begriffliche  Be- 
stimmung derselben,  losgelöst  von  ihrer  Darstellbarkeit  vermittelst  analytischer 
Formeln.  Von  den  Resultaten,  welche  Riemann  auf  diesem  Wege  gefunden, 
will  ich  hier  nur  seiner  bewundernswerthen  Theorie  der  allgemeinen  Abel- 
schen  Functionen  Erwähnung  thun.  Seine  Methode  machte  es  ihm  möglich, 
diese  Theorie  auf  wenigen  Druckbogen  zu  entwickeln,  während  deren  Aufbau 
auf  dem  Grunde  der  analytischen  Form  der  algebraischen  Functionen  zu  so 
grossen   Weitläufigkeiten   Anlass    giebt.     Es    schmälert    auch   den   Ruhm    Rie- 


422  REDE  AM  3.  AUGUST  1900. 

MANNS  nicht,  dass  in  der  Begründung  der  von  ihm  hierbei  verwendeten  Prin- 
cipien  Lücken  vorhanden  waren,  welche  erst  später  von  anderen  Mathematikern 
ausgefüllt  worden  sind. 

Wenn  veränderliche  Grössen  in  functionalen  Beziehungen  stehen,  so  ver- 
langen wir  von  einer  Darstellung  dieser  Beziehungen  durch  analytische  Aus- 
drücke zunächst,  dass  sie  für  den  ganzen  durch  die  Xatur  der  Beziehungen 
begrenzten  Bereich  der  Veränderlichen  gültig  sei. 

In.  analytischer  Hinsicht  ist  an  eine  solche  Darstellung  die  weitere  For- 
derung zu  stellen,  dass  aus  derselben  das  Gesetz  der  Abhängigkeit  der  Ver- 
änderlichen, d.  h.  die  fundamentalen  Eigenschaften  dieser  Abhängigkeit  un- 
mittelbar abgelesen  werden  können. 

Ich  lasse  die  grossen  Schwierigkeiten  ausser  Acht,  welche  zur  Gewinnung 
einer  solchen  Darstellung  zu  überwinden  sind.  Es  muss  jedoch  hervorgehoben 
werden,  dass  die  Darstellung  erst  möglich  wird,  wenn  der  functionale  Zu- 
sammenhang bereits  begrifflich  in  seinem  ganzen  Umfange  erfasst  ist,  sodass 
die  Darstellung  für  die  Erkenntniss  der  dargestellten  Functionen  wesentlich 
neues  nicht  liefert. 

is]  Grösser  ist  der  Werth  der  analytischen  Formeln,  welche  functionale  Be- 
ziehungen darstellen,  in  der  Anwendung  auf  practische  Probleme,  nämlich 
da,  wo  es  sich  um  die  numerische  Berechnung  von  Grössen  handelt,  welche 
bei  Versuchen  oder  Beobachtungen  zu  ermitteln  sind;  wie  beispielsweise  in 
der  Astronomie  bei  der  Bestimmung  der  Elemente  der  Bahn  eines  Himmels- 
körpers aus  gewissen  Beobachtungsdaten.  Aber  in  den  Anwendungen  wird 
an  eine  analytische  Darstellung  noch  die  dritte  Forderung  gestellt,  dass  sie 
sich  einer  raschen  Convergenz  erfreue. 

Wird  die  Abhängigkeit  von  Grössen,  welche  sich  in  der  Natur  gegen- 
seitig bedingen,  durch  mathematische  Hülfsmittel,  wie  durch  Differential- 
gleichungen gebunden,  so  spiegelt  sich  das  Gesetz  dieser  Abhängigkeit  schon 
in  dem  begiifflich  fixü-ten  Zusammenhange  der  den  Differentialgleichungen 
genügenden  Quantitäten  ab,  wie  zahkeiche  Probleme  der  mathematischen  Phy- 
sik, insbesondere  in  den  Anwendungen  der  Potentialtheorie  beweisen.  Es  sei 
mir  gestattet,  an  einem  einfachen  Beispiele  den  ausgesprochenen  Gedanken 
zu  erläutern.  Die  Lage  und  die  Geschwindigkeit  eines  schweren  Punktes,  der 
sich  auf  einem  verticalen  Kreise  bewegt,  (die  sogenannte  Pendelbewegung)  in 
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ihrer  Abhängigkeit  von  der  Zeit  wird  durch  eine  Differentialgleichung  be- 
stimmt. Die  begriffliche  Discussion  der  Functionen,  welche  dieser  Differential- 
gleichung Genüge  leisten,  giebl  schon  darüber  Aufschluss,  dass  je  nach  der 
Grösse  der  Anfangsgeschwindigkeit  drei  Bewegungs weisen  möglich  sind,  wovon 
die  eine  die  hin-  und  hergehende  Bewegung  (die  eigentliche  Pendelbewegung) 
darstellt.  Diese  Bewegung  entspricht  dem  Falle,  dass  die  Lösung  der  Diffe- 
rentialgleichung periodisch  wird.  Wir  lernen  die  Periode  und  damit  die 
Schwingungsdauer,  sowie  die  Grösse  der  Elevation  bestimmen,  und  erhalten 
hiermit  vermittelst  der  begrifflichen  Discussion  ein  klares  Bild  von  den  wich- 
tigsten ]\Iomenten  der  Bewegung.  Andererseits  sind  die  Functionen,  welche  [19 
diese  Bewegung  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Zeit  bestimmen,  die  soge- 
nannten elliptischen  Functionen.  Für  diese  hat  die  Theorie  Darstellungen 
durch  Quotienten  zweier  sehr  rasch  convergirender  Reihen  geliefert.  Über 
die  Art  der  Bewegung  liefern  diese  Darstellungen  keine  neuen  Aufschlüsse, 
wohl  aber  sind  sie  bei  dem  durch  Beobachtung  herzustellenden  Zusammen- 
hang zwischen  der  Pendellänge,  der  Erdschwere  und  der  Anfangsgeschwindig- 
keit  mit  Vortheil  numerisch  zu  verwerthen. 

Von  besonders  hervorragender  Bedeutung  ist  im  XIX.  Jahrhundert  die 
begriffliche  Bestimmung  der  Functionen  für  die  Integi-ation  der  Differential- 
gleichungen geworden.  Wenn  eine  Differentialgleichung  vorgegeben  war,  so 
hatte  man  früher  planlose  Versuche  gemacht  sie  so  zu  transformiren ,  dass  sie 
auf  gewisse  Typen  zurückgeführt  würde,  welche  man  im  Laufe  der  Zeit  zu 
integriren  gelernt  hatte.  Oder  man  suchte,  wo  dieses  nicht  gelang,  die  Diffe- 
rentialgleichung auf  sogenannte  Quadraturen  zurückzuführen;  und  wo  auch 
dieser  Versuch  misslang,  stellte  man  Reihen  her,  welche  die  Differential- 
gleichung befriedigten.  Diese  planlosen  Versuche  konnten  jedoch,  wie  wir 
heutzutage  einzusehen  in  der  Lage  sind,  in  nur  seltenen  Fällen  zum  Ziele 
führen.  Die  Fälle,  wo  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  auf  jene  kleine 
Anzahl  von  Typen  oder  auf  Quadraturen  zurückführbar  ist,  sind  nur  als  Aus- 
nahmsfälle zu  bezeichnen  —  abgesehen  davon,  dass  in  der  Regel  die  Ilülfs- 
mittel  fehlen,  um  jedesmal  die  Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  der  Zurück- 
führung  zu  erkennen.  Aber  wenn  auch  die  Zurückführung  auf  Quadraturen 
gelingt,  so  ist  damit  für  die  Erkenntniss  der  Natur  der  Lösungen  einer  Diffe- 
rentialgleichung nur  selten  etwas  gewonnen,  wie  das  Beispiel  der  einfachsten 
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Differentialgleichungen  zeigt,  wo  von  vornherein  die  Form  der  Quadratur  ge- 
2o]  geben  ist.  Eine  solche  auf  eine  Quadratur  zurückfiihrbare  Differential- 
gleichung ist  z.  B.  diejenige,  welche  durch  elliptische  Functionen  gelöst  wird, 
und  es  war  nichts  weniger  als  die  Theorie  dieser  Functionen  erforderlich, 
um  eine  Einsicht  in  die  Natur  der  Lösungen  der  Differentialgleichung  zu  ge- 
winnen. 

Und  was  die  letzte  Zuflucht  anbetrifft,  die  Lösungen  der  Differential- 
gleichungen durch  Reihen  darzustellen,  so  musste  dieser  Versuch  an  dem 
Umstände  scheitern,  dass  solche  Reihen  in  der  Regel  die  Function  nicht  für 
den  ganzen  zulässigen  Bereich  der  unabhängigen  Veränderlichen  liefern. 

Auch  auf  diesem  Gebiete  haben  die  Arbeiten  von  Cauchy  und  die  seiner 
Schüler  den  Weg  geebnet,  auf  welchem  sich  im  XTX.  Jahrhundert  ein  voll- 
ständiger Umschwung  in  der  wissenschaftlichen  Behandlung  der  Differential- 
gleichungen vollzog.  Wie  Gauss  zum  ersten  Male  eine  strenge  Begründung 
des  Satzes  gegeben  hat,  dass  jede  algebraische  Gleichung  eine  AVurzel  besitze, 
so  hat  Cauchy  für  die  Differentialgleichungen  eine  sichere  Grundlage  durch 
den  Nachweis  geschaffen,  dass  es  immer  Lösungen  der  Differentialgleichungen 
gebe,  welche  gewissen  vorgeschriebenen  Bedingungen  genügen.  Die  Existenz 
solcher  Lösungen  stellt  Cauchy  zuerst  für  beschränkte  Gebiete  der  Veränder- 
lichen, dann  aber  durch  sein  Fortsetzungsprincip  für  den  ganzen  Geltungs- 
bereich der  Functionen  fest.  —  Briot  imd  Bouquet,  Schüler  von  Cauchy, 
haben  seine  Principien  an  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung in  einer  im  Jahre  1856  erschienenen  Arbeit  erprobt,  welche  als  ein 
Markstein  auf  dem  Wege  bezeichnet  werden  muss,  den  seitdem  die  Lehre 
von  den  Differentialgleichungen  eingeschlagen  hat. 

Es  ist  hier  natürlich  nicht  am  Platze,  eine  Geschichte  der  Entwickelung 
dieser  Disciplin  bis  auf  die  jetzige  Zeit  zu  geben.  Jedoch  sei  mh-  gestattet, 
21]  auf  die  Gedanken  hinzuweisen,  welche  bei  der  begiifflichen  Bestimmung 
der  durch  Differentialgleichungen  definirten  Functionen  durchgängig  die  lei- 
tenden sind.  Wenn  der  Geograph  die  Configui-ation  eines  Landes  beschreiben 
wiU,  so  werden  ihm  alle  die  Theile,  welche  eine  gleichmässige  und  zusammen- 
hängende Beschaffenheit  haben,  keine  Anhaltspunkte  zur  Characteristik  des 
Landes  geben  können.  Er  muss  die  Unterbrechung  des  Planums  durch  Flüsse 
und  Seen,  die  Erhebungen  des  Bodens,  wie  sie  das  Gebirge  darbietet,  um  es 
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zusammenzufassen,  die  Unregelmässigkeiten,  die  Unstetigkeiten  im  Planum 
heranziehen,  um  ein  vollständiges  Bild  der  Landschaft  entwerfen  zu  können. 
Ähnlich  ergeht  es  dem  Analytiker,  welcher  die  Lösungen  von  Differential- 
gleichungen characterisiren  will. 

In  einem  Gebiete  veränderlicher  Grössen  geben  diejenigen  Stellen,  wo 
die  Lösungen  der  Differentialgleichungen  ein  gleichmässiges,  einförmiges  Ver- 
halten zeigen,  keine  directen  Anhaltspunkte  zur  Beurtheilung  der  Natur  der 
Lösungen.  Erst  die  Stellen,  wo  die  Lösungen  ihre  Einförmigkeit  verlieren, 
seien  es  Punkte,  Linien  oder  Flächen,  sind  die  Elemente,  aus  welchen  sich 
die  Individualität  der  Lösungen  entwickelt.  Diese  Unregelmässigkeiten  nennen 
wir  singulare  Stellen.  Ihre  Auffindung  ist  das  erste,  freilich  oft  mühsame 
Geschäft  des  Analytikers.  Das  Studium  des  Verhaltens  der  Lösimgen  in  der 
Umgebung  der  singulären  Stellen  ist  der  nächste  Schritt.  Die  dritte  ent- 
scheidende Aufgabe  ist  die,  die  Einwirkung  des  Verhaltens  der  Lösungen  in 
der  Umgebung  der  singulären  Stellen  auf  den  Werthvorrath  jener  für  jede 
beliebige  Stelle  des  Gebietes  der  unabhängigen  Veränderlichen  zu  erkennen. 
Zur  Herstellung  dieser  Erkenntniss  muss  man  sich  nicht  scheuen,  alle  Theile 
der  Mathematik,  wie  fern  sie  auch  zu  liegen  scheinen,  in  Contribution  zu 
ziehen. 

Die  Integi'ation  der  Differentialgleichungen  in  dem  bezeichneten  Sinne 
hat  dem  in  älterer  Zeit  geübten  planlosen  Transformiren  derselben  gegen-  [23 
über  den  Vorzug,  dass  auf  rationellem  Wege  die  Natur  der  Lösungen  aus 
dem,  was  die  Differentialgleichungen  selber  über  sie  aussagen,  erforscht  wird. 
Aber  man  wird  die  Schwierigkeit  der  Aufgabe  schon  daraus  ermessen,  dass 
jede  aufs  Gerathewohl  herausgegi-iffene  Differentialgleichung  immer  eine  neue 
Functionenklasse  characterisirt,  deren  erschöpfende  Erforschung  oft  eine  ganz 
neue  Disciplin  erschaffen  müsste.  Es  kann  hiernach  ebensowenig  eine  allge- 
meine Regel  für  die  Integration  der  Differentialgleichungen  angestrebt  werden 
als  es  in  der  Medicin  angezeigt  wäre,  nach  einem  Universalmittel  zur  Heilung- 
aller  Krankheiten  zu  trachten.  Aber  es  ist  in  erkenntnisstheoretischer  Hin- 
sicht schon  als  ein  hoher  Gewinn  zu  bezeichnen,  dass  der  Weg,  welchen 
man  zu  gehen  hat,  gewiesen  ist,  mag  man  in  seiner  Verfolgung  bei  der  ein- 
zelnen Aufgabe   auch   auf  zeitweise   unüberwindliche  Schwierigkeiten   stossen. 

Die  Bemühungen  auf  diesem  Gebiete  sind  aber  des  Schweisses  der  Edlen 
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werth.  Man  erwäge  nur,  dass  der  grösste  Theil  der  Aufgaben  der  Analysis 
selbst,  sowie  die  Aufgaben  der  Mechanik  und  Physik  auf  Differential- 
gleichungen führen,  dass  also  das  Schicksal  dieser  Aufgaben  von  der  ratio- 
nellen Entwickelung  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  abhängt. 

Wohl  können  wir,  mit  Rücksicht  auf  die  Schwäche  und  die  Unzulänglich- 
keit unserer  menschlichen  Kraft,  mit  einer  gewissen  Genugthuung  auf  das 
zurückblicken,  was  auf  dem  Gebiete  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
im  XIX.  Jahrhundert  geleistet  worden  ist.  Wir  dürfen  jedoch  unser  Auge 
nicht  vor  der  Erkenntniss  verschliessen ,  dass  wir  erst  den  Eingang  in  ein 
grosses  Reich  der  Wissenschaft  erzwungen  haben,  dass  die  gethane  Arbeit 
verschwindend  klein  ist  gegenüber  der  Arbeit,  welche  uns  und  zukünftigen 
Geschlechtern  zu  thun  noch  übrig  bleibt. 

23]  Dieses  Endergebniss  eines  Rückblickes  auf  einen  besonderen  Theil  der 
mathematischjen  Wissenschaft  wird  sich  als  das  Resultat  eines  Rückblickes 
auf  jede  wissenschaftliche  Disciplin  wiederholen,  die  Erkenntniss  nämlich  von 
der  Unendlichkeit  der  Wissenschaft  und  das  sich  Bewusstwerden  des  be- 
scheidenen Maasses  des  bereits  Errungenen  im  Verhältniss  zur  Unendlichkeit 
der  noch  zu  lösenden  Aufgaben.  Dieses  Bewusstsein,  meine  werthe  Commi- 
li tonen,  die  Sie  dazu  berufen  sind,  in  einer  kommenden  Generation  die 
Führung  in  der  wissenschaftlichen  Arbeit  zu  übernehmen,  ist  weit  davon 
entfernt,  Sie  zu  entmuthigen.  Wenn  dieses  Bewusstsein  dazu  angethan  ist, 
in  Ihnen  die  Bescheidenheit  wach  zu  erhalten,  so  wii-d  dasselbe  auch  stets 
die  Pietät  gegen  die  Männer  wach  erhalten,  welche  vor  Ihnen  nach  ihren 
Kräften  der  Wissenschaft  gedient  haben. .  Diese  Pietät  aber  wird  Ihnen  stets 
ein  Sporn  sein,  gleich  jenen  nicht  in  dem  Streben  zu  ermüden,  mit  allen 
Ihren  Kräften  die  menschliche  Erkenntniss  schrittweise  zu  fördern. 


ANMERKUNG. 


Änderung  gegen  das  Original. 

S.  422,  Zeile  1  und  2  v.  u.  heisst  der  Text  im  Original: 

Die  Lage  und   die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einem 
vertikalen  Kreise  (der  sogenannten  Peudelbewegung).  R.  F. 


LXXX. 

ANZEIGE  BETREFFEND  DIE  ÜBERNAHME  DER  REDACTION 
DES  JOURNALS  FÜR  DIE  REINE  UND.  ANGEWANDTE  MATHEISIATIK. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  109,  1892,  zwischen  S.  88  und  89.) 


Am  29.  December  1891  wurde  die  mathematische  Welt  durch  die  Nach- 
richt von  dem  Hinscheiden  des  Herrn  Leopold  Kronecker  schmerzlich  über- 
rascht. Schwer  getroffen  sehen  sich  durch  diesen  Verlust  alle,  welche  an  dem 
Fortschritte  der  mathematischen  Wissenschaften  Antheil  nehmen,  schwer  ge- 
troffen alle  die  Körperschaften,  welche  das  Glück  gehabt,  sich  seiner  uner- 
müdlichen und  segensreichen  Mitarbeiterschaft  zu  erfreuen. 

Die  mathematischen  Arbeiten  Kroneckers  haben  auf  die  Entwicklung 
der  Mathematik  unserer  Zeit  einen  so  tief  eingi-eifenden  Einfluss  ausgeübt, 
und  sie  umfassen  so  ausserordentlich  viele  Gebiete,  dass  eine  angemessene 
Würdigung  derselben  an  einem  geeigneteren  Orte  Platz  finden  muss.  Wir 
haben  nur  noch  die  Aufgabe,  dem  Danke  der  mathematischen  Welt  füi"  die 
hohen  Verdienste  des  Dahingeschiedenen  um  unser  Journal  hier  Ausdruck  zu 
geben. 

Der  unterzeichnete  gegenwärtige  Redacteur  wird  sich  bemühen,  der  bis- 
herigen Tradition  des  Journals  treu  zu  bleiben,  und  bittet  die  Mathematiker, 
auch  fernerhin  durch  wissenschaftliche  Beiträge  dem  Journal  ihr  Wohlwollen 
zu  bekunden. 

Berlin,  im  Januar  1892.  Fuchs. 
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t  HERMANN  VON  HELMHOLTZ. 

(Jovimal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  114,  1895,  S.  353.) 


Die  Redaction  erfüllt  die  schmerzliche  Pflicht,  an  dieser  Stelle  des 
schweren  Verlustes  zu  gedenken,  welchen  die  wissenschaftliche  Welt  durch 
das  am  8.  September  v.  J.  erfolgte  Dahinscheiden  von  Hermann  v.  Helmholtz 
erlitten  hat.  Es  kann  nicht  unsere  Aufgabe  sein,  die  Verdienste  des  grossen 
Forschers  an  dieser  Stelle  zu  würdigen.  An  diesen  Verdiensten  sind  so  zahl- 
reiche und  verschiedenartige  Gebiete  menschlichen  Wissens  betheiligt,  dass 
nur  das  Zusammenwirken  der  verschiedenen  Vertreter  dieser  Gebiete  ein  ge- 
treues Bild  der  wissenschaftlichen  Thätigkeit  des  Dahingeschiedenen  wird 
schaffen  können.  Unserem  Journal  wird  alsdann  die  Ehre  zufallen,  für  die 
Würdigung  seiner  ausgezeichneten  mathematischen  Leistungen  die  wesentliche 
Quelle  darzubieten.  Seit  dem  Jahre  1858,  wo  H.  v.  Helmholtz  im  55.  Bande 
seine  berühmte  Arbeit  über  die  Integrale  der  hydrodynamischen  Differential- 
gleichungen veröffentlichte,  hat  derselbe  das  Joui'nal  durch  eine  lange  Reihe 
von  mathematisch-physikalischen  Arbeiten  geziert,  von  welchen  jede  einzelne 
als  Fundament  einer  Disciplin  betrachtet  werden  muss. 

H.  V.  Helmholtz  hat  aber  unserem  Journal  auch  noch  in  weiterem  Sinne 
sein  Interesse  erwiesen.     Er  hat  es  nicht  nur  gestattet,  dass  vom  104.  Bande 
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an  auf  dem  Titelblatte  unter  die  Namen  der  Mitwirkenden  auch  der  seinige 
aufgenommen  werde,  sondern  er  hat  auch  seine  Mitwirkung  durch  wirkliche 
Antheilnahme  gern  bethätigt,  wenn  dieselbe  in  Anspruch  genommen  wurde. 
Die  Redaction  darf  daher  die  Ehre  in  Anspruch  nehmen,  unter  denjenigen, 
welche  die  wissenschaftliche  Thätigkeit  des  grossen  Mannes  zu  besonderem 
Danke  verpflichtet  hat,  in  vorderster  Reihe  zu  stehen. 


Lxxxn. 

NACHRUF. 

(Journal  für  die  reine  nnd  angewandte  Mathematik,  Bd.  115,  1895,  S.  349—350.) 


Die  Redaction  hat  die  schmerzliche  Pflicht  zu  erfüllen,  des  Verlustes  [349 
dreier  Mitarbeiter  des  Journals  zu  gedenken,  welche  seit  kaum  einem  Jahre 
der  wissenschaftlichen  Welt  durch  den  Tod  entrissen  worden  sind. 

Arthur  Cayley,  geboren  16.  August  1821  in  Richmond  Surrey,  war  bis 
zum  Jahre  1863  als  Barrister  at  law  thätig,  in  welchem  Jahre  er  zum  Sadle- 
rian  Professor  für  die  reine  Mathematik  in  Cambridge  gewählt  wurde.  Diese 
Stellung  bekleidete  er  bis  an  sein  Lebensende.    Er  starb  am  26.  Januar  1895. 

Es  ist  uns  versagt,  hier  den  Lebenslauf  sowie  die  reiche  wissenschaftliche 
Thätigkeit  des  berühmten  Gelehrten  zu  schildern,  wie  es  ihm  vergönnt  war, 
in  die  in  diesem  Jahrhundert  für  die  mathematischen  Wissenschaften  neu 
errungenen  Disciplinen  schöpferisch  und  fördernd  einzugi'eifen.  In  vorzüg- 
licher Weise  hat  bereits  Professor  A.  R.  Forsyth  in  den  Obituary  Notices 
of  the  Proceedings  of  the  Royal  Society  Vol.  58  das  Leben  und  Wirken 
Cayleys  geschildert  (vgl.  auch  t.  VIII  of  the  CoUected  Mathematical  Papers, 
herausgegeben  von  Forsyth,  woselbst  sich  auch  ein  Verzeichniss  der  Vor- 
lesungen befindet,  welche  Cayley  in  dem  Zeitraum  von  1863  bis  1895  in 
Cambridge  gehalten  hat). 

Die  mathematischen  Schriften  Cayleys  sind  sehr  zahkeich,  ein  grosser 
Theil  derselben  stammt  schon  aus  der  Periode  vor  1863,  indem  während  der 
Thätigkeit  am  Bar  die  Zeit  zwischen  der  Jurisprudenz  und  der  Mathematik 
getheilt  war. 
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Cayley  hat  noch  bei  Lebzeiten  eine  vollständige  Sammlung  seiner 
Schriften  unternommen,  von  welcher  es  ihm  vergönnt  war,  die  sieben  ersten 
Bände  zu  vollenden.  Der  weiteren  Ausführung  dieser  Aufgabe  hat  sich  in 
dankenswerther  Weise  Herr  Forsyth  unterzogen,  aus  dessen  Händen  wir  jüngst 
den  achten  Band  empfangen  haben. 

350]  Unser  Journal  hat  ganz  besonderen  Anlass,  das  Andenken  Cayleys  in 
hohen  Ehren  zu  halten.  Vom  29.  Bande  des  Journals  an  hat  er  dasselbe  bis 
in   sein  letztes  Lebensjahr   diuxh   seine   unschätzbaren  Beiträge  ausgezeichnet. 

Ludwig  ScHLÄFLi,  geboren  am  15.  Januar  1S14  zu  Burgdorf ,  Canton  Bern, 
gestorben  am  20.  März  1895  als  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität 
Bern,  bildete  ebenfalls  eine  lange  Reihe  von  Jahren  hindurch  —  vom  43. 
Bande  bis  zum  78.  —  eine  Zierde  unseres  Journals.  Nachdem  er  eine  An- 
zahl vorzüglicher  Arbeiten  aus  den  Gebieten  der  Geometrie,  der  Optik,  der 
Astronomie  in  den  Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Bern, 
und  besonders  auf  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  bezügliche  analy- 
tische Untersuchungen  in  Grunerts  Archiv  veröffentlicht  hatte,  war  das  Crelle- 
sche  Journal  die  Stätte,  an  welcher  er  sich  durch  seine  Leistungen  in  der 
Algebra,  in  der  Geometrie,  in  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen, 
der  Kugelfunctionen  und  der  Modulargleichungen  sowie  in  dem  Problem  der 
conformen  Abbildung  ein  unvergängliches  Denkmal  gesetzt  hat. 

Josef  Dienger,  geboren  am  5.  November  1818,  von  1859  bis  1868  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Vorstand  der  mathematischen  Schule  am  Poly- 
technicum  in  Karlsruhe,  von  1868  bis  1888  Director  in  der  allgemeinen  Ver- 
sorgungsanstalt im  Grossherzogthum  Baden,  starb  am  27.  November  1S94. 
Ausser  zahlreichen  Schriften  in  Grunerts  Archiv,  in  den  Nouvelles  Annales, 
im  Journal  von  Tortolini,  in  den  Denkschiiften  der  Königl.  Ges.  d.  "Wissensch. 
zu  Prag  und  der  Kaiserl.  Akademie  in  Wien,  sowie  einer  Reihe  von  Büchern 
zur  Einführung  in  das  Studium  der  Geometrie,  der  Analysis,  der  Geodäsie, 
der  Mechanik,  der  elliptischen  Functionen,  der  höheren  Gleichungen 'und  der 
Variationsrechnung  sind  von  dem  in  seinem  Streben  zur  Förderung  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  unermüdlichen  Gelehrten  14  Abhandlungen  in  un- 
serem Journal  (von  Band  34  bis  46)  erschienen. 


Lxxxm. 

7  KARL  WEIERSTRASS. 

(Geb.  31.  October  1815,  gest.  19.  Februar  1897.) 
(Jonrnal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  Bd.  117,  1897,  S.  357.) 


Am  1 9.  Februar  dieses  Jahres  ist  die  mathematisclie  "Welt  durch  das 
Hinscheiden  von  ELslRL  Weierstrass  in  tiefe  Trauer  versetzt  worden. 

Von  seinem  ersten  Auftreten  in  der  mathematischen  Litteratur  an  bis  in 
ein  hohes  Alter  hinein  hat  Weierstrass  die  Wissenschaft  nicht  nur  durch 
seine  Entdeckungen  bereichert,  sondern  auch  durch  sein  Eingreifen  in  die 
Arbeiten  der  Zeitgenossen  und  durch  seine  Lehrthätigkeit  an  der  hiesigen 
tniversität,  deren  Zierde  er  über  40  Jahre  gewesen,  in  einem  solchen  Maasse 
gefördert,  dass  eine  Würdigung  dieser  reichen  Wirksamkeit  eine  zu  umfang- 
reiche Aufgabe  ist,  um  an  dieser  Stelle  Platz  zu  finden. 

Aber  die  Redaction  dieses  Journals  hat  die  besondere  Pflicht,  hier  das 
Andenken  des  gi-ossen  Mathematikers  zu  ehren.  Unser  Journal  hatte  das 
Glück,  seine  berühmtesten  Arbeiten  in  seine  Spalten  aufnehmen  zu  können; 
und  unter  den  Mitwirkenden  ziert  der  Name  Weierstrass  unser  Journal  vom 
53.  bis  zum  117.  Bande,  während  die  Bände  91  bis  103  ihn  im  Verein  mit 
Kronecker  als  Redacteur  bezeichnen  durften. 

Berlin,  im  März  1S9  7. 


Fuchs,  raatliem.  Worke.    HI.  56 
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ERNST  CHRISTIAN  JULIUS  SCHERING  f. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  119,  1898,  S.  86.) 


Am  2.  November  dieses  Jahres  verschied  nach  langem  Leiden  der  ordent- 
liche Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Göttingen  Ernst  Schering, 
geb.  am  13.  Juli  1833  im  Forsthause  Sandbergen  bei  Bleckede  an  der  Elbe 
(in  der  Provinz  Hannover).  Ausser  durch  seine  zahlreichen  auf  die  reine 
Mathematik  und  auf  die  mathematische  Physik  bezüglichen  Arbeiten  hat  er 
die  'mathematische  Welt  ganz  besonders  durch  die  im  Auftrage  der  König- 
lichen Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  von  ihm  besorgte  Heraus- 
gabe der  gesammelten  Werke  unseres  grossen  Lehrmeisters  Karl  Friedrich 
Gauss  zu  bleibendem  Danke  verpflichtet.  Seine  eigenen  Schriften  beflnden 
sich  grösstentheils  in  den  Nachrichten  und  Abhandlungen  der  Göttinger  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften,  eine  derselben,  zahlentheoretischen  Inhalts,  hat 
der  Verfasser  dem   100.  Bande  unseres  Journals  einverleiben  lassen. 

December  1897. 
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FRANCESCO  BRIÜSCHI  f. 
(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  119,  1898,  S.  259.) 


Am  13.  December  1807  verschied  in  Mailand  der  Präsident  der  R.  Ac- 
cademia  dei  Lincei,  Director  des  R.  Istituto  tecnico  Superiore  in  Mailand, 
Herausgeber  der  Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  Francesco  Brioschi. 
Die  mathematische  Welt  vereint  sich  mit  dem  Vaterlande  des  Dahingeschie- 
denen in  der  tiefen  Trauer  um  den  schweren  Verlust,  welcher  die  Wissen- 
schaft betroffen.  An  anderen  Orten  haben  hervorragende  Gelehrte  die  grossen 
Verdienste,  welche  Brioschi  durch  seines  eigenen  ausgezeichneten  Arbeiten  und 
durch  die  Förderung  der  mathematischen  Studien  in  Italien  sich  erworben 
hat,  in  gebührender  Weise  gewürdigt.  Wir  haben  aber  die  Pflicht,  an  dieser 
Stelle  des  langjährigen  Mitarbeiters  an  unserem  Journale  (seine  Aufsätze  be- 
ginnen im  50.  Bande  desselben)  in  dankbarer  Pietät  zu  gedenken. 


LXXXVL 

CHARLES  HERMITE  f. 

(Geb.  24.  December  1822  in  Dieuze  (Lorrainel,  gest.  14.  Januar  1901  in  Paris.) 
(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  123,  1901,  S.  174.) 


Der  Anfang  des  Jahres  1901  brachte  der  mathematischen  Welt  die 
schmerzliche  Trauerkunde,  dass  ihr  Altmeister  Charles  Hermite  am  14.  Ja- 
nuar aus  diesem  Leben  geschieden  ist.  Wenn  diese  Kunde  überall  auf  dem 
ganzen  Erdball  die  Herzen  derer,  welche  die  mathematischen  Wissenschaften 
pflegen,  tief  erschüttern  musste,  so  sind  es  die  deutschen  Mathematiker,  welche 
durch  die  ganze  Schwere  dieses  traurigen  Ereignisses  nicht  weniger  betroffen 
worden  sind  als  die  Verehrer  des  grossen  Mannes  in  seinem  Vaterlande.  Der 
Verewigte  hat  nicht  nur  mit  den  mathematischen  Forschern  Deutschlands 
während  seiner  ganzen  Lebenszeit  in  engster  Verbindung  gestanden,  sondern 
auch  an  ihren  wissenschaftlichen  Arbeiten  in  hervorragender  Weise  sich  be- 
theiligt und  für  die  Verbreitung  der  Resultate  dieser  Arbeiten  in  die  weitesten 
Kreise  Sorge  getragen. 

Die  Redaction  dieses  Journals  hat  einen  Mitarbeiter  verloren,  welcher 
ein  halbes  Jahrhundert  lang  eine  der  höchsten  Zierden  des  Journals  gewesen 
ist.  Seine  ruhmreiche  Mitwirkung  am  Journal  beginnt  1846  im  32.  Bande 
desselben  mit  der  Arbeit  «Extrait  de  deux  lettres  de  M.  Charles  Hermite  ä  IM. 
C.  G.  J.  Jacobi«  und  schliesst  im  Jahre  1896  im  1 16.  Bande  ab.  Es  gestattet  uns 
nicht  der  Raum,  an  dieser  Stelle  in  eine  angemessene  Würdigung  der  hohen 
Bedeutung  der  zahlreichen  Arbeiten  des  Meisters  auf  den  Gebieten  der  Zahlen- 
theorie,   der  Algebra,   der   Theorie    der  Formen   und   der   Analysis,   und    des 
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mächtigen  Einflusses  einzutreten,  welchen  sie  auf  die  Ausbildung  der  genannten 
mathematischen  Disciplinen  durch  seine  Schüler  ausgeübt  haben.  Ein  solches 
Unternehmen  erheischte  eine  geschichtliche  Darlegung  der  mathematischen 
Bestrebungen  seiner  Zeit.  Auch  sind  unsere  Herzen  über  den  Verlust  des 
Mannes  noch  zu  tief  bewegt,  um  einer  so  schwierigen  Aufgabe  nahezutreten. 
Selten  mag  es  in  der  Geschichte  der  Mathematik  vorgekommen  sein,  dass 
ein  Gelehrter  seinen  Zeitgenossen  auch  als  Mensch  so  nahe  getreten  ist  und 
mit  der  Verehrung  auch  die  Liebe  derselben  gewonnen  hat.  Jedes  aufrichtige 
wissenschaftliche  Streben  erregte  sein  Interesse,  gleichgültig  ob  der  Strebende 
seinem  Vaterlande  angehörte  oder  dem  Auslande;  und  es  war  ein  Ausfluss 
seiner  unbegrenzten  und  unparteiischen  Liebe  zur  Wissenschaft,  dass  ihn  mit 
der  lebhaftesten  Theilnahme  für  das  wissenschaftliche  Streben  auch  die  herz- 
liche Theilnahme  für  die  Person  des  Strebenden  erfüllte. 

Wir  werden  seiner  stets  in  Verehrung  und  Liebe  gedenken. 


Göttiiigen,  Druck  der  Dieterich'schen  Üniv.-Bucbdruckerei  (W.  Fr.  Kaestner). 
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zur  Theorie  der  Differentialgleichungen  und  zur  Functionentheorie '). 


Abbildung 

durch  eine  rationale  Function : 
Abb.  XIV,       Bd.  I,  361, 
„     XV,  „    I,  413, 

,,     LV,  „    III,  75, 

„     LVIII.       „    III,  103, 
„     LXXII,     „    ni,  313; 
dturch  eine  algebraische  Function: 
Abh.  XVII,    Bd.  I,  457, 
„     XVIII,     „    I,  473. 
Grenzkreis,  Bd.I,  3G3,  379;  Bd.  III,  75,  103. 
Kegel  für  den  Radius  des  Grenzkreises,  Bd.  I, 
369,  [411];  Bd.  lU,  78,  HO,  [116]. 
—  von    m  + 1    beliebigen   Punkten    auf    die 
(wi  +  1)*«"  Einheitswurzelu,  Bd.  I,  370  ff. 

Beispiele,  m+1  =  4,  Bd.  I,  380  ff. 
Anwendung  zum  Studium  einer  Function  mit 
einer  endlichen  Anzahl  von  Verzweigungs- 
punkten, Bd.I,  389  ff;  Bd.  IH,  112. 
Insbesondere   der  Lösungen   linearer   homo- 
gener   Differentialgleichungen    mit    ratio- 
nalen Coef'ficienten,  Bd.  I,  391  ff. 
Vergl.    Übergangssubstitutionen ,    Funda- 
mentalsystem. 


Adjungirte  lineare  Differentialglei- 
chung, Bd.  I,  416  ff. 
Definition,  Bd.  I,  421. 
Adjungirte   Fundamentalsysteme ,   Elemente, 

Bd.  I,  422. 
Für  den  FucHSschen  Typus ;  Beziehung  zwi- 
schen  den    determinirenden  Fundamental- 
gleichungen    adjungirter    Differentialglei- 
chungen, Bd.  I,  419  ff. 
Beziehung  zwischen  den  Substitutionen,  die 
adjungii-te    Fundamentalsysteme    erleiden, 
Bd.  I,  434  ff 
Differentialgleichungen,    die   mit   ihrer   Ad- 
jungirten    zu    derselben    Klasse    gehören, 
Bd.  III,  300. 

Vergl.  Associirte  Differentialgleichungen. 
Algebraische  Gebilde,    die  oine  Involu- 
tion zulassen, 

Abh.  XLVIII,  Bd.  II,  417, 
„     LI,  „    n,  453. 

Algebraisch    integrirbare    lineare 
Differentialgleichungen 
gehören    zum    FucHSschen    Typ"''  i    Bd.   I, 
199. 


1)  Die  Abhandlungen  I— IV  des  ersten  Bandes,  LXXIV,  LXXV,  LXXVII— LXXXVI  des  dritten 
Bandes  sind  in  diesem  Sachregister  nicht  berücksichtigt.  Bei  den  einzelnen  Stichworten  ist  in  der  Regel 
nur  diejenige  Stelle  angegeben,  wo  der  betreffende  Gegenstand  am  vollständigsten  erörtert  ist. 
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a)  Zweiter  Ordnung: 

Abh.  XIX,      Bd.  II,  1, 

„    XX,       „  n,  11, 

,     XXI,        „    n,  63, 

„    xxn,     „  n,  67, 

„     XXm,     „    II,  73, 

„    XV,       „  n,  115. 

Eigenschaften  irreductibler  algebraischer 
Gleichungen  mit  rationalen  Coefficien- 
ten,  insbesondere  solcher,  deren  Lösun- 
gen homogenen  linearen  Differentialglei- 
chungen zweiter  Ordnung  genügen, 
Bd.  n,  13,  22,  116  £F. 

Kriterien  dafür,  dass  eine  lineare  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  durch 
die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Func- 
tion befriedigt  wird,  Bd.  II,   15  ff. 

Eigenschaften  linearer  Differentialglei- 
chungen zweiter  Ordnung,  die  nur  alge- 
braische Integrale  haben,  Bd.  II,   1 7  ff. 

Der  zu  der  Differentialgleichung  gehörige 
Grad,  Bd.  II,  27,   117. 

Kriterien  für  algebraisch  integrirbare  li- 
neare Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung,  Bd.  II,  44  ff  ,  49  ff,  52  ff., 
56  ff.,  59  ff. 

Die  Nenner  der  Wurzeln  der  determini- 
renden  Fundamentalgleichungen  sind 
nicht  grösser  als  10,  Bd.  II,  53,  134, 
138,  140,  142. 

Vergl.  Primformen,  Eeducirtes  Wurzel- 
system, GAUsssche  Differentialglei- 
chung. 

b)  Dritter  und  höherer  Ordnung: 
•     Abh.  XXXIX,  Bd.  II,  289, 

„     XL,  „    n,  299, 

„     LVI,  „    III,  81. 

Zwischen  den  Integralen  bestehen  homo- 
gene Kelationen  höheren  als  ersten 
Grades,  Bd.  II,  299. 
Durch  eine  Transformation  wird  erreicht, 
dass  die  Integralquotienten  die  gleichen 
Werthe    nicht    in    zwei    verschiedenen 


Punkten    der   unabhängigen  Variabein 
annehmen,  Bd.  11,  314. 
Anwendung  der  AßELschen  Integrale  für 
n  =  3,  Bd.  n,  324  ff;  Bd.  IH,  91  ff. 
Sätze  für  j>  >  1,  Bd.  n,  331, 
,        „     p  =  l,     „    U,  332ff., 
„        ,    39  =  0,     „    n,  335  ff. 
Vergl.  Homogene  Relation ,   Invarianten, 
Reducirte  Wurzelsysteme,  HERMixEscbe 
Formen. 
c)   Heffters  Bedingung  für  das  Vorhanden- 
sein eines  ganzen  rationalen  Integrales, 
Abh.  LVn,  Bd.  m,  99. 
Algebraisch  integrirbare  nicht  line- 
are Differentialgleichungen  erster 
Ordnung. 

Form  ihres  Integrals,  Abh.  XLV,  Bd.  II,  373. 
Analytische    Form    eines    Fundamental- 
systems, siehe  unter  Fundamentalsystem. 
Analytische   Functionen,    Bd.  II,   191, 

[212],  381  ff.,  [390]. 
Anfangswerthe  eines  particulären  Integrals 
einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung, 
Bd.  I,   161. 
—  eines   Integrals    einer  Differentialgleichung, 
Bd.  II,  355;  neue  Definition  derselben,  Bd.  II, 
467. 
— ,  inwiefern  dieselben  ein  Integral  einer  Diffe- 
rentialgleichung   erster  Ordnung  bestimmen, 
Bd.  n,  410  ff.,  [416]. 
Associirte  Differentialgleichungen, 

Bd.  III,  1  ff,  267,  283. 
— ,    n'^   (mittlere)   für   Differentialgleichungen 
der  Ordnung  2  n,  Bd.  ID,  2  ft". 
Quadratische  Form  aus  den  Ableitungen  ihrer 
Lösungen,  Bd.  III,  7,  14;  ihre  adjungirte 
Differentialgleichung,    Bd.  UI,  9  fi.,  15  ff. 
Klassenbeziehung  zwischen  der  geeignet  trans- 
formirtcn  mittleren  Associirten  und   ihrer 
adjungirten  Differentialgleichung,  Bd.  DI, 
9  ff,  305  ff 
Keductibilität  der  mittleren  Associirten,  Bd.  HI, 
19  ff.,  [71],  299,  [311];    für  die  Diffc- 
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rentialgleichungen  der  Periodicitätsmoduln, 

siehe  Periodicitätsmoduln. 
Ausserwesentlich    singulärer   Punkt 
einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung, 
Bd.  I,  232. 
Bedingungen  für  das  Auftreten  eines  solchen, 

Bd.  I,  235  ff. 
In   einem   solchen  Punkte  verschwindet  die 

Determinante     des     Fundamentalsystems, 

Bd.  I,  233. 

Beziehungen  zwischen  festen  Integralen  von 
Differentialgleichungen    erster  Ordnung   und 
solchen    mit    willkürlichen    Anfangswerthen, 
Abh.  LIII,  Bd.  n,  467 ; 
für  die  Integrale  einer  speciellen  Gleichung 

erster  Ordnung,  Bd.  11,  475  ff. ; 
für   die   Integrale    eines    speciellen  Systems 
von    zwei    Differentialgleichungen    erster 
Ordnung.  Bd.  H,  483  ff. 
Vergl.  EtxERscher  Satz. 
Bkiot  und  BoüQUETsche  Differential- 
gleichungen, 

Binomische,    die   durch    eindeutige   doppelt- 
periodische Functionen    integrirt   werden, 
Abh.  XXXVII,  Bd.  n,  283. 
Allgemeine,  Bd.  11,  367. 
— ,  Kritik  der  Arbeit  von  B.  und  B.,  Bd.  11, 
392  ff,  396,  411. 

CAuCHYsche  Differentialgleichung, 
lineare  homogene  Differentialgleichung  des 
FüCHSsehen  Typus  mit  einem  singulären 
Punkte  im  EndUchen,  Bd.  I,  199. 

Constantenzählnng  für  die  lineare  homo- 
gene Differentialgleichung  des  FucHSschen 
Typus,  Bd.  I,  201  ff,  [157];  Bd.  in,  183  ff, 
[19G]. 

Convergenzbeweis  für  die  nach  positiven 
ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreitenden 
Reihen,  die  einer  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichnng  genügen,  wenn  a  eine  regu- 
läre (nicht  singulare)  Stelle  ist,  Bd.  I,  160  ff. 

—  für    die    nach    Potenzen    von    a  — o,    fort- 


schreitenden Reihen,  wenn  o,-  ein  singulärer 
Pimkt  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung n'*''  Ordnung  ist,  in  dem  die  Coeffi- 
cienten  bezw.  von  der  ersten ,  zweiten ,  .  .  ., 
n**"  Ordnung  unendlich  werden,  Bd.  I,  190  ff. 
Vergl.  Reihenentwickelung. 

Determinante     eines     Fundamental- 
systems, Bd.  I,  166,  169. 
Determinirende    Fundamentalglei- 
chung, Bd.  I,  188,  213. 
Definition,  Bd.  I,  220. 
Beziehung  zwischen  ihren  Wurzeln  und  den 
Wurzeln  der  Fundamentalgleichung,  Wur- 
zelgruppen beider  Gleichungen,  Bd.  I,  2 1 3  ff. 
Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung 
mit  festen  Verzweigung.=punkten,  Abh.  XLm, 

Bd.  II,  355. 
Bedingungen,    damit  nicht  ein  willkürlicher 
Punkt  Verzweigungspunkt  eines  Integrals 
sein  kann,  Bd.  11,  359  ff. 
Theorem,  Bd.  11,  364. 
Der  Fall  p  =  0,  Bd.  II,  365, 
Der  FaU  p  =  1,  Bd.  II,  365  ff. 
— ,    Character    ihrer    Integrale,    Abh.  XL  VI, 
Bd.  II,  381. 
Beispiel ,    Ricc.^Tische    Differentialgleichung, 

Bd.  II,  384  ff. 
Theoreme,  Bd.  H,  386  ff. 
— ,  Werthe  ihrer  Integrale  in  singulären  Punk- 
ten, Abh.  XLVII,  Bd.  U,  391. 
Vergl.  algebraisch  integrirbare,  Verzweigungs- 
punkte,   Integrale,    ;malytische   Function, 
Briot-  und  BouQüETSche  Differentialglei- 
chung,  KiccÄTische  Differentialgleichung, 
singulare  Punkte,   Beziehungen    zwischen 
Integralen. 

Elemente   eines  Fundauientalsystems ,   siehe 

Fundnmentalsystem. 
EüLERScher  Satz,  seine  Verallgemeinenmg 

für  Differentialgleichungen  in  separirter  Form, 

Bd.  II,  472; 
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für  allgemeine  Differentialgleichungen  der 
vierfach  periodischen  Functionen  von  zwei 
Variabein,  Bd.  H,  474,  475. 

E  X  i  s  t  e  n  z  b  e  w  e  i  s  für  die  Integrale  linearer 
homogener  Differentialgleichungen,  Bd.  I, 
160  ff;  Bd.  in,  245  ff 

Exponent,  zu  dem  ein  Integral  einer  linea- 
ren homogenen  Differentialgleichung  gehört, 
Bd.  I,   181. 

— ,  zu  dem  eine  Function  F  gehört,  Bd.  I,  196. 

Fläche,  innerhalb  deren  die  Integrale  einer 
liBearen  homogenen  Differentialgleichung  ein- 
deutig continuirlich  und  endlich  sind,  Bd.  1, 1 6  3. 

Formen,  gebildet  aus  den  Elementen  eines 
Fundamentalsystems  einer  linearen  homoge- 
nen Differentialgleichung, 

a)  binäre,  für  lineare  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung ,  Bd.  11 ,  1 9  ff. ;  sie  ge- 
nügen linearen  Differentialgleichungen, 
Bd.  n,  46ff',  %ergl.  Sooft'. ;  insbesondere 
quadratische,  Bd.  II,  309  ff.,  337  ff., 
Bd.  III,  331  ff 

Ihi-e  Covariauten.  Bd.  II,   1 9  ff. 

Formen ,  die  gleich  Wurzeln  aus  ratio- 
nalen Functionen  sind,  ihre  Covarianten, 
Bd.  II,  21. 

b)  temäre,  für  lineare  Differentialgleichungen 
dritter  Ordnung,  Bd.  H,  299  ff. 

Vergl.  Homogene  Relation,   ÜERMiTESche 
Formen,  Primformen,  HESSEsche  Cova- 
riante. 
FucHSscher    Typus    linearer    homogener 
Differentialgleichungen,  Bd.  I,  178  ff. 
Die   Integrale   werden   mit   einer    endlichen 
Potenz    von   x  —  a    bezw.    —    multiplicirt 
nicht   mehr    unendlich,    wenn    o    ein    im 
Endlichen     gelegener     singulärer    Pimkt 
bez\\-.  .t;  =  oo  ist,  Bd.  I,  179. 
Die  Integrale  haben  keinen  Punkt  der  Un- 
bestimmtheit, Bd.  III,  22. 
Die  Integrale  sind  überall  bestimmt,  Bd.  lU,  83. 
Die  Integrale  sind  regulär,  Bd.  III,  99. 


Form  der  Coefficienten  für  eine  Differential- 
gleichung des  FucHSschen  Typus,  Bd.  1, 1 8  G . 
Beweis,  dass  die  Form  hinreichend  ist,  Bd.  I, 

188  ff 
Vergl.  CACCHVsche  Differentialgleichung, 
GADSSSche  Differentialgleichung. 
Fundamentalgleichung,    die    zu    einem 
singulären  Punkte  einer  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  gehört,  Bd.  I.  172. 
Vergl.  determinirende  Fundamentalgleichung. 
Fundamentalsubstitutionen, 

aufgestellt  für  die  lineare  Diflerentialgleichung 

der  elliptischen  Periodicitätsmoduln  erster  imd 

zweiter  Gattung,  Bd.  I,  274  ff ;  Bd.  H,  8S  ff. ; 

der  ultraeUiptischen  Periodicitätsmoduln,  Bd. 

m,  35; 
desgl.  für  ihre  mittlere  Ässociirte,  Bd.  HI,  36. 
Fundamentalsystem  von  Integralen  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung,  Ele- 
mente eines  solchen; 
1.  Definition,  Bd.  I,  165;  2.  Definition,  Bd.  I, 

167. 
Methode  zur  Herstellung  eines  Fundamental- 
systems, Bd.  I,  168. 
— ,    das   zu   einem   singulären  Punkte  gehört, 
seine  analytische  Form 

a)  im  Falle   einfacher  'Wurzek  der  Funda- 
mentalgleichung, Bd.  I,   173; 

b)  im  Falle  mehrfacher  Wurzeln  der  Fimda- 
mentalgleichung,  Bd.  I,  1 74  fi 

Vergl.  Logarithmen. 
— ,  das  aus  der  Fundamentalgleichung  für  einen 
beliebigen  Umlauf  entspringt,  seine  analyti- 
sche Form,  Bd.  HI,  320  ff. 
Transformation    eines    F»mdamentals}*stems, 
Bd.  I,  208  ff 
— ,    das    zu    den    singulären   Punkten    gehört 
aufgestellt  fiü-  die  LEGESDRESche  Differential- 
gleichung der  elliptischen  Periodicitätsmoduln 
erster  Gattung,  Bd.  I,  274  ff;  Bd.  H,  88  ff 
Desgleichen  zweiter  Gattimg,  Bd.  II,   107. 
Desgleichen    für   die  ultraelliptischen  Perio- 
dicitätsmoduln, Bd.  in,  50  ff. 
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Fnndamen tals ystem  von  Integralen  einer 
linearen  homogenen  Dififerentialgleiohung, 
Darstellung  iu  zwei  Gebieten  ff,.  (?,  Bd.  I, 
392,  401. 

Beispiel    der    linearen    Dififerentialgleichung 
zweiter  OrJunng    des  FucHSschen  Tj-pus 
mit  4  .siugnlären  Punkten,  Bd.  I,  403  ff. 
Funktionen  F,  Bd.  I,  196. 

CrADSSsche    Differentialgleichung, 

Bd.  I,  200  ff. 
— ,  algebraisch  integrirbare,  Bd.  II,  54. 
— ,  als  Bei.spiel,  Bd.  II,  68  ff. 
— ,    mit    einem    ganzen    rationalen    Integral, 

Bd.  IU,  100  ff 

Vergl.  Relationen. 

Hauptintegral,  zu  einem  Punkte  gehöriges 
einer  nicht  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung (integral  principale),   Bd.  I,  298. 
Hauptschnitt   der   zu   einem  hyperellipti- 
schen Gebilde  gehörigen  zweiblättrigen  Fläche, 
seine  .tVnderungen  bei  Änderungen  eines  Pai-a- 
meters,  Bd.  I,  242  ff. 
HEEMiTEsche  Formen,   gebildet   aus  den 
Elementen  eines  Fundamen talsystems ,  Abh. 
LXV,  LXVI,  Bd.  III,  219,  241. 
— ,  invariante  fiir  die  Substitutionen  der  Gruppe 
einer  linearen  Differentialgleichung,  Bedingun- 
gen damit  eine  solche  existirt,  Bd.  UI,  226,233. 
Eigenschaften   der  Substitutionen   in  diesem 

Falle,  Bd.  III,  231,  234,  [240]. 
■Sätze    über    lineare    Differentialgleichungen, 
deren  Lösungen  von  endlicher  Vieldeutig- 
keit sind,    insbesondere   algebraisch  inte- 
grirbare, Bd.  III,  236  ff.,  [240]. 
Homogene  Relation  zwischen  den  Elemen- 
ten eines  Fundamentalsystems 
a)  für    Differentialgleichungen    dritter    Ord- 
nung des  FucHSschen  Typus,  mit  ratio- 
nalen Wurzeln  der  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung, Bd.  II,  300  ff. 
Ihre  IIüsSEsche  Covariante,  Bd.  II,  300. 


Ist   die  Relation   von   höherem   als  dem 
zweiten  Grade,  so  ist  die  Differential- 
gleichung algebraisch  integrirbar,  Bd.  II, 
307,  [339];  Bd.m,  83 ff.,  92ff.,  331  ff. 
Quadrati.sche    Relation,    Bd.  II,    309  ff., 
337  ff;  Bd.  in.  331  ff 
b)  für  Differentialgleichungen  n'"  Ordnung, 
Bd.  m,  325  ff. 

Eine  Relation,    die  sich  bei  jedem  Um- 
laut mit  einer  Constanten  mnltiplizirt. 
Bd.  ni,  331  ff 
Vergl.  algebraisch  integrirbare  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen, Invarianten. 
Hyperelliptische    Integrale,    ihre    Re- 
duction,  Bd.  I,  254  ff. 

Vergl.    Periodicität.cmoduln ,    partielle  Diffe-  > 
rentialgleichungen. 
Hype  r  geometrische    Function    n*" 
Ordnung,  Abh.  XI,  Bd.  I,  311. 

Integral  einer  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  und  eines  Systems, 
neue  Definition,  Bd.  H,  467  ff. 

Integrale  linearer  Differentialglei- 
chungen in  der  Form  von  bestimmten 
Integralen,    Bd.  I,  315,  318;    Bd.  IH,  373. 

Integration  einer  Differentialglei- 
chung nach  dem  gegenwärtigen  Stande  der 
Wissenschaft,  Bd.  I,   159:  Bd.  H,  370. 

Invarianten  fiir  lineare  Differentialgleichun- 
gen dritter  Ordnung  bei  Transformation  der 
unabhängigen  Variabein  und  Multiplication 
der  abhängigen  Variabein  mit  einer  t\mc- 
tion,  Bd.  n,  303  ff 

Sie  verschwinden,  wenn  die  Integrale  eine 
homogene  quadratische  Relation  befrie- 
digen, Bd.  II,  310  ff. 

Klasse    linearer    Differentialgleichungen    (im 

Anschluss  an  Riemann),  Bd.  IU,  17,  [70],  119. 

Sätze  über  Reductibilität,  Bd.  IU,  18,  19. 

Es  giebt  stets  eine  Differentialgleichung  der 

Klasse,  für  die  die  Wurzeln  der  determi- 
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nireiiden  Fundamentalgleicüungen  absolut 

genommen  kleiner  sind  als  Eins; 

wenn  keine  ganzzabligen  Wurzeldifferenzen 

vorhanden,  Bd.  HI,  146  ff. 
wenn  solche  vorhanden,  Bd.  III,  170  ff. 
Klasse nbcziehung 

zwischen  den  Periodicitätsmodulu  der  ellip- 
tischen Integrale  er.ster  und  zweiter  Gat- 
tung, Bd.  II,   105, 
zwischen  denen    der    hyperelliptischen  Inte- 
grale, Bd.  III,  30,  38. 

LAM^sche  Differentialgleichungen, 
Abb.  XXVI,      Bd.  II,  145, 
,.     XXVII,       „    II,  151, 
,  ,.     XXVIII,     „    II,  161. 

Herleitung  eines  zweiten  Integrals  aus  dem 
ersten  für  einen  speciellen  Fall  der  Lam^- 
scbcn  Differentialgleichung,  Bd.  II,  1 46, 1 67. 

Ausführung  der  Integration  und  Bestimmung 
der  Parameterwertbe  für  die  das  zM-eite 
Integral  einen  anderen  Character  hat,  Bd.  II, 
147,   167  ff 

Lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung mit  rationalen  Coefficienten,  die  ein 
Integral  besitzen,  dass  sich  bei  jedem  Um- 
laufe mit  einer  Constanten  multiplicirt, 
Bd.  II,  152  (vergl.  algebraisch  integrir- 
bare  Differentialgleichungen). 

Besondere  Fälle,  die  sich  durch  AsELsche 
Functionen  integriren  lassen,  Bd.  U,  155  ff. 

LAMEsche  Differentialgleichung ,  ihre  Inte- 
gration, Bd.  II,  155  ff,  166  ff 

Lineare  DifEerentialgleichungen  n'"'  Ordnung, 
deren  Integrale  doppeltperiodische  Func- 
tionen zweiter  Art  sind,  Bd.  II,   161. 

Besonders  n  =  2 ,   Form    des  Coefficienten, 
Bd.  II,  162  ff 
Legend  REScheDifferentialgleichu 'Ig 

für  die  Periodicitätsmoduln  des  elliptischen 
Integrals  erster  Gattimg,  Bd.  I,  271; 
Bd.  II,  87. 

Desgleichen  zweiter  Gattung,  Bd.  II,  106. 


Vergl.  Fundamentalsystem,  Fundamentalsub- 
stitutionen,  lineare  Substitution,  Quotient 
H,  Z. 
LEGENDRESche  Relation,   Bd.  I,  292; 

Bd.  n,   106. 
Lineare  Differentialgleichungen, 
zur  allgemeinen  Theorie  derselben, 
Abb.  V,      Bd.  I,   111, 

„     VII,     „    l,  205. 

Lineare  Differentialgleichung,  deren 
Integrale  keinen  Punkt  der  Unbestimmtheit 
haben,  siehe  FucHSscher  Typus. 

— ,  deren  Integrale  algebraische  Functionen 
sind ,  siehe  algebraisch  integrirbare  lineare 
Differentialgleichungen. 

— ,  deren  Coefficienten  in  der  Umgebung  eines 
Punktes  eindeutig  sind,  und  deren  Integrale 
daselbst  nicht  unbestimmt  sind,  Bd.  I,  211  ff. 
Form  der  CoeflScienten,  Bd.  I,  212. 

—  für  die  A'^"  Ableitungen  der  Lösungen 
einer  gegebenen,  Bd.  I,  238. 

— ,  deren  Integrale  doppeltperiodische  Func- 
tionen zweiter  Art  sind,  siehe  LAMEsche 
Differentialgleichung. 

— ,  deren  Gruppe  von  einem  Parameter  un- 
abhängig ist, 

Abb.  Liv,    Bd.  m,  1, 

„     LLX,        „    III,  117, 

„   Lxn,    „  m,  169, 

.     „     LXIV,     „    in,  201, 
„     LXIX,     ,    in,  267, 
„     LXXI,     „    m,  295. 
Bedingungen    dafür,    Bd.  III,    20  ff.,   22  ff., 

[70,  71],  120  ff.,  125  ff.,  305  ff. 
Eigenschaften  des  Coefficienten  der  höchsten 
Ableitung  in  dem  Ausdrucke  der  Deri- 
vierten  des  Integrals  nach  dem  Parameter 
Bd.  III,  179,  180  ff 
Die  Coefficienten  der  Ableitungen  in  diesem 
Ausdrucke  genügen  einem  System  linearer 
Differentialgleichungen,  Bd.  m,  123. 189  ff, 
270  ff. 
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Discussion    für    »i  =  2 ,    Beispiel,    Bd.  lll, 
191  ff,  [197].  Vergl.  partielle  Differential- 
gleichungen. 
Vergl.  Periodicitätsnioduln,  IJeilienentwicke- 
lung,  algebraisch  integrirbare  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen ,   associirte  Differential- 
gleichungen, LAMEsche  Diflerentialgleichun- 
gen ,     adjmigirte     DifferentialgleicliungeD, 
HEEJUTESche  Formen. 
Lineare  Sub.<titution,    die  ein  Funda- 
mentalsystein  einer  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung erleidet,  wenn  die  unabhän- 
gige Variable   einen  Umlauf   um  einen  sin- 
gulären  Punkt  vollzieht,  Bd.  I,   170  ff. 
—  mit  ganzzahligen  Coefficienten,  entsprechend 
den     Änderungen     der     Periodicitätsnioduln 
hyperelliptischer  Integrale  bei  Umläufen  eines 
Verzweigmigspunktes,  Bd.  I,  251  ff. 
— ,  allgemeine  Fonn  der  zu  einem  beliebigen 
Umlaufe    gehörigen ,    für   die  LEGENBRESche 
Differentialgleichung,  Bd.  II,  96. 
Logarithmen  in  der  analytischen  Form  des 
zu   einem    singulären  Punkte   einer  linearen 
homogenen    Differentialgleichung    gehörigen 
FundamentaLsystems, 

treten  nicht  auf,  wenn  die  Wurzeln  der  de- 
terminirenden  Fundamentalgleichung   sich 
nicht    um    ganze    Zahlen    unterscheiden, 
Bd.  I,   198; 
Eigenschaften    der    Coefficienten    der    Loga- 
rithmen, Bd.  I,   206  ff.; 
treten  notwendig    auf,    wenn  die  determini- 
rende  Fundamentalgleichung  gleiche  Wur- 
zeln hat,  Bd.  I,  219. 
Allgemeine  Bedingungen    für   das   Auftreten 
bezw.    Nichtauftreten    von    Logarithmen, 
Bd.  I,  227,  228  ff. 
Andere  Form  dieser  Bedingungen,  Bd.I,  236  ff. 

Modul  function, 

Abh.  XXIV,  Bd.  U,  85, 
„     XXLX,     „    II,   177, 
„     LXI,         „    III,   159. 

Foch  s,  muthom.  WorUo.     HI. 


Vergl.    LEGENDREsche    Differentialgleichung, 
Quotient  1 1 ; 
Modulf unction,    ihre  Verallgemeine- 
rung fiü-  2'  =  2. 

Formulinmg  eines  Umkehrproblems  für  drei 
Functionen  von  drei  Variabein ,  die  ans 
zwei  zu  derselben  Klasse  gehörigen  line- 
aren Differentialgleichungen  vierter  Ord- 
nung entstehen.  Bd.  III,  41. 

Für  die  Periodicitätsmoduln  der  beiden  ultra- 
elliptischen Integrale  erster  Gattung  sind 
diese  Umkehrung.sfunctionen  eindeutig, 
Bd.  III,  43  ff. 

Die  realen  Theile  imd  CoefScienten  von  j  für 
gewisse  auftretende  Grössen,  Bd.  III,  60  ff. 

Ilerleitung  der  EiE.MANNSchen  Ungleichung 
für  die  Periodicitätsmodidn  der  ultraellip- 
tisclien  Integrale,  Bd.  II""    66. 

Verallgemeinenuig  der  Methoden  von  Abh. 
XXIV,  Bd.  III,  67  ff,  [72]. 

Vergl.  LTmkehrprobleme,  partielle  Differential- 
gleichungen. 

Nichthomogene  lineare  Differential- 
gleichungen. 
— ,    ihre  Untersuchung  zurückgeführt  auf   die 
von  zwei  homogenen  Gleichungen,  Bd.  I,  221. 
Bedingungen  für  die  Coefficienten,  d.amit  die 
Integrale  nicht  unbestimmt  werden: 
in  einem  Punkte,  Bd.  I,  222, 
in  der  ganzen  Ebene,  Bd.  I,  223. 
— ,  ihre  Integration,  Bd.  I,  296  ff. 

Vergl.  Hauptintegral,  Eeihenentwickelung. 

Partielle      Differentialgleichungen, 
Systeme  simultaner,    ihr  Auftreten  bei  line- 
aren Differentialgleichungen,    deren  Gruppe 
von  in  den  Coefficienten  auftretenden  Para- 
metern unabhängig  ist,   Bd.  III,    125  ft". 
Die   Differentialgleichung    der    Periodicitäts- 
moduln AßELScher  Integrale    als  Beispiel, 
Bd.  III,   127. 
Die  Untersuchungen    von    Picari>  ,    Appell 
57 
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und  HoRN  in  ihren  Bezieliungcn  zu  ge- 
wöhnlichen linearen  Differentialgleicliungen, 
deren  Gruppe  von  einem  Parameter  un- 
abhängig ist,  Bd.  III,   130  ff. 

Die  Sätze  von  Hörn  über  den  Fall,  wo  .sicli 
die  Integrale  regulär  verhalten,  Bd.  III,  133. 

Gewöhnliche  lineare  Differentialgleichung  n'"' 
Ordnung,  deren  Integrale  als  Functionen 
eines  Parameters  einer  linearen  Differential- 
gleichung ?«*"■  Ordnung  genügen,  Abli. 
LXIV,  Bd.  III,  201. 

Die  hyperelliptischen  Integrale  als  Beispiel, 
Bd.  III,  202. 

Behandlung  von  n  =  2,  m  =  3,  Bd.  III,  202  ff. 

Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
hat  entweder 

a)  ein  Integral  dessen  logarithmische  Ab- 
leitung rational  i.st,  Bd.  III,  21 1  ff.,  oder 

b)  ihre  Gruppe   ist    von   dem    Parameter 
unabhcängig,  Bd.  III,  211. 

Partielle      Differentialgleichungen, 

erster  Ordnung,  Bd.  III,  271  ff. 
—    für    die    realen    Theile    und    Coefficienten 
von    i    der    Ijösungen    linearer    Differential- 
gleichungen, Bd.  III,  234  ff. 
Periodicitätsmoduln. 
• —  der  hyperelliptischen  Integrale  als  Functio- 
nen eines  Parameters,  Abb.  VIII,  Bd.  I,  241. 
Ihre  Änderungen    bei    Umläufen    des   Para- 
meters, Bd.  I,  248. 
Die  diesen  Änderungen  entsprechenden  ganz- 
Eahligen  linearen  Substitutionen,  wenn  der 
Parameter     ein    Verzweigungspunkt     ist, 
Bd.  I,  250  ff. 
Lineare  homogene  Differentialgleichungen  für 
die  hyperelliptischen  Periodicitätsmoduln, 
Bd.  I,  253. 
Ihre  Gruppe  ist  von  den  in   den  Coefficien- 
ten auftretenden  Parametern   unabhängig, 
Bd.  III,  32. 
Bestimmung    der   Coefficienten    dieser  Diffe- 
rentialgleichungen, Bd.  I,  259,  204. 
Die  Wurzeln    ihrer  determinireuden  Funda- 


mentalgleichungen sind  rationale  Zahlen, 
Bd.  L  2G2. 
Exjjlicite  Aufstellung  der  Differentialgleichun- 
gen für  den  Fall  liyperelliptischer  Inte- 
grale I.  und  II.  Gattung,  Bd.  I,  265  ff.; 
Bd.  III,  29. 
Desgleichen  für  das  elliptische  Integral  erster 

Gattung,  Bd.  I,   271;  Bd.  II,  87. 
Desgleichen  für  das  elliptische  Integral  zwei- 
ter Gattung,  Bd.  II,   106. 
Desgleidien  für  die  ultraelliptischen  Integrale, 

Bd.  I,  271;  Bd.  III,  35. 
Aufstellung    der    mittleren    A.ssociirten    und 
der  zugehörigen  Fundamentalsubstitutionen, 
Bd.  III,  35,  36. 
Die  mittlere  Associirte  ist  reductibel,  Bd.III,  36. 
Periodicitätsmoduln  der  AsELschen  In- 
tegrale,   lineare    Differentialgleichungen    fiir 
dieselben, 

Abh.  XIII,        Bd.  I,  343, 
„     LXVIII,     „    m,  249, 
„     LXX,  ,.    III,  283. 

Die   sich   nicht   aufhebenden  Verzweigungs- 
punkte einer  algebraischen  Function  können 
als    von    einander    unabhängig   betrachtet 
werden,  Bd.  I,  345. 
Lineare  Differentialgleichung   für  die  Perio- 
dicitätsmoduln   als  Functionen    eines  sich 
nicht    aufliebenden    Verziveigiuigspunktes, 
Bd.  I,  349  ;  Bd.  IIL  250  ff 
Methode  zu   ihrer  Herstellung   für  Integrale 
erster  Gattung  bei  einfachen  Verzweigungs- 
puukten,  Bd  III,  250  ff.,  257  ff.; 
bei    beliebigen  Verzweigungspunkten    und 
für   einen    beliebigen   Parameter   |    als 
unabhängige  Variable,  Bd.  III,  259  ff. 
Ist  r,  ein  ^■on  §  unabhängiger  Parameter, 
so    ändert    sich    die  Gruppe  der  Diffe- 
rentialgleichung   nicht     stetig    mit    t,, 
Bd.  III,  264. 
Die    {2p  —  2)'"  Associirte    ist    reductibel, 
Bd.  III,  285  ff 
Vcrgl.    LEGESDRESche    Difl'erentialglei- 
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chung,  ultraelliptisdie  Integrale,  Fun- 
damentalsysteme, Fuiulamentalsubsti- 
tutionen,  Gruppe,  Kelationen,  Klassen- 
beziehung,  WEiEKSTRASS-EiEMANXScbe 
Relationen. 
Pr  im  formen  für  lineare  Differentialgleicbiin- 
gen  zweiter  Ordnung: 
Begriff  und  Eigenscbaften,  ibre  ÜESSEscben 

Covarianten,  Bd.  II,  30  S. 

Primformen    niedrigsten    JV^'"  Grades,    ilire 

Covarianten  verscb winden  identiscb,  Bd.  II, 

12,  32;  N<12,  Bd.  II,  39,  120. 

Tabelle  derselben,  Bd.  II,  42,  43,  123,  124. 

Untersucbuu^  des   Falles   N  ^  2,   Bd.  II, 

32  ff.,  152. 
Höcbster  Grad  einer  Primforra,  Bd.  II,   118. 
Sätze  über  Primformen,  Bd.  11,  126  ff. 
Gestalt   in    der  Umgebung    eines  singulären 
Punktes,  Bd.  II,   133. 

Quotient  H  der  Perioden  des  elliptischen  In- 
tegrals erster  Gattung,  seine  Werthe  in  den 
singulären  Punkten  und  in  ihrer  Umgebung, 
Bd.  n,  96  ff 

Die  Differentialgleichung,  der  H  genügt, 
wird  untersucht,  Bd.  II,  98  ff. 

^  LI 

q  =  e  '"  existirt  nur  innerhalb  des  Ein- 
heitskreises voii  if  =  -17 ;  M  als  Function 
von  g  ist  daselbst  holomorph,  Bd.  II,  100  ff., 
[113];  Bd.  m,  67;  Bd.  UI,  166  ff 

Die  durch  H  vermittelte  Abbildung,  Bd.  III, 
160  ff. 
—  Z   der  Perioden    des   elliptischen  Integrals 

zweiter  Gattung,  Bd.  II,   108. 

»  =  e  '■  existirt  in  der  ganzen  Ebene 
von  m;  u  als  Function  von  s  ist  uneud- 
Uch  vieldeutig,  Bd.  II,   HO. 

Recursionsformel  für  die  Reihen,  die  nach 
Potenzen  von  x  — o,-  fortschreiten,  wenn  a,. 
ein  singulärer  Punkt  ist,  in  dem  die  Inte- 
grale einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung nicht  unbestimmt  werden,  Bd.  1, 1 90. 


Reducirtes    Wur zel(Werth-)sy stem 
einer  Gleichung,  Bd.  11,  27,  120,  331. 
Sein  Index,  Bd.  II,  28,  117. 
—  eines  Integrals,  Bd.  11,  315. 
Sätze  über  solche,  Bd.  II,  323. 
Vergl.  algebraisch  integrirbare  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen. 
Relation,    die    zwischen    den    Wurzeln    der 
sämmtlichen    determinirenden    Fundamental- 
gleichungen einer  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung  des  FccHSschen  Typus  be- 
steht, Bd.  I,  182. 
— ,  HAEDENKAMPsche,  zwischeu  den  Periodici- 
tätsmoduln    der    hyperelliptischen    Integrale, 
Abb.  IX,  Bd.  I,  283. 
Relationen    zwischen    den    Integralen    von 
Lösungen    linearer    homogener    Differential- 
gleichungen, erstreckt  zwischen  je  zwei  sin- 
gulären Punkten, 

Abb.  XVI,     Bd.  I,  415, 
„     LX,  „    III,  141, 

„     LXVI,     „    III,  361. 
Herleitung  dieser  Relationen  unter  gewissen 
Beschränkungen     für    die    Wurzeln     der 
determinirenden    Fundamentalgleichungen, 
Bd.  r,  427  ff.,  447  ff.;  Bd.  III,  145. 
Aufhebung   jener  Beschränkungen,   Bd.  III, 

146  ff. 
Invarianz  der  Relationen  für  die  ganze  Klasse, 

Bd.  m,   141. 
Ihre  rechten  Seiten  hängen  nur  von  den  Fun- 
damentalsubstitutionen ab,  Bd.  in,  145. 
Sie   stellen  Beziehungen    dar   zwischen    den 
Coeffizienten    der  Fundamentalsub-stitutio- 
nen  und  zwischen  bestimmten  Integralen, 
Bd.  III,  150  ff. 
Beispiele:  Verallgemeinerte  LxM^sclie  Diffe- 
rentialgleichung,   Bd.  I,    450,    [456]; 
Bd.  UI,  155; 
Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die 
mit     ihrer     adjungirten     identisch     ist 
(WEiERSTUASSsche  Relationen  zwischen 
57* 
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denPeriodieitätsmodulnliyperelliptischer 
Integrale),  Bd.  III,   152  ff. 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ins- 
besondere GAUsssche,  Bd.  in,  154  ff. 
Reihenentwickelung,  in  der  ganzen  Ebene 
gültige,  für  die  Integrale  linearer  Differential- 
gleichungen, Abb.  X,  Bd.  I,  295. 
Aufstellungen    der  Keihen    durch    successive 

Approximation,  Bd.  I,  299  ff. 
Convergenzbeweis,  Bd.  I,  303  ff. 
Die  .specielle  Reihe  von  Caquk,  Bd.  I,  305  ff. 
RiccATische    Differentialgleichung, 
Bd.  II,  384  ff.,  401  ff 

Entwickelung  eines  Integrals  nach  Potenzen 
von  z  uud  i\  bezw.  von  ;  und  log  5, 
Bd.  II,  407,  409. 

Singulare  Punkte  einer  homogenen  linea- 
ren Differentialgleichung,  Bd.  I,   161. 
Wesentlich    und.    ausserwesentlich    singulare 
Punkte,  Bd.  I,  232. 

— ,  verschiebbare  für  Dift'erentialgleichmigen 
erster  und  höherer  Ordnung,  Bd.  IT,  469  ff. 

—  einer  mehrdeutigen  Function,  ihre  Klassifi- 
cation,  Punkt  der  TJnbestimratheit,  bestimmte 
und  imbestimmte  Verzweigung,  Bd.  II,  394, 
[416]. 

— -  der  Integrale  von  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  Hülfsmittel  für  die  Unter- 
suchung, Bd.  II,  396,  399. 

Substitution,  siehe  lineare  Substitution. 

Systeme  linearer  Differentialglei- 
chungen und  ihre  as.sociirten,  Bd.m,  285ff. 

Thetafunctionen,  Form  ihrer  Argumente, 

Abb.  Xn,  Bd.  I,  321. 

Ableitung   der   Clebsch-   und  Gord Ansehen 

Form  der  Argumente  aus  dem  Satze  Rie- 

MANNs,  ABELSche  Functionen,  §  23,  Bd.  I, 

322  ff. 

Bestimmung  von  ft  (0, . . . ,  0)  als  Function  der 

Klassenmoduln,  Abb.  XII,  XIII,  Bd.  I,  343. 

Ableitung  der  TnoMAEschen  Darstellung  von 


i)  (0,  . . . ,  0)  unter  Zngnmdelegung  der 
Clee.sch-  n.  GoRDANsehen  Form  der  Ar- 
gumente der  Thetafunction,  Bd.  I,  333  ff. 

Die  jAcoBische  Differentialgleichung  für  &  (0), 
Bd.  I,  350  ff. 

Differentialgleichung  für  0  (0, . . .,  0)  als  Func- 
tion der  Klassenmoduln  bezw.  eines  Ver- 
zweignngspnnktes,  Bd.  I,  357  ff. 

Vergl.  Pei-iodicitätsmodulu. 
Tis  so  TS  che     Differentialgleichung, 

Bd.  I,  318. 

Übergangsulistitutionen,  die  die  zu  zwei 
singulären  Punkten  einer  linearen  homogenen 
Differentialgleichimg  gehörigen  Fundamental- 
systeme mit  einander  verknüpfen ; 

Methode  für  ihre  Berechnung,  Bd.  I,  394  ff. 
Für  den  FucHSschen  Typus,  Bd.  I,  396  ff., 
[412].     Vergl.  Abbildung. 
Ultraelliptische  Integrale. 

Differentialgleichung    für    die    Periodicitäts- 
moduln,  Bd.  I,  271;  Bd.  III,  35. 
Umkehrproblem,  Verallgemeiuenmg    des 
jACOBischen, 

Abb.  XXX— XXXVI,  Bd.  n,  185,  191, 
213,  219,  225,  229,  239,  275, 
XLI,  Bd.  II,  341, 
,,     XLIX,     ^    II,  427, 
.     L,  „    II,  441. 

a)  Lösungen     linearer     Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  des  FucHSschen  Typus, 
eingesetzt    in    das    .lAroBische    Umkehr- 
problem  für   n  =  2    sollen    ,  analytische 
Functionen'-  definiren,  Bd.  II.   102. 
Bedingungen    für    die    Wurzeln    der    de- 
termi  nirenden  Fundamentalgleichungen, 
Bd.  II,  198,  199. 
Bedingungen,  damit  die  Umkehrungsfunc- 
tion  der  Integralquotienten  in  gewissen 
Gebieten    eindeutig    ist,    Bd.  II,  187, 
202,  221,  226  ff.,  [22.'^]. 
Bedingungen ,    damit    die   symmetrischen 
Functionen    der   aus  dem  verallgemei- 
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werten  UmkebrproLlem  eufspriiigendeu 
Functionen  eindeutig  sind,  Bd.  II,  207, 
208. 
Tabelle  der  Diffcrenti;ilgleiclmngen ,  die 
diesen  Bedingungen  genügen ,  Bd.  II, 
220  fl'. 
Die    Anzahl    der    singulären    Piuikte    ist 

nicht  grösser  als  6,  Bd.  II,  209. 
Durch  eine  Transfonnation  wird  bewirkt, 
dass  unter  den  Integralzeichen  des  Um- 
kehrproblenis  zweiwerthige  Functionen 
stehen,  Bd.  II,  211. 
Analogen  des  AsELschen  Theorems,  Bd.  II, 
217,  218. 
b)  Die    unter  den  Integralzeichen  stehenden 
Functionen  haben  den  Character  von  Lö- 
sungen linearer  Diffei'entialgleichuugen  des 
FucHSschen  Typus  und  erftillen  überdies 
nodi   gewisse  Bedingungen ;    für   n  =  2 
Abh,  XXXV,  L,    für    ein    beliebiges    n 
Abb.  XLI. 

Bedingungen  für  die  Eindeutigkeit: 
Für  H  =  2,   Bd.  11,  244,  247,  250, 

251,  257. 
Anderer  Beweis    für   die   Bedingungen 

von  250,  251;  Bd.  II,  440  ff. 

Andere    Auffassung    der    Gleichungen 

des  Umkehrproblems,  Bd.  IT,  442  ff. 

Durch  Einführung   des  Quotienten    als 

unabhängiger     Variabein      kommen 

zweiwerthige   Functionen    unter    die 

Integralzeichen,  Bd.  II,  260  ff.,  452. 

Nothwendige  und  hinreichende  Bedin- 


gnngeu  für  die  Eindeutigkeit,  Bd.  11, 
272. 
Für  ein  beliebiges  n,  Bd.  II,  345,  346, 
348,  349. 
e)   Lösungen   einer  linearen  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  mit  algebraischen 
Coefficienten  sollen  die  Bd.  II,  250,  251 
formulirten   Bedingungen    erfüllen ,    Abh. 
XIJX,  ferner  Bd.  II,  458  ff. 
Für  p>  0,  Bd.  U,  439,  459  ff. 
„     i>  =  0,     ..    II,  439. 
Hülfssatz   aus   der  Theorie  der  algebrai- 
schen Functionen; 

Abh.  XLVIII,  Bd.  II,  417, 
„     LI,  .,    II,  453. 

Vergl.  Modulfunction,  partielle  Differential- 
gleichungen. 

Vertäu  sc  hung  von  Parameter  und 
Argument  für  lineare  Differentialgleichun- 
gen, Bd.  I,  410  ff.;  Bd.  III,  301  ff. 

Verzweigungspunkte  der  Integrale  von 
Differentialgleichungen,  feste  und  verschieb- 
bare, Bd.  II,  355  ff. 

WEiEKSTRASs-RiEMANNSche  Relatio- 
nen zwischen  den  Periodicitätsraoduln  hyper- 
elliptischer und  AnELScher  Integrale 

für  j)  =  2  abgeleitet  aus  der  Reductibilität 

der  mittleren  Associirten,  Bd.  III,  38  ff.; 

für  beliebige  AßELsche  Integrale  aus  der 

Reductibilität  der  {2p  —  2)*«"  Assocürten, 

Bd.  III,  290.     Vergl.  Relationen. 
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